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PREFACE. 


Ce  Volume  termine  le  Trait^  aiiquel  j'ai  consacre  dix  ann^es  de  tra- 
vail. 11  se  compose  de  trois  parties  principaies  : 

La  throne  des  mouvements  des  satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne ; 

Le  calcul  des  perturbations  des  cometes,  et  T^tude  de  la  figure  de 
ces  astres  ^tranges ; 

Enfin,  I'ensemble  des  travaux  de  Mecanique  celeste  suscit^s  par  la 
d^couverte  des  petites  planetes. 

La  th^orie  des  satellites  de  Jupiter  a  pris,  entre  les  mains  de  Laplace, 
une  perfection  qui  n'a  pas  ^t^  surpass^e.  Toutefois,  les  calculs  n'avaient 
pas  ^t^  pouss^s  assez  loin  pour  donner  aux  Tables  toute  la  precision 
compatible  avec  les  observations.  M.  Souillart  a  eu  le  m^rite  d'yap- 
porter  les  complements  n^cessaires. 

Mais,  si  la  Mecanique  celeste  pr^sentait  toute  I'ampleur  voulue  pour 
la  theorie  des  satellites  de  Jupiter,  il  n'en  etait  pas  de  meme  pour  les 
satellites  de  Saturne,  par  la  raison  qu'a  I'^poque  de  Laplace  on  n'avait 
presque  pas  d'observations.  Le  plus  faible  des  satellites,  et  le  dernier 
d^couvert,  Hyperion,  a  pr^sent^  ime  difficulte  singuliere  dont  M.  New- 
comb  a  rendu  compte  par  la  theorie,  en  decouvrant  une  libration  ana- 
logue a  celles  des  satellites  de  Jupiter.  Des  librations  semblables  existent 
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pour  d'autres  satellites  :  e'est  la  un  champ  de  travaux  int^ressants  et 
nouveaux. 

Nous  savons  peu  de  chose  sur  les  perturbations  des  satellites  des 
autres  planetes;  cependant,  une  anomalie  constat^e  dans  le  mouve- 
ment  du  satellite  de  Neptune  a  re^u,  il  y  a  quelques  ann^es,  une  expli- 
cation plausible,  que  nous  avons  reproduite. 

Laplace  avait  consacr^  un  Chapitre  au  calcul  des  perturbations  des 
cometes  quand  elles  approchent  tres  pres  des  planetes.  Nous  avons 
donne  une  certaine  extension  a  sa  th^orie;  mais  les  additions  portent 
surtout  sur  la  figure  des  cometes  :  nous  avons  expos^  les  beaux  travaux 
de  Roche,  Bessel,  Schiaparelli,  etc. 

La  d^couverte  des  petites  planetes  a  donn^  une  vive  impulsion 
a  la  theorie  gen^rale  des  perturbations;  de  la  sont  n^s  les  travaux 
remarquables  de  Cauchy,  Hansen,  Gylden,  etc. ;  nous  avons  fait  une 
place  d'honneur  a  la  m^thode  de  Cauchy,  invent^e  en  quelques  se- 
maines  par  Tiilustre  geometre,  pour  verifier  de  longs  calculs  de  Le 
Verrier. 

Nous  avons  juge  utile  d'exposer  aussi  une  methode  ^l^gante  de 
Jacobi,  pour  la  determination  de  la  grande  in^galit^  de  Jupiter  et  de 
Saturne. 

II  etait  impossible  de  r^diger  un  Traite  aussi  etendu  sans  parler  des 
belles  recherches  de  M.  Poincar^  sur  le  probleme  des  trois  corps.  Nous 
leur  avons  consacre  un  Chapitre. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  nous  avons  fait  connaitre  les  r^sultats  de 
la  grande  enquete  faite  par  Le  Verrier,  continu^e  par  M.  Newcomb, 
pour  confronter  la  loi  de  Newton  avec  I'ensemble  des  observations  des 
planetes  :  tout  marche  avec  un  accord  admirable,  sauf  une  ou  deux 
petites  difficult^s  dont  nos  successeurs  triompheront  sans  doute. 

On  pent  juger,  par  cet  aper^u  sommaire,  de  I'^tendue  des  progres 
de  la  Science  depuis  Laplace,  et  de  Tutilit^  qu'il  y  avait  a  les  exposer 
dans  un  Ouvrage  special. 
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Qu'il  nous  soit  permis,  en  terminant,  de  presenter  tous  nos  remer- 
ciments  a  M.  O.  Callandreau  et  a  M.  R.  Radau,  qui  ont  bien  voulu 
nous  preter  encore  le  concours  de  leurs  conseils;  il  nous  a  ^t^  tres 
pr^cieux. 

Je  remplis  enfin  un  devoir  agr^able  en  remerciant  MM.  Gauthier- 
Villars  des  soins  minutieux  qu'ils  n'ont  cess^  d'apporter  dans  I'impres- 
sion  de  cet  Ouvrage  qui  leur  fera  honneur. 


F.    TiSSERAND. 


Paris,  Janvier  1896. 
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2  CHAPITRE    I. 

1^  Par  le  renflement  equatorial  de  la  planete,  qui  fait  que  son  attraction  ne  se 
compose  pas  seulement  du  terme  en  -7^; 

3**  Par  les  attractions  des  trois  autres  satellites. 

Avant  d'aborder  la  theorie,  il  est  bon  de  donner  quelques  indications  gene- 
rales  sur  les  mouvements  des  satellites.  lis  se  meuvent  a  peu  pres  dans  le  plan 
de  Tequateur  de  Jupiter.  Les  excentricites  sont  insensiblespour  les  satellites  I 
et  II  (les  plus  Voisins  de  la*  planete),  de  0,001  et  de  0,007  V^^^  ^^^  ^t  IV.  Les 
moyens  mouvements  diurnes  sideraux  ont  pour  valeurs 

n  ■=  203^,48895528,       /I'zz:  101^,874  72896, 

n'z=   5o°,3i7  6o8  83,         n"'—   2i%57i  071  33. 

On  en  conclut 

//  —  2  n'  =  o",  789  507  36, 
n'  —  2n"  =1  o*»,  789  507  3o. 

On  voit  done  que  le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  a  fort  peu 
pres  le  double  de  celui  du  second,  lequel  est  de  meme  sensiblement  le  double 
de  celui  du  troisieme.  Mais  ce  qui  frappe  le  plus,  c'est  Tegalite  presque  absolue 
des  differences  n  —  in'  et  ri  —  2w",  de  sorte  que  la  relation 

n  —  3  ^'  -t-  2  /i'  =  o 

est  verifiee  presque  rigoureusement.  Ce  sont  ces  relations  de  commensurabilite 
qui  font  tout  I'interet  et  toute  la  difficulte  du  probleme;  bien  que  les  masses  des 
satellites  soient  tres  faibles  vis-a-vis  de  celle  de  Jupiter,  les  perturbations  sont 
neanmoins  considerables.  Voici  les  rapports  des  masses  a  celle  de  Jupiter  : 

m  =:  0,000  017 ;    ni'  =  0,000  028 ;    m"  =:  0,000  088 ;    m"'  1=  0,000  042. 

Les  coefficients  des  plus  grandes  inegalites  periodiques  des  longitudes  jovi- 
centriques  des  satellites  atteignent  cependant  26',  62',  8'  et  5o'. 

Voici  enfin  les  distances  moyennes  des  satellites  a  la  planete,  exprimees  en 
rayons  de  son  equateur  : 

5,98;     9,44;     i5,o6;     26,49. 

Le  quatrieme  satellite  a  une  theorie  a  part,  analogue  a  celle  de  la  Lune,  pre- 
sentant  en  miniature  toutes  les  inegalites  de  notre  satellite;  les  trois  premiers 
forment  un  groupe  dans  lequel  ils  sont  etroitement  unis  par  les  relations  de 
commensurabilite  approchee. 

Ces  satellites  presentent  aux  observateurs  les  phenomenes  les  plus  varies.  A 
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chacunede  leurs  revolutions,  les  irois  premiers  s'eclipsenten  disparaissant  dans 
le  cone  d'ombre  de  Jupiter,  ou  bien  ils  sont  caches  parle  disque  meme  de  la 
planete.  D'autres  fois,  ils  passent  sur  ce  disque  qui  pent  aussi  etre  traverse  par 
leurs  ombres.  C'est  I'observation  de  ces  eclipses  qui  a  conduit  Roemer  a  la  pre- 
miere determination  de  la  vitesse  de  la  lumiere;  e'est  elle  encore  qui  a  permis 
aux  geographes  de  faire  les  premieres  mesures  un  peu  exactes  des  longitudes 
terreslres,  et,  en  particulier,  de  poser  sous  Louis  XIV  les  bases  de  la  premiere 
Carle  officielle  de  la  France.  On  comprend  done  I'interet  qui  s'attache  a  une 
theorie  precise  des  satellites  de  Jupiter. 

Nous  allons  exposer  la  theorie  en  prenant  pour  base  la  methode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires,  comme  Ta  fait  M.  SomWsiVi  (Memoirs  of  the  Royal 
Astronomical  Society,  t.  XLV),  enlui  apportanl  quelques  modifications.  Au  fond, 
cette  methode  est  adoptee  par  Laplace,  a  partir  du  troisieme  ChapitreduTome  IV 
de  la  Mecanique  celeste;  nous  croyons  preferable  de  I'employer  des  le  debut. 

2.  ]6quations  diff^rentielles  des  mouvements  des  satellites.  —  Soient 


m,  X,  y,  z,  r=  sjx''  4-  7-  -r  5^ 


^t 


m  ,  X  ^  y  ^  z  ,  r  , 

m\  x\  y\  z\  r\ 


in       m      _  //» 


m  ,  X  ,y  ,  z  ,  r  , 

les  masses  et  les  coordonnees  rectangulaires  des  quatre  satellites  et  du  Soleil; 
ces  coordonnees  sont  rapportees  a  des  axes  rectangulaires  qui  se  coupent  au 
centre  de  gravite  de  Jupiter,  le  plan  des  xy  etant  celui  de  I'orbite  de  Jupiter  a 
une  epoque  donnee,  i85o,o  par  exemple.  Designons,  en  outre,  par  m©  la  masse 
de  Jupiter,  et  par/ la  constante  de  ['attraction  universelle.  Les  equations  diffe- 
rentielles  du  mouvement  du  premier  satellite  seront 

—  +/(,„,  +  , n)-,  =  .j^^, 

oiiR  represente  la  fonctionperlurbatrice;  elle  est  la  somme  de  plusieursautres, 
^o.M  ^o.2»  ^0.3  correspondent  aux  satellites  II,  III  et  IV;  ^  au  Soleil,  et^,  a 
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raplatissement  de  Jupiter.  On  a,  comme  on  salt, 


^^A—fm 


.r.r' 

4- 

yy' 

-+- 

r'^ 

.rj:, 

4- 

yy\ 

-H 

L'expression  de  ^4  resultedelaformule  (43)  (t.  II,  p.  2io);elle  suppose  que 
la  planete  est  de  revolution ;  b  est  le  rayon  equatorial,  d  la  declinaison  du  satel- 
lite au-dessus  de  Tequateur  de  Jupiter,  et  J  la  constante 

J  11=  X X,, 

2 

X  designant  Taplatissement  de  la  surface  de  la  planete,  et  x^  le  rapport  de  la 
force  centrifuge  a  I'attraction  pour  un  point  de  I'equateur.  Nous  prendrons 
desormais  b  pour  unite  de  longueur.  La  fonction  des  forces  correspondant  a 
Fattraction  complete  de  Jupiter  sera 

/• 

Si  Ton  neglige  la  fonction  perturbatrice  R,  les  equations  (i)  deviennent  celles 
du  mouvement  elliptique.  Vu  la  petitesse  des  excentricites,  on  peut  prendre 

'  /• 

-  =  I  —  ecos(/  —  cj), 
a 

(2)  ^  V  :=  /4- 2csin(/— CJ), 

/    =:p4-£,  p=:jndlf 

n}a^  z=if{mQ  4-  m ) ; 

-  ^cost'  4-  -9'  sin0sin(/  — 0), 

(3)  }  Z—  sint;—  -<p«cos0sin(/— 0), 

J  =<psin(/  — 0); 

nous  remplacerons  meme  souvent  m^-\-m  par  m^. 

a,  e,  (p,  0,  ^,  /,  £  representent,  suivant  Tusage,  le  demi  grand  axe,  Texcentricite, 
i'inclinaison,  la  longitude  du  noeud  ascendant,  la  longitude  vraie,  la  longitude 


f  at  na*^  au  at  na-o 
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moyenne  ot  la  longitude  moyenne  de  Tepoque.  Lcs  inclinaisons  cp,  (p',  ^  et  ©'* 
sont  pctites. 

Quand  on  voudra  tenir  compte  de  R,  il  faudra  regarder  les  elements  ellip- 
tiques  comme  des  variables  qui  seront  determinees  par  les  equations  (A)  (t.  I, 
p.  169);  on  peut  simplifier  un  peu  ces  equations  et  les  ecrire  ainsi 

/  de  I       (?R  dxs  i      (?R 

dt  na-e  Ots  dt    ~       na}e  de ' 

d^ i_  (m  d^  _  I       (^R 

dt  /ja'9  d^J  dt  na-^s^  do 

dt  2    c^R  c     dV,  o     dR 

____  —  _.. ■    _^.^_^_  ____    I        ■      ^___ 

dt  na  da        2na^  de        2na^  do^ 

da  _    2_  dli  d^9  _       3   dK 

\  dt  "  na  de  ^  dt^   ~       a*   de 

3.  D6veloppement  des  fonctions  perturbatrices.  —  Commengons  par^  et 

developpons  cettc  fonction  suivant  les  puissances  de  —j  quantite  petite  qui, 

meme  pour  le  quatrieme  satellite,  comme  pour  la  Lune,  ne  depasse  pas  ^-.  Le 
meme  calcul  que  nous  avons  fait  a  plusieurs  reprises  dans  le  Tome  III  nous 
donnera  avec  une  precision  suffisante 

On  peut  remplacer//n,  par  wjaj,  en  designant  par /i<  et  a^  le  moyen  mouve- 
ment  et  le  demi  grand  axe  de  Torbite  de  Jupiter.  On  developpe  Si  suivant  les 
puissances  de  e  et  e, ,  de  9  et  de  (f^ . 

Nous  designerons  par  e^^  9,,  trr,  et  0,  Texcentricite,  Tinclinaison,  les  longi- 
tudes du  perihelie  etdu  noeud  de  I'orbite  de  Jupiter  autour  du  Soleil;  il  vient 
Bnalement 

.■R=      /ija'  K  -t-  g  (e'  +  ej)  -f-  7  cos(2/— 2/,)  —  -ecos(/  — oj) 


(6) 


3  3 

■+-  7  t'l  cos(/j— cjj)  •+-  7  ecos(2/,  —  3/-i-cj) 

—  je  C0S(2/,  —  /—  2CJ)  4-  ~  e»C0S(2/,  —  2CJ) 

r     3  3  3 

-h  /ijrt*     —  g  (<P'-H  9?)  4-  ^  <pcp,  C0S((?  —  ^,)  -h  g  (p«  C0S(2/,  —  2  0) 

3  3  '1 

-h  g9JC0S(2/,  —  2(?,)—  7  99iC0S(2/i—  0-  0,)     . 

La  premiere  partie  de  cette  expression  provient  de  la  formule(i5)  (t.  Ill, 
p.  189);  nous  n'avons  garde,  d''ailleurs,  que  les  termes  qui  sont  appelesa  jouer 
un  role  dans  la  question  actuelle.  La  seconde  partie  s'obtient  en  uegligeant  les 
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CHAPITRE  1. 

THtORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  -  EQUATIONS  DIFF^RENTIELLES 

ET  FONCTIONS  PERTURBATRICES. 


1.  Considerations  g6n6rales,  —  Jupiter  possede  cinq  satellites.  Les  quatre 
premiers,  visibles  avec  la  plus  faible  lunette,  ont  ete  decouverts  par  Galilee  les 
7  et  8  Janvier  i6io.  M.  Barnard,  de  Tobservatoire  Lick,  a  trouve  le  cinquieme, 
le  9  septembre  1892;  il  n'y  a  guere  que  trois  instruments  de  tres  grande  puis- 
sance avec  lesquels  on  ait  pu  jusqu'ici  suivre  son  mouvement.  Au  point  de  vue 
de  la  Mecaniquc  celeste,  il  y  a  lieu  de  le  mettre  a  part;  sa  masse  est  trop  faible 
pour  qu'il  exerce  une  influence  sensible  sur  les  quatre  anciens  qui,  de  leur 
cote,  ne  le  troubleront  pas  sensiblemcnt  parce  qu'il  en  est  eloigne,  et  tres 
voisin  de  la  planete,  dont  Tattraction  sera  absolument  preponderantc.  Le  cin- 
quieme satellite  pourra  cependant  eprouver  quelques  derangements  au  sujet  des- 
qucls  nous  renvoyons  le  lecteur  a  deux  Notes  des  Comptes  rendus  (t.  CXVII, 
p.  io24,etCXlX,p.  5).  On  pent  doncconsiderera  part  les  quatre  gros  satellites; 
la  determination  de  leurs  mouvements  constitue  Tun  des  plus  beaux  problemes 
de  la  Mecaniquc  celeste.  Le  mouvement  de  chacun  d'eux  est  incessamment 
devie  de  Tellipse  invariable  de  Kepler  : 

1**  Par  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  dont  Taltraction  n'est  pas  la  meme  que 

sur  la  planete; 
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2°  Par  le  renflement  equatorial  de  la  planete,  qui  fait  que  son  attraction  ne  se 
compose  pas  seulement  du  terme  en  -j; 

3**  Par  les  attractions  des  trois  autres  satellites. 

Avant  d'aborder  la  theorie,  il  est  bon  de  donner  quelques  indications  gene- 
rales  sur  les  mouvements  des  satellites.  lis  se  meuvent  a  peu  pres  dans  le  plan 
de  I'equateur  de  Jupiter.  Les  excentricites  sont  insensibles  pour  les  satellites  I 
et  11  (les  plus  Voisins  de  la  planete),  de  o,ooi  ct  de  0,007  P^tir  III  et  IV.  Les 
moyens  mouvements  diurnes  sideraux  outpour  valeurs 

n  ■=  203^,48895528,         /I'm  101^,37/4  72896, 
/i"—    50^31760833,         /i''=   2i«,57i07i  33. 

On  en  conclut 

//  —  2  n'  =:  o",  789  5o7  36, 
n'  —  2n"  =1  o®,  789  507  3o. 

On  voit  done  que  le  moyen  mouvement  du  premier  satellite  est  a  fort  peu 
pres  le  double  de  celui  du  second,  lequel  est  de  meme  sensiblement  le  double 
de  celui  du  troisieme.  Mais  ce  qui  frappe  le  plus,  c'est  Tegalite  presque  absolue 
des  differences  n  —  in'  et/i'  —  2/1",  de  sorte  que  la  relation 

n  —  3  //'  -t-  2  n'  ■==.  o 

est  verifiee  presque  rigoureusement.  Ce  sont  ces  relations  de  commensurabilite 
qui  font  tout  I'interet  et  toute  la  difficulte  du  probleme;  bien  que  les  masses  des 
satellites  soient  tres  faibles  vis-a-vis  de  celle  de  Jupiter,  les  perturbations  sont 
neanmoins  considerables.  Voici  les  rapports  des  masses  a  celle  de  Jupiter  : 

/?!  in  0,000017;         m'  =  0,000  023;         m'' z=:  0,000  088 ;         m'^  =  0,000042. 

Les  coefficients  des  plus  grandes  inegalites  periodiques  des  longitudes  jovi- 
centriques  des  satellites  atteignent  cependant  26',  62',  8'  et  5o'. 

Voici  enfin  les  distances  moyennes  des  satellites  a  la  planete,  exprimees  en 
rayons  de  son  equateur  : 

5,93;     9,44;     i5,o6;     26,49- 

Le  quatrieme  satellite  a  une  theorie  a  part,  analogue  a  celle  de  la  Lune,  pre- 
sentant  en  miniature  toutes  les  inegalites  de  notre  satellite;  les  trois  premiers 
forment  un  groupe  dans  lequel  ils  sont  etroitement  unis  par  les  relations  de 
commensurabilite  approchee. 

Ces  satellites  presentent  aux  observateurs  les  phenomenes  les  plus  varies.  A 
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chacunc  de  leurs  revolutions,  les  trois  premiers  s*eclipsenten  disparaissant  dans 
le  cone  d'ombre  de  Jupiter,  ou  bien  ils  sont  caches  parle  disque  meme  de  la 
planete.  D'autres  fois,  ils  passent  sur  ce  disque  qui  peut  aussi  etre  traverse  par 
leurs  ombres.  C'est  I'observation  de  ces  eclipses  qui  a  conduit  Roemer  a  la  pre- 
miere determination  de  la  Vitesse  de  la  lumiere;  c'est  elle  encore  qui  a  permis 
aux  geographes  de  faire  les  premieres  mesures  un  peu  exactes  des  longitudes 
terrestres,  et,  en  particulier,  de  poser  sous  Louis  XIV  les  bases  de  la  premiere 
Carle  ofBcielle  de  la  France.  On  comprend  done  I'interet  qui  s'attache  a  une 
theorie  precise  des  satellites  de  Jupiter. 

Nous  aliens  exposer  la  theorie  en  prenant  pour  base  la  methode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitral  res,  comme  I'a  fait  M.  Somlhvi  (Memoirs  of  the  Royal 
Astronomical  Society,  t.  XLV),  enlui  apportant  quelques  modifications.  Au  fond, 
cette  methode  est  adoptee  par  Laplace,  a  partir  du  troisieme  ChapitreduTomelV 
de  la  Mecanique  celeste;  nous  croyons  preferable  de  Temployer  des  Ic  debut. 

2.  liquations  diffdrentielles  des  mouvements  des  satellites.  —  Soient 


m,  X,  y,  z,  r=  \/x'  4-  y''^  -h  5^, 


m  ,x  ,y  ,  z\r  , 

m\  x\  y\  z\  f\ 
in^x^y^Zjr, 

^\ »  •^i ♦  J'l »  ^« ♦  ^1 

les  masses  et  les  coordonnees  rectangulaires  des  quatre  satellites  et  du  Soleil; 
ces  coordonnees  sont  rapportees  a  des  axes  rectangulaires  qui  se  coupent  au 
centre  de  gravite  de  Jupiter,  le  plan  des  xy  etant  celui  de  Torbite  de  Jupiter  a 
une  epoque  donnee,  i85o,o  par  exemple.  Designons,  en  outre,  par /Wo  la  masse 
de  Jupiter,  et  par/ la  constante  de  I'attraction  universelle.  Les  equations  diffe- 
rentielles  du  mouvement  du  premier  satellite  seronl 


/ 


oiiR  represente  la  fonction  perturbatrice ;  elle  est  la  somme  de  plusieursautres, 

R  —  ,!Ro,i  4-  ^0,1  -H  ^0,8  4-  c^  4-  ^, ; 

^o.n  ^o,2»  ^0.3  correspondent  aux  satellites  11,  III  et  IV;  ^  au  Soleil,  et^^  a 
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raplatissement  de  Jupiter.  On  a,  comme  on  sait, 


^           I-    i  Y                               I                                      .t.t' -h  yy' -\- zz'l 
,^     — /m,       , — ^^ 1 

Lv/(^i-^)'+(7i-j)'-+-(-i-5)'  '•?         J 

L'expression  de,R,  resulte  dela  formule  (43)  (t.  II,  p.  210);  elle  suppose  que 
la  planete  est  de  revolution ;  b  est  le  rayon  equatorial,  d  la  declinaison  du  satel- 
lite au-dessus  de  Tequateur  de  Jupiter,  et  J  la  constante 

J  zz:  X X., 

2 

X  designant  Taplatissement  de  la  surface  de  la  planete,  et  x,  le  rapport  de  la 
force  centrifuge  a  I'attraction  pour  un  point  de  Tequateur.  Nous  prendrons 
desormais  b  pour  unite  de  longueur.  La  fonction  des  forces  correspondant  a 
I'attraction  complete  de  Jupiter  sera 

Si  Ton  neglige  la  fonction  perturbatrice  R,  les  equations  (i)  deviennent  celles 
du  mouvement  elliptique.  Vu  lapetitesse  des  excentricites,  on  pent  prendre 

/  /• 

-  =  I  —  ecos(/— -  gt), 
a 

(2)  '  ^  z= /-+- 2esin(/— cj), 

—  =  cosi^  H — 9'  sin0sin(/  —  6), 
r  2  ^ 

(3)  /  ^=  sint^—  i(p*cos0sin(/— 0), 

j^  =i(psin(/  — 0); 

nous  remplacerons  meme  souvent  m^  -^  m  par  m^. 

a,  e,  (p,  0,  s^9  /,  £  representent,  suivant  I'usage,  le  demi  grand  axe,  Texcentricite, 
rinclinaison,  la  longitude  du  noeud  ascendant,  la  longitude  vraie,  la  longitude 
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moyenne  et  la  longitude  moyenne  de  Tepoque.  Les  inclinaisons  (p,  9',  9"  et  9" 
sont  petites. 

Quand  on  voudra  tenir  compte  de  R,  il  faudra  regarder  les  elements  ellip- 
tiques  comme  des  variables  qui  seront  determinees  par  les  equations  (A)  (t.  I, 
p.  169);  on  pent  simplifier  un  peu  ces  equations  et  les  ecrire  ainsi 


/  de  I       (?R  t/cj  I      £?R 


cit  na}e  dfs  dt  na}e  de 

e/9  _  I      aR  d^  _  I      aR 


dt  na}o  dd  dt  na-o  do 

(4)  { 

'  de  2    dR  e      OR  o     dR 

dt  na  da       2/ia*  de        ina^  d^ 

da_^dR  d^p  _       3   dR 

\  dt        na  dt^         dt*  a*   de 

3.  D6veloppement  des  fonctions  perturbatrices.  —  CommenQons  paraet 

developpons  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  —j  quantite  petite  qui, 

meme  pour  le  quatrieme  satellite,  comme  pour  la  Lune,  ne  depasse  pas  ^.  Le 
meme  calcul  que  nous  avons  fait  a  plusieurs  reprises  dans  le  Tome  III  nous 
donnera  avec  une  precision  suffisante 

On  pent  remplacer//w,  par  n]a%  en  designant  par  n^  et  a,  le  moyen  mouve- 
mentet  le  demi  grand  axe  de  I'orbite  de  Jupiter.  On  developpe  a  suivant  les 
puissances  de  a  et  e, ,  de  9  et  de  (p, . 

Nous  designerons  par  e^^  (p,,  cr,  et  0,  Texcentricite,  Tinclinaison,  les  longi- 
tudes du  perihelie  etdu  noeud  de  I'orbite  de  Jupiter  autour  du  Soleil;  il  vient 
finalement 

j  A=      «Ja'     7  +  g  (e'+ef)  -f-  7  cos(a/—  2/,)  —  -ecos(/  — ro) 


(6) 


3  3 
-+-  7  e,  cos(/,  — GJi)  -+-  7  ecos(2/,  —  3/-i-gj) 

4  4 

—  7  eC0S(2/,  — /— 2GJ)   4-  ~  e«C0S(2/,  --  2Gj) 

[33  3 

—  g  (?*-H  ?i)  -+-  ^  ??i  C0S(9  —  ^i)  -+- g  9*  C0S(2/i—  20) 

33-1 

-h  g  (pj  C0S(2/,  —  2^1)  —  -  99,  C0S(2/,—  0  -  0,)     . 

La  premiere  partie  de  cette  expression  provient  de  la  formule(i5)  (t.  Ill, 
p.  189);  nous  n'avons  garde,  d*^ailleurs,  que  les  termes  qui  sont  appelesa  jouer 
un  role  dans  la  question  actuelle.  La  seconde  partie  s'obtient  en  uegligeant  les 
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excentricites  dans  la  formule  (5),  et  tenant  compte  des  inclinaisons  par  les 
expressions  (3)dea:,  j,  z  et  les  expressions  analogues  de  a:,,  y^  et^^jcequi 
donne  (t.  I,  p.  3i5) 

^"^^yiL^Jh^cosil-l,)-'  (p«sin(/-0)sin(/,-0) 

cpj  sin(/  —  0i)  sin(/i  —  9i)  4-  991  sin(/—  ^)sin(/i  —  ^1); 

en  elevant  au  carre,  portant  dans  ^,  et  conservant  les  termes  de  la  forme 
vouliie,  on  trouve  bien  la  seconde  ligne  de  Texpression  (6). 

Passons  maintenant  au  developpement  de  a,.  L*orbile  du  satellite  et  I'equa- 
teur  de  Jupiter  font  des  angles  petits  avec  le  plan  fixe  des  ocy.  On  en  conclut  que 
Ton  pent  prendre 

s  designant  la  latitude  du  satellite  au-dessus  du  plan  fixe,  et  s^  celle  du  point  de 
Fequateur  ayant  la  meme  longitude  que  le  satellite,  relativement  au  meme  plan 
fixe.  Or  on  a,  en  negligeant  Texcentricite, 

s  =  (psin(/—  0), 
5,  =  ci)Sin[/  —  (i8oo— 4^)]  —  —  ci)sin(/-+-4'), 

en  designant  par  180**—  4*  et  o)  la  longitude  du  ncBud  ascendant  de  I'equateur 
de  Jupiter  sur  le  plan  fixe,  el  son  inclinaison  sur  ce  plan.  II  vient  done 

d  =  cp  sin(/— 0) -hci)  sin(/-t- 4^), 


on  a  d'ailleurs 


^.=  ^_^[(psin(/-0)4-cosin(/-i-^)P; 


r  II 

—  =  I  —    ecos(/ — cy)H — e^ e*  cos (2/— 2©), 

a  22 


d'oii 

—  =  I  -h  3ecos(/—  cj)  H —  e*-i-  -  e*cos(2/—  2cy), 


,.3 


et  il  en  resulte,  en  remplacant//7io  par /i^a', 

c'R.  =  J/^'     ^  -h  ecos(/-—  ct)  -h  -  e'-h  -  e*cos(2/—  its) 9' w' 

L3  '22  ^  2^2 

(7)  {  -h  -  <p*C0S(2/—  2  0)  4--  6)'C0S(2/4-  2^) 

—  (pwC0S(^  4-  0)  -|-9WC0S(2/—  0-1-  4')     • 

II  reste  enfin  a  passer  au  developpement  de  ^©j- 

Les  formules  (37)  et  (4i )  du  Tome  I,  p.  309  et  3io,  donnent,  en  changeant 
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X  et  o)  en  /  et  cr,  ce  qui  peut  se  faire  a  cause  de  la  petitesse  des  inclinaisons  mu- 
tuelles  des  orbites  des  satellites, 


fm 


H Tz  ecos(/'~  GJ) 7^  e  C0S(2/ —  /'— ct) 


2 


e'  -h  e'* 


4 


(A7^4-a;«^) 


(8) 


-^(4A^^)4-A'i*0^COS(2r-/-cy)-+-  ^/^3A^»^4-AV^  — ^-^^^'€08(2/'-/-©') 


7(22A<*)-+-7A^,*^-+-A<,*^)e*COS(4/'— 2/-2CJ) 


4-  -  (A(»)  -  Ai»'  -  AVO  ^^'  cos(Gy  -  cr') 

—  -  (21  A^5)  4-  7 At,^'  -+-  A^,'')^^'  cos(4/'  -  2/-  w -  cj') 

H-  ^  (i9A(»)  4-  7  A^i*)  4-  A^/')^'*  cos(4/'-  2 /—  2cy') 

Dans  Ics  signes  "^j  t  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives  et  ne- 
gatives, excepte  zero.  Toutefois,  dans  le  second  2,  i  ne  doit  pas  recevoir  la 
valeur  4-  2,  car  le  terme  correspondant  a  ete  ecrit  plus  loin  explicitement,  en 


raison  du  role  important  qu'il  est  appele  a  jouer.  Dans  les  termes  du  second 
ordre,  relativement  a  e,  e'  et  y],  nous  n'avons  conserve  que  les  termes  seculaires 
en  c^,  e'*,ee' cos(cT  —  cj'),  y]^,  et  les  termes  en  [\t  —  2/,  qui  donneront  nais- 
sance  a  des  inegalites  a  tongues  periodes,  en  raison  de  la  petitesse  de  la  quan- 
tity 

(\n!  —  2/1  =  2(2/1'  —  /i). 

Les  deux  dernieres  formules  (4)  du  Tome  I,  p.  293,  donnent 

2Tn  sinT'  =  <p  sin0  —  9'  sin^', 

2Y)cost'  ~  cpcos^  —  cp'cos^'; 
on  en  tire  aisement 

4y)'  =  9' 4-  <p'*—  2(p9'cos(0—  0'), 
4in*  sin2T'=:cp*  sin20  4-  9"  sin20'—  299'  sin(0  4-  0'), 
4Tn*C0S2T'  =  9*COS2  0  4-  <p"cos2  0'— 2<p(p'cos(0  4-  0'), 

4Y)«C0S(4r— 2/—  2T')  =  (p«C0S(4/'— 2/  — 2^)  4- f'*  C0S(4/'—  2  /  —  2  ^') 

-2(p9'C0S(4^'— 2/— 0  —  0'). 


V.    •v 


'stiu^mi 


'« 


*  1  ■^■*  S"  ' 


r% 


i  -.! 


f-S 


»         • 


-      i.  %  -   —    5  


>  •:"'■» 


X    M 


^yi 


-       _    -^  J.   •      ^^     •     


—  r  fc  '    ^  —  ^ '    —  T  B  '  e^-  •»»  ^^  — 


* 
* 

^ 

I 

T 
* 

4 

2            <li- 

^««    \l  —  si—  2¥? 


«-  C4>5'4/—  2/  — 


i  «■  *^Os   4^  ^il  —  2sy' 


—  ;  B  '    :  S^-^  :^  »—  iSC.   €i».:5  ~ 


->  4b»  :s--r/>*  i/-  ti-2'j 

n  - 

-•1^*<^/i'4/  —  2/—  2  7      —  2SS'C0S'4^—  i/-  5—  7-1. 


Noon  r^iripbci^ron$y!7/  p^r  /ar^<i*  -  -?  et  noas  ecrirons  simplement  m  au  lieu 


If  V  iVinn  d'introdaire  qadqaed  noUitioos  poor  simplifier:  posoDs 


\ 


Ja 


5  /*' 


-'>  -:;r^        t'^^^J^' 


'i/^ 


4 


I 


-  m'naB  '  • 

4 


;0-l|  :=  7  /w'/MlB'*'. 
4 


Off  remarqoera  que  ces  quantites  ^'o;,  [oj,  ...  sont  du  degre  zero  relalive- 
rnentaux  \onfcueurs  a,  a\  H  du  degre  i  relativement  aux  moyens  mouvements. 
Le  »en»  de»  notations  ("0,2;,  ^'o^;*  [^t^J,  [o,3]  resulte  clairement  des  for- 
mulen  Oo;. 
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Si  maintenaiit  on  reunit  les  expressions  (6),  (7)  et  (9)  des  fonctions  pertur- 
batrices,  on  trouvera,  en  groupant  convenablement  les  termes,  que  la  fonction 
perturbatrice  totale,  pour  le  premier  satellite,  est  egale  a 

(!i)  RiriRo-^  R,-+-...4-Re; 

Ro  =rz  m'n*-a^  |      i  ^  A^')  cos(ir-  il)  -  ^,  cos(/'-  /) 


(.3) 


3 
-h  jn\a^[cos{'it—  2/i)-l-  ecos(2/,  —  3 /-her)  —  3ecos(2/,  —  /  — w)] 

4-  (  Jn' n\a}\  ecos(/  —  w); 

R,  ^       1  ,ia»{(o)  ^  [o]  -f-  (0,1)  +  (0,2)  +  (o,3)j^« 

—  /ia'j[o,i]ee'cos(GT  —  Gj')  -+-  [o,2]ee''cos(Gj  —  cj')  -+-  [0,3]^^*^  cos(w  —  gt'')J ; 

(1/4)     Rj  =  -/««*|[o]  (ej  —  9J)  —  (o)ci)*-i-  2[o]ei  cos(/,  —  cTi)  -h  5[o]e'cos(2/,  ~2w)j; 

(  22A<*'-h  7«      .—    -h   -«    — J— T")  e*C0S(4/  —  2/— 2GJ) 

R.  :=  y  m'  n-a}  <   —  2    21  A*'' 4- 7  a—. h  -a-     .   ,       cre'cos(4  "— 2/  — cj  — w  ) 

4  1  \  ^       da  2        oa^  J  ' 

I  (?A<*J        I      (^'A^*>\  \ 

-h     (i9A<»^-f-7a-j^  ■4--a*-^^je'*C0S(4/'-2/-2Gj');     ) 

Rj— /ja*j(o)  4-  [o]  -4- (0,1) -+-(0,2)  -h  (o,3)J9* 

^^^^  ^  4-/ia'[(o,i)(p(p'cos(0— 0')-»-(o,2)9(p'cos(^  — 9'')-4-(o,3)99''cos(0  — 6'^)] 

—  /ia*(o)cpci)cos(0-h  4*)  -^  '^^'[o]??!  cos(0  —  6'i); 

Rg  3z      -/ia'jo,i}  [9*  cos(4/'~  2/—  2&)  —  29cp'cos(4/'—  2/  —  ^  —  0')] 
(16)  <  -f-  -/ia*[o]  [9*  cos (2/,  —  2  0)  —  2991  cos(2/|  -—  0  —  ^i)] 


2 

-/ia*(o)  [9'C0S(2/—  2  0)  -h  2  9Ci)C0S(2/—  0  -h  ^J^)]. 


II  faut  entendre  que  I'expression  de  Ro  doit  etre  etendue  aux  conibinaisons  du 

premier  satellite  avec  le  deuxieme  et  le  troisieme ;  il  y  a  done  deux  parties  ayant 
T.  -  IV.  ^  1 


)) 
)) 

)> 
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pour  coefficients 

qui  n'ont  pas  ete  ecrites. 

La  fonction  R^  donnera  les  inegalites  a  courtes  periodcs  des  rayons  vecteurs 

et  des  longitudes,  et  une  inegalite  solaire  {la  va- 
riation ) ; 

R,        »        les  inegalites  a  longues  periodes ;  - 

R,        »        les  complements  apportes  par  M.  Souillart  aux  inega- 
lites precedentes; 

Ra        »        les  inegalites  seculaires  des  excentricites  et  des  peri- 

joves; 

R^        »        les  inegalites  seculaires  des  nocuds  et  des  inclinaisons ; 

R3        »        Tacceleration  seculaire  et  deux  inegalites  solairesim- 

portantes  (^l' equation  annuelle  et  I'evection); 
»  Re        »        les  inegalites  periodiques  des  latitudes. 

4.  II  faut  montrer  maintenant  comment  on  passera  de  la  fonction  perturba- 
trice  R  du  premier  satellite  a  celles,  R',  R"  et  R*'  des  trois  autres.  On  aura  a  in- 
troduire  lesquantites 

(0>  (2),  (3);     [i],  [2],  [3];     (1,0),  (1,2),  (i,3);     [1,0],  [1,2],  [i,3];  ji,oj,   ..., 

qui  sont  suffisamment  definies  par  les  formules  (10).  On  voit  immediatement 
que  Ton  aura  les  relations 

(17)    m\Ja(o,i)z=zm'\J a' {1^0)^     /wv/a[o,i]  = /n'v/a^[i,o],     /wy/a|o,ij  = /n'v^}i,oj,      

Les  expressions  de  Ra,  R,,  R5  et  R.  seront  etendues  immediatement  a  R^,  . . ., 

Rn  pw 

«  ,    •   •   •  f    JIa  >    •  •   •  • 

Mais  il  nous  faut  entrer  dans  quelques  details  au  sujet  de  R|  et  de  R4  qui 
donnentles  inegalites  a  longues  periodes. 

En  se  rapportant  aux  formules  (37)  a  (40^^  Tome  I,  p.  809  et  3io,  on  verra 
que  R',  se  compose  de  deux  parties  : 

La  premiere  provenant  du  satellite  I,  et  contenant  2/'—  /; 

La  seconde  provenant  du  satellite  III,  et  contenant  2/"  —  /'. 

On  trouvera  sans  peine 

R;  =i      mn'^a'A^Ul^k^^)-\-a^^\eco^{il'-t--xs) 


n'*a'*  {-  ^  (^4A''"+  rt'  ^^^  e'  005(2/"—  /'-  w') 
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R';  ::^ni'n''a"^\-  l^U\ni)^  a' ^^^-j-\  e' cos (^ 


2  V  da 


^,)e"cos(2r-/'-cj^)l 


Les  fonctions  A'^'^  et  A'^^^  sont  definies  par  I'equation 

-4-90 

(i8)  '  --y  ^'^'^  cos(£r-  ii'). 

s/a'^-^a'*-2a'a''cos{r—l')       ^  ^^ 

Cela  fait,  nous  poserons 

a«  a*  da    ' 

('9)  { 

d^  a^  da 

On  en  tire  aisement 

\  da  a*  )       a!  aa*  a  «*  a        a 

—  a'    3A'<"  +  a'— j-j -^vj-     —  —  G'-4-  ^^^ — r-»5 —  —  —  G'-i- jz ^  =  —  G'; 

\  aa  a'*  J       a"  a  a^  a'  /i"         a'        a 

_  «"   Kl 


Nous  avons  pu,   dans  ces  termes  relativemenl  pen  importants,  supposer 


n  ==  2/i',  n'=  in'\ 
II  viendra  ainsi 


/  R,  -  -  \rn'n}  a»  Tf  e  cos(2/' —  /  —  gj)  -+-  ^  G  e'  008(2/'—/-©')], 

R;=—  ^m  n'^a'-  Fg  e' cos(2/' —  /  -  ©')  -4-  -  F  ^  cos(2/'  — /— cj  )1 

(20)  \  ^  ,  ^, 

-  ^m''/^'^a'»^F'e' 008(2/"— /'—©')  -4-  ^1  G'e' 008(2/"— /'- cj')l, 

Rl^:— im'n'*a'«rG'e''co8(2/''      /'-©") -h  ^F'e' cos(a/^- /'-gj')]. 

Si  Ton  pose  pour  un  moment 


a  a'  , 

a'  a" 
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les  formules  (19)  donneront  {voir  t.  I,  p.  288), 

aa  (XT  ctoL 

aa  a  *  dx 

Or  on  a 


a'*  a'«     ~"  n^n'* 


ce  qui  se  reduit  sensiblement  a  i,  a  cause  dcs  relations  approehees 


/I  _  -  >  n  z^  in  . 


a  diflere  done  peu  de  a',  et,  par  suite,  les  differences  F'  —  F  et  G'  —  G  sont  tres 
petites,  de  sorte  que  Ton  pourra  prendre  souvent 

(21)  F=F,        G'=:G. 

Passons  maintenant  aux  fonctions  Rj,  R'^  et  R'^.  Nous  ferons 


(22) 


-m„(^2iaA(3;4-7«^    -^--+-«»      __ j  =  ^,,., 

-mn'    2irt'A^'^  4-  na  a—z h  -  a' a^     ^  .       =  6>i,o; 

2  \  ^  da  1  ua^    ] 

1  /  ^A'<*J        I 
-/w'/i'(22rt'A'<*)-h7a'*    ^f;       -+.-a'3 

2  \  '  da  2 


—  a, 


TT"  /  —  ^i,i> 


(23) 


-m''„(^2,a'A'(3)-4-7«-    -^M^  "^  2  ^        "j^  j  =  ^^'^ 
;  2  \  '  da  2  da'*   / 


On  aura 


(24)  mv/rt^o,!  = '^^'y/^'^i.of         m'sja' bi^iz=:  ni''\Ja'' bi^x* 
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i3 


La  quantite  A''*'  est  definie  par  la  relation  (i8);  on  trouvera  ensuite  aisement 


(25) 


na 


—  2^0,1  ee'  cos{!^l'  —  2/—  cj  —  gj')  H ^^ai^oe'^ cos{!^l'  —  2/—  2©'), 


m 


\Ja 


—  R' 


n  a 


«i,o^'*cos(4/'—  2/—  2cy') 


v/« 


—  2^1,0^^' cos  (4/'—  2/  — GJ  — CJ')  H ^  ao,i^*cos(4^ 


—  il'  —  im) 


m^K/a" 


—  2^,,,e'e"cos(4/'— 2/'— cj'— w")H ^aj,ie''*cos(4/ 


—  2/^—2  CJ"), 


.R;=z:        a,,je'«COS(4r-2/'-2Cj'') 

-  26,,,  e'e' cos(4/'- 2/'-Gj'- w'')  4- ^^^  «,,,  e'*  cos(^ 
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CHAPITRE  II. 

THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  —  IN^GALITfiS  PRINCIPALES 
DES  LONGITUDES  ET  DES  RAYONS  VECTEURS. 


5.  Calcnl  de  la  variation.  —  Nous  allons  calculer  les  perfurbatians  qui 
emanent  de  Rg;  considerons  d'abord  la  portion 

(1)  Re— |«Ja'tcos(a/  — 2/,)-i-ecos(a/, -3/+Bj)-3ecos(2/|  — /-BJ)]. 

Nous  appliquerons  les  equations  (/|)  du  Cbapitrc  I,  cl  nous  trouverons  sans 
peine 

^  ^  1^  [  si  n  ( 2 /,  -  3  / -+- ro )  4- 3  si  n  ( a /,  -  /  -  ra )] , 

e^-^[cos(2/, -3/  +  n!)-3cos(a;. -/-HI)]; 

en  faisanl  le  cbangement  dc  variables 

esinra  —  A,        ecosra  —  /-, 
que  nous  emploierons  tres  souvcnt,  il  vicnt 
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Dcs  quadratures  donnent  immediatement  les  perturbations  8«,  8p,  Se,  Bh  et 
8^,  causees  par  la  fonclion  perturbatrice  (i).  On  trouve  aisement 

3  /i '  Q  /I ' 

3a  ^      — -acos(2/—  2/i),        dp  —  —^ ? — -sin (a/  —  2/,), 

'.in{n  —  fly)  *  8  (/I  — /ij)- 

3c  — ; ' sin  ( 2  /  -  -  'ji  /. )  ; 

^ .  _       3/iJ  rsin(3/-— 2/,)       3  sin(/— 2/1)1 
4'i   L     3/^—  2/4,  n  —  2/<,        P 

^,    _       3/iJ  rcos(3/— 2/,)       3  cos(/— 2/,)1 
4  /?  L     ^ ''  —  2 ''  1  '*  —  2  '^  1       J 

II  suffit  de  porter  ces  expressions  dans  les  formules  (2)  du  Chapitre  I,  ou 
mieux  dans  celles-ci,  qui  s'en  deduisent, 

(  drz^Sa  —  a(6h  sin  I -h  $k  cos /), 

(2)  J 

(  3r  z=  (5p  4- 0£ -4- 2((5A:sin/— (JA  cos/). 

On  trouve  ainsi 

—  =     — 7 ' ^  -  7—7^ T  —  >—r—^ ^     C0S(2/--2/,  , 

^^~\ 7 ;  —  Q,         — r, To :  H — ^— ' r     sin(2/—  2/,). 

On  pent  developper  les  coefficients  suivant  les  puissances  de  la  quantite  — > 
qui  est  egale  a  -7^-  pour  le  satellite  I  et  a  -r-  pour  le  satellite  IV. 
On  trouve  ainsi,  en  ne  conservant  que  les  termes  en  (--]  y 

(3)  —  r^ i  cos(2/—  2/,),        or  =^H-  -^ — J  sin (2/  —  2/,). 

a  n^  .8/1* 

C'est  Tinegalitc  qui,  dans  la  theorie  de  la  Lune,  a  reQu  le  nom  de  variation, 
et  les  coefficients  de  cos(2/— 2/,)  et  de  sin(2/— 2/,)  sont  les  parties  princi- 
pales  des  coefficients  correspondants  de  la  theorie  de  la  Lune. 

6.  In6galit6s  k  courtes  p6riodes,  —  Considerons  maintenant  le  reste  de 
I'expression  de  R„  [formule  (12)  du  Chapitre  I 

Ro  nr  m' n* a' U  2  A('>  cos (£/'-£/)-  i^^  Ub(^)  cos [//'-(/- i)/- bj] 

(4)      {  7^C0S(/'—  /)  H 7:;eC0S(/'--Bj) 7:eC0S(2/—  /'— w) 

'      \  a'*        ^  '        2  a'-  2  a'*  ^  ^ 

-h  n^a}(  -  —  _  -i m'a^—^ —     ecos(/— w), 

Xa-        2  n^         2  Oct    / 
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oil  nous  avons  pose,  pour  abreger, 

(5)  Db(^)=2iA(')H-(7-^-. 

aa 

Nous  avons  mis  en  evidence  le  terme 

1  I  dA^^^ 

ni' n^ a^\!\>^^^ e  cos(  I  —  rs)  ~ m'n^a''  — r — ecos(/—  gt), 

2  2  oa 

(le  faQon  que  i  =  o  soil  excepte  des  deux  signes  V.  En  operant  corome  prece- 

demment,  prenant  les  seuls  termes  periodiques  et  dirigeant  le  calcul  de  faQon  a 
negliger  I'excentricite  e  dans  le  resultal  final,  on  trouve 


d 
dt 


^±^^l,n'n^a\^iA^'^     sin(iT  -  lY)  -  ^sin(r- /)!, 
'/la'f^^iAfO     sin  (iT-i7)-^  sin  (/'-/)], 


da 
dt 


dt                  ,         f^     <^A^'^        ,  .,,       ...        ia        ..,       ,.1 
-J-  =—     m'na      X^  "3 — cos(i/'—  ii) ^cos(/  —  /)    ; 

pour  former  -j-^  qui  donne  ^)  on  n'a  pas  fait  varier  a  dans  le  coefficient  n^a^  de 

la  formule  (4)»  car  ce  coefficient  a  ete  mis  a  la  place  de/zw©;  on  a  ensuite  (t.  I, 
p.  17O' 

^^;;,^,aj^i2'^yOcos[/T-(/-,)/]+^^cos/'-i^,cos(2/-/') 


a*       in*       2  aa 


1  cos  /, 


^=m'/jar-+-iy'iil>(Osin[/r- (I- !)/]-<  ^  ^sin/'-4--^  ^i  sin(2/- /')! 
dt  [2  Jm^  *•  '  -^       1  a'^  2  a''  J 

—  n(  —i ^ m  a-  —^ —  )  sm/. 

\a*       2/1*       2  aa   / 

On  en  conclut,  par  des  quadratures  faciles, 

—  ^m'\        V— iL_aA(')cos(£7'-  i7) ^^cos(r-/)l, 

a  L        ^^  n  —  n'  n  —  rt  a^        ^  J 

'*=-■{   ?2(;r^)'^""*'''-")-<„-^.y?-''"<''-"]' 

hz~m'\       > ^,-a*--r— sm(«/'—  //) 1  --sin( /'—/), 

L      ^tk  li^n  —  n)        da  '       n  —  n'  a'^       ^  'y 
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^/.  _  ^/  i        ' 


H 7  -^  Sin/ ;  -Ti  sin(2/—  /M 

2  /^    a'*  2   2/?  —  /i'  a'*         ^  ^ 

-^    —• 4 '^^^  —5 —    Sin  /, 

\a'       2/j*       2  da  J 

U  =  m'\-  I  y -^_—  ?-      ^-aUy')cos[i7'-    (£~i)/] 
)       2  ^  m'—  {I-  i)n  •■  ^  ^  -^ 

3  n    a*          ,/        I          /'  ^*  ,     ,        „, 
-»-  -   ~7    -/iCosr T  -7-  C0S(2/  —  /') 


2  n    a  *  1  in  —  n    a 

2 c)a  / 


^^ jn' a}  — ; —  I  cos/. 

a'       2  /I*        !2 


En  portant  cnsuite  dans  les  formules  (2)  et  rcmettant  pour  ub''^  sa  valeur  (  >), 
on  trouve,  sans  trop  de  peine, 


—  -iw^y     "^ — 'r — 7"   i — '^—1  \^^ 

a  Ad\\  in'  --  {i  —  i)n        n  —  n' \ 


(0 


(6) 


1  n  ,  dk.^*^  ,         .  ...       ... 

+  -  T-, — --. r-«  — T— }cos(i/'  — i/) 

2  £/l' — {i  —  l)/l  drt 


,  a}  (     in  3/1         I         /I       \       ■    .,       ,, 

a*\n — n'        in'       iin-n'J 


2/j'       a'       2  oa 

^irf(  Lm' —  (1  —  i)/i        2i\n  —  n'J  J 

/    \  1  r  "  J        '*      1    *  ^^^'^ }    '    i  It       'IS 

(7)  <  -^  M-7 : ^ ^- " r   a'-c—    sin(£/'--i/) 

'  1  lin'  —  (I  —  i)n        I  n  —  n']        da    \        ^  ' 

a^L    '^         2/1  —  /i'  \n  —  n' J        n  —  n' } 

La  partie  constante  de  Sr,  dans  la  formule  (6),  appelle  une  reflexion. 
La  partie  non  periodique  de  R  est,  d'apres  les  formules  (6),  (7)  et  (9)  du 
n«3, 

R  1=  i  /ij  ^«  4-  i  J  /i»  -f-  -  fni'K^^^ ; 

on  en  conclut,  pour  le  terme  constant  de  ^) 

dt  2    c^R  n\        2  J /I  ,      ,(^A(<>) 

at  na  oa  n  a'  oa 

en  faisant 

2 J        n\  ,   .(^A<«) 


a'        /i^  art 


T.  -  JV. 


3 


•?. 
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On  aura 

Or,  ce  que  donne  Tobservation,  c'est 

Si  de  la  valeur  n^  ainsi  trouvee  on  conclut  une  valeur  approchee  de  a,  a^,  par  la 
formule 

'  '/Wo 


^/  fm 


ce  ne  sera  pas  la  vraie  valeur;  on  aurait  du  prendre 
II  en  resulte 

la  partie  constante  de  r  sera  done,  en  ayant  egard  a  la  formule  (6), 

on  aura  done  finalement 

On  peut  supprimer  les  indices  o  et  dire  que,  a  etant  deduit  des  observations, 
les  perturbations  produisent  dans  Ic  rayon  vecteur  une  partie  constante 


/ 


II  faudra  ajouter  deux  termes  en  m"  et  m'\  pour  tenir  compte  des  actions  des 
satellites  III  et  IV. 

Remarque,  —  Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  pour  obtenir  les  formules 
(6)  et  (7)  sont  identiques  a  ceux  du  Chapitre  XXII  du  Tome  I,  et  nous  aurions 
pu  abreger  un  peu  en  nous  reportant  a  ce  Chapitre. 

Dans  les  formules  (6)  et  (7),  il  faut  ajouter  des  termes  en  m"  et  nf  pour 
avoir  egard  aux  attractions  des  deux  derniers  satellites;  enfin,  par  de  simples 
changements  de  lettres,  on  deduira  de  ces  formules  les  expressions  de  Sr',  ^v'^ 
y\  y\  Sr"  et  ls^\ 

7.  Influence  des  fonctions  Ri  et  R2.  —  Si  Ton  porte  dans  les  equations 
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differentielles 


,   de      (?(R,-+-Kj)  ,   dxs      (^(Ri-4-Ri) 

-  '''''' dl  -=--  —0^-  '  ''^^  di  ^ Te 


les  expressions  (i3)  et  (20)  donnees  dans  le  Chapitre  precedent  pour  R,  et  R2, 
on  trouve 


1       de 
dt 


5?--[o,  i]e'sin(w-cj')-[o,  2]e" sin (w -©'')- [o,3]e'^sin(cj-w*') 


(9) 


4-  -  m'/iFsin(2/'  —  /-— cy), 

2 


e^—  [(o)  4-  [o]  4-  (o,  i)  -h  (o,  2)  -h  (o,  3)]e 


[o,  i]e'  cos(gt  —  ©')  —  [o,  2]^^  cos(cj  —  gt'')  —  [o,  3]e*  cos(cj  —  xs") 


/w'/iFcos(2/'  —  /  —  m). 

1 


(10) 


II  convient  dc  poser 

(  I    o   I  =(o)-4-[o]  +  (o,  i)-t-(o,  a)-(-(o,  3), 
J   GI]=(i)  +  [i]-h(i,o)  +  (i,a)+(i,3), 


\ 


et,  comme  on  Ta  deja  fait, 

I  /t  rzer  sincT,         /*'— e' sincr',         /j"nie"  sincy",         /**'=:  e' sin©*, 
(11)  < 

(  /:z=ecoscT,         A-'=i  e'coscr',         k"  1=1  e"  costs" y         k'^  =z  e'^  costs'' . 

On  trouve  aisement  que  les  equations  (9),  et  les  equations  analogues  pour 
les  autres  satellites  devienncnt 


dk 
dt 

dh' 
dt 

dk' 


[o,I]A-'-^[o,  2]r 


o    (  ^-[o,  l]/i'-[0,2]//''- 


fi    I  A'-4-[i,o]A:-+-[i,2]r-h 


(A) 


'    ^7   +   El]/^'-[i,0]/*-[i,2]A"- 


dj^ 
dt 

dk^ 
dt 

dJf_ 

i     dt 

\  dk'' 
dt 


'\ 


r-+-[2,o]yt-4-[2,  l]^'-f- 


FT]  A"  -  [2,  o]/i  _  [2,  i]  A'  - 


3     A'«'4-[3,o]X-4-[3,  i]/f 


3   l/j^— [3,0]^-  [3,  i]A'- 


o,  3]A:'^  = /;i'/jFcosi/, 


o,3]/r  = 


-  m' nF  sinM, 
2 


I,  31A'"i= m/i'G  cos// m'^n'F'  cosu', 

■'2  2 


1,3]//-  = 


2,3]A''  = 


2,3]//'"  = 


-  nin'G  sin//  -h  -m" n'F'  sin//', 
2  2 


I 


-  m'  n"  G'  cos  u' , 
2 


-  ni'n'^G'  sin//', 
2 


3,  2]  k"  =  o. 


3,  2]//''  =  o, 


20  CHAPITRE   II. 

en  faisant 

(12)  u=z2i'~-i,      u'='ir-r. 


On  a  ensuitc 


d^p  __       3  (?R,  d^p'  _       3   (JR; 


J  — TTT-  — n  —r-r»  •  •  • ) 


dt^  a*    (^£  r/^«  a'*   de' 


et  ces  equations  deviennent 


d'p         3    ,  , 

dl^  2 


n}      ¥ {k  sin  1/  —  h  cos w  )  -i — -,   G ( A:'  sin m  —  h'  cos w  )    , 

-yY  =  —  3  mn'^    \Gi{k'%\nu  —  h'  cosw  )  H ¥{k  sinw  —  ^  cosw  ) 

4-  ^  m'^/i"    ¥'{k'  sine/'  -  A'  cos«')  -h  ^  G'(r  sine/-  A"cosi/')    , 

^  — -3/w'/i''*rG'(^'sinM'-^''cosi/')  -h  ^F'(A:'  sinw'- A'cosw^l . 

Nous  allons  integrer  les  equations  (A),  en  faisant  d'abord  abstraction  des 
perturbations  de  u  et  u\  en  admettant  done  que  Ton  ait 

wr^  (2/1'  —  /i)/  -f-  2£'~  6,  u'  =z  {2  n"  —  n')  t  -\-  ^t'^  —  z' ^ 

(i3)  \  du  ,  du'  „         , 

dt  '  dt 


8.  Integration  des  Equations  (A).  —  G'est  un  ensemble  de  huit  equa- 
tions lineaires  du  premier  ordre,  a  coefficients  constants,  et  avec  seconds 
membres. 

Nous  integrerons  d'abord  les  equations  sans  seconds  membres. 

^     ^.[^k    -+-[o,l]A''^[o,2]r4-[0,3]r=rO, 

(V)  /^   +EH1*  -[o..]/.'-[o.2]A»-[o,3]/»-  =  o, 


Les  integrales  generates  de  ces  equations  sont  facilcs  a  obtenir,  d'apres  ce 
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que  I'on  a  dit  au  Chapitre  XXVI  du  Tome  I  sur  les  equations  analogues  relatives 
aux  inegalites  seculaires  des  planetes.  Elles  seront  de  la  forme 

h  =i:M   sin(^^4-[3) -f-M,  sin(^''i^-f-^i) -+- Mj  sin(^^i^ -h  (Sj) -+- M3  sin(^,^  4- (5,)» 

k  —  M  cos(.^^4-P)4-Mi  cos(.^iM-;3,)  4-M3Cos(^,^-h(3,) -f-MjC0s(^'3^-+-(33), 

(i4)  (  /i'=M'sin(^-/-f(3)-HM;  sin(^',^-i-(3,)-h , 

» 

^'^z^  W  cos  (^/ 4-  (3)  -h  M';  cos  (A',/ 4-  (3,) 


^»  oi»  g2  6t  ^3  sont  les  racines,  toujours  reelles,  de  Teqnation  du  quatrieme 
degre 


(i5) 


g-    0 

[0,1] 

S       L_L_ 

[0,2] 
['.2] 

[o,31 

[I.o] 

['.3] 

[2,0] 

|2,i] 

S 

—            '1 

[2,3] 

[3,o] 

[3,1] 

[3,2] 

.•5 

_      3 

=r  o. 


Les  rapports  des  quantites  M,  iM',  M",  M"  a  Tune  d'elles,  M  par  exemple,  sont 
determines  par  les  equations 


(16) 


{g 


-  1   0     )M+        [0,1] 

M'-h        [0,2] 
.  )M'+        [1,2] 

M'  -^ 

u 

[o,3] 
[>,3] 

[2.3] 

M'  -  0, 
M"  —  0, 

[2,0]  •    M-f-       [2,1] 

M'  +  is  -     ■•« 

M'-o, 

M'4-        [3,2] 

[3,0]        M+        [3,1] 

-1    3 

])M''  — 0. 

Les  rapports  ^y--  vt  '    ••»  ^ )..->•••,  ^-?,  ^-»  •   •  seront  determines  par  des 
^^         Ml    Ml  Mj    Mj  M3    M3  ^ 

equations  analogues  que  Ton  deduit  de  (iG)  en  mettant  aux  lettres  g^  M,  ...  les 
indices  i,  2  et  3;  il  y  aura  huit  constantes  arbitraires,  savoir  ^,  p,,  Pa,  ^3,  M, 
M|,  Mj  etM3.  II  reste  maintenant  a  trouver  une  solution  particulierc  des  equa- 
tions (A);  on  la  cherchera  sous  la  forme 

A  :=  B  sin  M  4-  Bi  sin  m',         h'  =  B'  sin  u  4-  B',  sin  u'.        A"  —  B'  sin  w  4-  W^  sin  u\ 
A:  =z  B  cos  1/  4-  Bj  cos  11' ,        k'  -_  B'  cos  w  4-  B',  cos  w'.         A:"  —  B"  cos  a  4-  B ,  cos  u'; 


en  substituant  dans  les  equations  (A),  egalant  dans  les  deux  membres  les  coef- 
ficients de  siuM,  cosw,  sinw'  et  cosm',  apres  avoir  tenu  compte  des  valeurs  (i3; 
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1     du        I     du' 

de  'J-  et  cle  -TTJ  on  trouvera 
dt  dt 


(«7) 


(i8) 


n  —  in'+  [~o~])B   —  [o,i]B'— [o,2]B''=  -m'/iF, 


n  —  an'-h 


])B' 


•[i.o]B 

n  —  in'-\-  [T_J)B''-[2,o]B 

[o,i]B; 

[i,o]B. 


[i.ajB'^r-  mn'G, 

•a 


/I' — 2/1 ''4- 


n'—  2«"-f- 


nn)B. 
Z])b; 


[3,I]B' 

[o,2]b; 
[i,21b; 


o; 


=  o. 


-  m'n'V', 

2 


n'-in'-h  [;T1)B^  — [2,o]B,  — [2,i]B',=:  -  w'/t'G'. 


Le  calcul  montre  que  les  quantites  [o,iJ,  [0,2],  . . .,  qui  contiennent  toutes  en 
facteur  la  masse  d'un  satellite,  sont  petites  par  rapport  aux  quantites 


n  —  in' -^  I   Q    U      •••»     ^' — 2/i"-h 


o 


et  Ton  a  ces  solutions  tres  approchees 


B 


b;=. 


m'nY 


n  —  in'  -\- 


B'  = 


mn'{j 


o 


n  —  2  /i'  -h 


m''n'¥ 


—  1 


2  n'—in' 


b;-  ,- 


m'/i"G' 


^    /l'— 2/l''-+- 


n 


B"  =  o, 


Bj  =0. 


On  pourra,  du  reste,  si  Ton  veut,  obtenir  tres  facilement  les  petites  correc- 
tions de  B,  B',  ...  en  remontant  aux  equations  (17)  et  (18). 

On  aura  done  ainsi  I'integrale  particuliere  chercliee,  et  en  Tajoutant  a  Tinte- 
grale  generale  (i4)>  on  obtiendra,  pour  les  integrales  des  equations  (A)  : 

m'nF 


h  ='  — 

^  n  —  2n'  -\- 


o 


sinw  -hMsin(^^  4-  (3)  4-. . . 


k  =- 


m'n¥ 


2 


n  —  2n'  -\-  I    o 


cosw  -hMcos{gt  4-  (3)  -+-. . ., 


h' 


I  mn'G  .  I  m"n'¥'  .      ,      m./    •    /    .       ox 

s\nu  H iz_i_,-smM  4-M' sin(^/  + p)  4- ... 


^  n  —  2n'  -\- 
I  mn'G 


I 


^  n' —  in" -^ 


I 


^  n  —  2  n'  4-  ;     ' 


\ 


COS  a 


m''/i'F 


2  „' 


/i'—  2/i''4-  I    I  J 


cosw'4-M'cos(^/4-(3)4- ..., 


h'=- 


m'  n'G 


^  n'-~  2n'^4-  i    2 


7  sin  u'-h  M''  sin  (^/  4-  (3 )  4- . . . , 


/:"= 7-cosw'4-]VFcos(^/  4-  (3)  4-. . ., 


^  n'—  2/1"  4-  i    2    ( 

h^-.W  sin(^/4-(3)4-..., 
I  A:''=iM*'cos(^^4-(3)4- 
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En  portant  ces  expressions  dans  les  formules(2),  on  aura  les  inegalites  cor- 
respondantes  des  rayons  vecteurs  et  des  longitudes,  savoir. 


(19) 


or 


a 


m'  n¥ 


n  —  2n'  -h  L_<2_j 


cos(2/'--  2/)  —    Mcos(/  — ^^  — (3)  — . . . , 


dv    ^ 


Sr' 
"a' 


m'  nV 


n  —  2  /i '  -h  '    0    I 


,  sin(2/'  -  2/)  -f-2M  sin(/  — ^^  —  P)  4-. . . , 


1 
2 


mn'ii 


~cos(/'-  /) 


n  —  2n'  -\-  I    1    I 
YC0s(2.r  —  2r) 


M'cos(/'  — ^/  — (3)— ..., 


^i'' 


/;j7iTf 


n  —  in'  -\-  \    I 


sin(/'-/) 


'l^y^'   -     sin(2r-  2/')  -\-  2M'  sin(/'-  ^/  ~  (3)  4-. . . , 

n'—  in" -^  I    1    I 


5r^ 


6(''^ 


(5/-*' 


//I'/j'^G' 


^    /l'—  2/l"-T- 


m'/iT. 


/l'—  2/j''-h   I      2     I 


cos( r—  I')  -  w cos(r - ^'^ -  (3 )  - . . . , 


sin(r-r)  +  2M'' sin  (T-^^- (3) -+-..., 


a 


m 


=  -    M'^cos(r-^'^  — (3)-..., 


di^  —      qW  sin{r  —  ^t  —  ^)-i-.... 


Les  termes  qui  contiennent  en  facteur  Tune  des  quantites  F,  G,  F',  G'  sont  les 
inegalites  a  longues  periodes,  qui  ont  des  valeurs  considerables,  a  cause  de  la 

petitesse  des  diviseurs  n  -  -'in!  f-  [_  o   J ,  . .  .. 


9.  Grandes  in6galit6s  des  longitudes  moyennes.    -  Nous  allons  porter 
les  expressions  (C)  de  A,  ^%  . . .  dans  les  formules  (B");  nous  trouverons  d'abord 


/•  si n  M  —  h  cos  H  -  M  sin  ( 2  /'  —  /  —  ^'f  —  3 )  — . . . , 

I            m"n'¥' 
X'siuM  —  h'  cos//   -  — sin(//'—  w)  -+-  M'sin(2/'  —  /  —  ^^  —  (3)  h-..., 


2   n'—  2/1'' -r  I    1 


A   sinM'-— Al'  COS//'  — H :^^:^- 

^  n  —  in'-{-  r  i   1 


sin(a'- //)4-M'sin(2r— /'  — ^^-(3)-+-..., 


rsinw'— ^''oos/Zriz  IVr'sin(2r—  /'_-/_  (3). 
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11  viendra  ensuite 


dt' 


-  m 

2 


/^'[(^FM-h  J  GMMsin(2r- /-^-/-(3) -+-... 1 


7  m' m" n*  —, 

4 


n' 


^    n'   •2/1"^' 


-  --  FGsin(£/'- w), 


(20) 


I-  7  mm"  n'^ 
4 


2/1' 


/I' 


/^'—  2/i"-h 


n  —  2n' -\-  I    1    I 


F'Gsin(a'— w), 


-3m 


'n"^  r/^G'M'-h  ^  ¥'}\'\  sin(2r-  T- ^^  _  p)  4-. .  1 


n 


mm'  n"^  —r 

2 


n' 


^    /I  —  2  /i'  -4-  [ 


-F'Gsin(tt'— m)- 


J 


(21) 


En  ne  cansiderant  que  les  premieres  parties  de  ccs  expressions  et  integrant 
deux  fois,  il  vient,  pour  les  grandes  inegalites  des  longitudes  moyennes, 

e,-'=      3  m   [(.^^,-J'l_-y(GM'+^FM)    sin(a/'- /- 5-^- P)+...j 

Mais  il  nous  reste  ii  considerer,  dans  les  equations  (20),  des  termes  qui,  tout 
en  etant  de  I'ordre  du  produit  de  deux  masses,  jouent  un  role  important;  dans 
ces  termes  qui  contiennent  sin(M'  — «),  nous  prendrons  n  — 2/1'=  n' —  -xn" 
dans  les  diviseurs,  et  n  =  2/1',  n'  =  an"  dans  les  coefficients.  Nous  trouverons 
ainsi 


(22) 


dH 

'6    a               „                 n 

—                     ..  n*  m    m 

-F'Gsin&r 

=  — r—  KsinSr 

dt^ 

— —           0        7 

^   ^                    n~-  2n'-h 

I 

a* 

(PI' 

-  F'Gsin^  = 

=  —       ,.-  Ksm&, 

^^                           /^  —  2  /l'  -h  1 

3  a''    .        /                 /I 

dt^ 

1 

a- 

{  d'L" 

-FGsin&  = 

W'-+-2r, 
n 

2  mm'  .    .    ^ 
=  — „-r-  Ksin&, 

■^T«' 

dl^ 

/ 

I 

4. 

F'fl 

32                 ,, 

r  vF« 

\ 

—  2n'  -\- 

I 
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10.   De.la  libration.  Th^or&mes  de  Laplace.  —  On  tire  aisement  des  equa- 
tions (22) 

On  trouve  par  le  calcul  numerique,  F'>o,  G<o;  d'ailleurs  n  —  2/2'  est 
positif;  done  Texpression  (22)  de  K  est  >o;  en  posant. 

(23)  €..-_:  K(^-^  4- -^^  +  --^,-j. 

€  sera  reel;  il  viendra 

-7-T  --6-S1I1&. 

On  en  deduit,  en  designant  par  C  une  constante  arbitraire, 

(24)  ^^=-7^v= 


v/C  — 26>cos^' 

on  est  ainsi  conduit  a  une  integrate  elliptique.  Dans  la  discussion,  il  y  a  deux 
cas  a  considerer  : 

1°  C  >  2?^;  &  varie  toujours  dans  le  meme  sens,  passe  par  les  valeurs  zh  t, 

— i—  2  Th ,  •  •  •  • 

2«  —  2€*^<^C  <  2?^;  on  pent  faire 


v/26*  v^cosSr'— cos^ 

5  oscille  entre  les  liraites  &'  et  27:  — &';  on  ne  pent  jamais   avoir  £r  =  o, 
2r  =  2Tr,  . . . ;  la  valeur  moyenne  de  &  est  it. 

Le  premier  cas  doit  etre  exclu;  soit  en  efl'et  C  =  26^  -h  i^,  on  aurait,  pour  le 

temps  T  que  mettrait  Tangle  &  pourcroitre  de  t:  a  3  ~» 


31C 


j_  r* c^& _.  r'      •      ^/^ 

*Ar      V^4^  2  €«  —  2  6*7^08^  ~*/o      V^T*-+-26*-+-26^ 

rj,  TT  .    I 

2v/T*-h26*  2v/26»' 

avec  la  valeur  numerique  connue  de  6',  on  trouve 

T<  4oi  jours. 
Or,  les  observations  ont  montre  que  Ton  a,  a  fort  peu  pres, 


cos.r 


3r  — /-3/'-H2/"_  180" 

I 


T.  -  IV.  / 
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et  que  les  variations  de  &,  si  elles  sont  sensibles,  sent  tres  restreiotes;  &  ne 
peut  done  pas  augmenter  de  90"^  en  401  jours.  Le  second  cas  est  ainsi  le  seul 
possible,  et  &  oscille  autour  de  180**,  sa  valeur  moyenne;  on  aura 

(i5)  .     /  — 3/'-+-2r=:i8o°-h&'=(/j  — 3/i'-4-2/i'')^-he  — Se'-f-ae"; 

&'  etant  periodique,  ou  du  moins  toujours  compris  entre  deux  limites  que  les 
observations  rnontrent  devoir  etre  extremement  petites,  on  doit  avoir 

(26)  /I  —  3/^'^- 2/i"zz:  o, 

et  cette  equation  est  rigoureuse  si  I'on  emploie  pour  n,  n'  et  //"  les  valeurs  con- 
stantes  des  moyens  mouvements;  avee  les  moyens  mouvements  osculateurs,  il 
V  aurait  une  oscillation  autour  de  zero. 
L'equation  (25)  donne  ensuite 

(.'-7)  £  — 3e'-h  2£''— .  i8o«. 

Les  equations  (26)  et  (27)  exprimentdeux  beaux  theoremesauxquels  le  noni 
de  Laplace  doit  rester  attache,  car  c'est  lui  qui  les  a  demontres  le  premier. 

En  faisant  5  =  7:— ;  a?  dans  Tequation  (24)  et  remarquant  que  x  est  tres 
petit,  d'apres  les  observations,  on  peut  ecrire 

,  dx  dx 

dt  — 


v/C-+-2  6»cos^       V^C  -h  20*  —  6- ^» 
d'oil 

j:'  =  Dsin(6^-+-E), 

en  faisant 


"=\/^ 


et  designant  par  E  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite 

(28)  3r:=r/— 3/'-^2r=i8o°— Dsin(6/4-E), 

en  se  bornant  a  considerer  dans  &  Tinegalite  qui  provient  des  termes  du  second 
ordre  par  rapport  aux  masses.  Laperiode-g-  de  cette  inegalite  estde  2270  jours, 

soit  un  peu  plus  de  six  ans. 

Revenons  maintenant  aux  equations  (22),  qui  sembleraient  devoir  donner  des 
inegalites  tres  considerables,  si  elles  renfermaient  reellement  le  diviseur 
{n  —  S^i'-f-  2/i")^  Mais  la  relation  (28)  donne,  D  etant  tres  petit, 

sinS^i=:I)sin(e/4-E) 
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il  en  resulte 

--RDsin(6/-hE), 


^/«     "      a^     —        '  '  dt 


% 


a 


^/  = ,—    -^r- sin (6^-1-  E), 


(29)  {  dl'r=z^  — — -  _-sin(6^-+-E), 

-,„  2 mm'    KD    .    .  ^^        r.x 

KD 

Laplace  designc  sous  le  nom  de  libration  l'inegaIite-g^sin(6/-hE),  qui  se 

repartit  ainsi  entre  les  longitudes  des  trois  premiers  satellites,  suivant  un  rap- 
port dependant  a  la  fois  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  moyennes  a  Jupi- 
ter. Cette  inegalite  est  tres  probablement  insensible,  car  toutes  les  recherches  de 
Delambre,  pour  la  mettre  en  evidence  d'apres  les  observations,  ont  ete  infruc- 
tueuses. 

Les  trois  premiers  satellites  ne  pewent  jamais  itre  eclipses  a  la  fois. 
En  cffet,  la  relation 

(30)  /-3/'4-2r=-i8o° 

s*applique  aussi  aux  longitudes  moyennes  synodiques 

h^l-l,,       L'^t'-t,,       L"=r-/„ 

car  /,  disparait  de  cette  relation.  On  a  done 

L-3L'4-2L''=i8o". 

Or,  dans  les  eclipses  simultanees  des  satellites  I  et  II,  on  a 

L  =  i8o",         L'=:i8o",         d'ou         L" -1:270"; 

dans  les  eclipses  simultanees  de  I  et  III,  on  a 

L  =  i8o«,         U—iSo'',        d'oii        L'^nao"; 

enfin,  dans  les  eclipses  simultanees  de  II  et  III,  on  a 

L'=i8o°,         I/— 180",         d'ou        L-=36o% 

de  sorte  que  le  premier  satellite,  au  lieu  d'etre  eclipse,  pent  produire  sur  Jupi- 
ter une  eclipse  de  Soleil. 
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1 1 .  Reduction  des  inSgalitSs  pSriodiques  des  trois  premiers  satellites.  - 

Les  relations  (2G)  et  (3o)  permettent  de  simplifier  les  expressions  (19)  des 
inegalites  provenant  de  R,  et  Rj.  On  en  tire,  en  effet, 


(D) 


3r 

1 

t 



— 

m 

a 

2 

n 


n  —  2n' -h  I    o    I 


Fcos(2/'— aO» 


5^  =- 


n 


m' 


n  —  2  /i'  -h 


o 


Fsin(2/'— 2/)iz:(I)sin(2/— 2/'); 


i  (mG  —  m"?') 

^  /I  —  2  /i'  -h  I    I    ] 


cos  (/'—/), 


^v'—-.{mG-m"Y') 


n' 


n  —  in'  -\- 


sin(/'-/)i=-(II)sin{/-/'); 


8r^ 


2 


rV 


n  —  in'-^  I    2    I 


G'cos(r-/'), 


^t'"  =  —  m' 


n' 


n  —  2/^'^- 


2 


G'sin(r- /'):=- (111)  sin(/'-r). 


Considerons  les  expressions  precedentes  de  ^Vy  ^v'  et  ^v"  dans  le  cas  des 
eclipses;  nous  pouvons  rapporter  les  longitudes  a  un  axe  anime  d'un  mouve- 
ment  de  rotation  uniforme,  car  son  mouvement  disparaitra  dans  les  differences 
/ — /'  et/ —  /".  Choisissons  pour  cet  axe  le  rayon  vecteur  mene  de  Jupiter  an 
Soleil,  en  faisant  abstraction  de  Texcentricite  de  la  planete.  Soient  v,  v'  etv" 
les  moyens  niouvements  synodiques  des  trois  premiers  satellites;  nous  aurons 

dv   =         (I)sin(2V/  —  2V'^  -h  2£  —  2  6'), 
^l^'=r-  (Il)sin(v/  — v'^4-£  — £'), 

^v"—  _  (III)  sin(v'/-v''^ -+-£'-£''). 

Concevons  que  £  et  t'  soient  nuls,  ce  qui  revient  a  admettre  que  les  deux  pre- 
miers satellites  aient  ete  en  conjonction  a  I'origine  du  temps;  en  ayant  egard  a 
la  relation  (27),  on  aura 


V  —  2  v'  =1  v'  —  2  v"  rrr  0), 


ji 


£"  =  90", 


et  les  formules  precedentes  deviendront 


is>  - 


w'- 


(1)  sin(a)^  -h  Mt)y 

(Il)sin(co/  -f-  v'/), 

( II I )  si  n  ( CO  /  -h  v''  /  —  90° ) . 
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Or,  dans  les  eclipses  des  satellites,  v/,  v'/  et  v"/  -h  90*"  sont  des  multiples  de 
la  circonference;  on  a  done  alors 

8r  —  (I)  sin&)^,        ov'ziz  —  (II)  sinw/,        01^"=  (III)  sin w^ 

Done,  dans  les  eclipses,  8i^,  8v'  et  8^''  dependent  du  meme  argument  w/,  et  la 
periode  commune  T  de  ces  eclipses  est 

=  ■=  J  rzz  437^,000. 

Ces  resultats  sont  conformes  aux  observations  qui  avaient  fait  reconnaitre  les 
inegalites  precedentes  avant  qu'elles  aient  ete  indiquces  par  la  theorie. 
Les  inegalites  (D)  ont  pour  valeurs  numeriques 

di>  zzn- 25',9siii(2/— 2/'), 
3^'  =  -  6i,5sin(/-/'), 
6^^"  =  -     3,8sin(/'-r). 

Si  Ton  rcflechit  a  la  petitesse  des  masses  des  satellites,  on  voit  que,  pour  oh- 
tenirdes  inegalites  aussi  importantes,  il  faut  des  conditions  de  commensurabi- 
lite  aussi  remarquables  que  celles  que  presente  le  systeme  de  Jupiter. 

12.  Calcul  de  I'Squation  axmuelle  et  de  rSvection.  —  Ces  inegalites  repon- 
dent  aux  deux  dernieres  parties  de  Texpression  (i/i)  de  R3.  Prenons  d'abord 

3 

R,—  J  n]a^ei  cos(/i  —  Wi); 

la  tbrmule 

dt  na  da 

deduite  des  formules  (4)  du  Chapitre  I,  nous  donnera 

cU          3/<J  ,,  . 

-7-  = di  cos  (li  —Wi  ), 

d'oii,  en  integrant, 

(3i)  «5('=r—  — ?  ^,  sin(/, -- w, ). 

WW 

Cette  inegalite,  qui  est  Tanalogue  de  Tequation  annuelle  dans  la  tbeorie  de 
la  Lune,  est  sensible,  parce  que  le  petit  diviseur  n  a  agrandi  le  coefficient  et 
aussi  parce  que  Texcentricite  e^  de  I'orbite  de  Jupiter  est  notable. 

Prenons,  en  second  lieu, 

Uj  =:  -^  /^Ja*e*cos(2/,  —  '?.w). 

o 


3o  CHAPITRE    II. 

Les  formules  (4)  du  Chapitre  I  donnent 


d'oii 


dt 

dm 
'di 


dh 
dl 

dk 
dt 


-7 ^esin  (2/,  —  2cj), 

4    ft 

i-eC0S(2/i  —  2GT), 

4    fi 


-e  cos  (2/1  —  gt)  =: 

4     /I 


i5  /i» 


—. ^(A-cos2/i  4-  h  sin  2/,) 

4     ^ 


ID  n 


-. ^esin  (2/,  —  Tij)  ^ 7 -ik^miL—  h  cos 2 /J 

4    /t  4    'i 


II  convientde  tenir  compte  des  parties  principales  deR|  et  de  R2,  ct,  dans  ce 
but,  de  remplacer  A  et  k  par  leurs  expressions  (i4)  et  d'integrer  en  introdui- 

sant  les  termes  importants  —  |   o    \k  et  -h  j   o    [A  des  deux    premieres  des 


equations  (A).  On  trouvera  ainsi  les  equations  differentielles 


dh 
dt 

dk 
dt 


-cz:^' 


o 


h=^ 


V  —  Mcos(2/i— fi'/  — (3) 


^  'jlMsin(2/,-^/-(3)- 


II  y  a  trois  autres  termes  analogues,  dans  lesquels  les  lettres  M,  g'  et  P  reQoi- 
vent  les  indices  i,  2  et  3.  En  chcrchant  une  solution  particuliere  de  ces  equa- 
tions sous  la  forme 

/<  =  A  sin(2/,  —  ^/  —  j3),        k  ziz  A  cos (2/,  —  ^/  —  ?)> 

on  trouve  immediatement 

A.-~ 


i5  n\ 

M 

4       >^     2/ij 

6' 

0 

apres  quoi  les  formules  (2)  de  la  page  4  donnent 


(32) 


^r 

i5 

n\ 

L       ( 
i5 

g 

) 

a 

0 

^r- 

^     w(2/l, 

cT 

0 

) 

M  cos  (2/1—  I—  gt—  '^)  — . . ., 


M  sin  ( 2 /i  —  /  —  ^/  —  ^ )  — . . . . 


Ces  inegalites  repondent  a  Tevection  dans  la  theorie  de  la  Lune;  mais  il  y  en 
a  quatre  au  lieu  d'une  seule.  La  valeur  (32)  de  Iv  est  beaucoup  moins  forte  que 
la  valeur  (3i),  parce  que  M  est  beaucoup  plus  petit  que  e,. 


TIIEORIE    DES    SATELLITES    DE    JUPITER.  3 1 

13.  Reaction  de  la  libration  sur  les  in6galit6s  k  longues  p6riodes.  — 

Lcs  relations  qui  lient  les  moyens  mouvements  et  les  longitudes  moyennes  des 
trois  premiers  satellites  resultent  uniquement  des  attractions  mutuelles  de  ces 
astres;  il  importe  done  de  s'assurer  que  les  actions  etrangeres  ne  viendront  pas 
en  troubler  Texactitude.  Considerons  en  cffet  une  inegalite  a  longue  periode 
qui  afTecte  les  longitudes  moyennes  et  qui  soit  due  a  une  cause  quelconque, 
comme  les  deplacements  seculaires  de  Torbile  et  de  I'equateur  de  Jupiter,  ou 
la  resistance  d*un  milieu  tres  rare.  Soient 

Xsin(<7  H-  o),        X'sin(i^  -h  o),        X"  sin(cY-ho), 

les  termes  qui  en  resultent directement dans  les  longitudes  moyennes;  la  valeur 
eorrespondante  de  ^  sera  —  ^'^Xsin(iV -f- o),  de  sortc  que,  au  lieu  des  equa- 
tions (22),  nous  devrons  prendre  les  suivantes 

-715^    •—         — r- KsmS  —  «-A  sin(i/ 4- o), 
(33)  /-—  :i:i  — 3 — ,Y-  KsinS  — /'X'sin(/7  4-0), 


dt^  a' 

i^l"  nun'    ^    .    ^       •••Iff  •    ,  ..         V 

^;«  ^       ^ — W    *^  sm^  —  rA''sin(/^ -4- o). 


On  en  tire 


^1  ~  6*  sin&  -  «*(X  -  3X'4- 2X'')  sin(£7 -h  o); 


dt 

soit  pose,  comme  plus  haut, 

il  viendra,  en  confondant  sino?  avec  a\ 

^  -i-  Q^x  —  r-il  -  Sr -^  21")  s\n{U  -h  o); 

rintegrale  generate  est 

(34)  ^  =:  D  sin(6^  4- E)  4-  ^r—^tO-  -  3>/4-  2}.")  sin (^^  -h  o). 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  les  equations  (33)  oil  Ton  fcra  sin&  —  a;, 
et  integrant  deux  fois,  on  aura  les  expressions  suivantes,  qui  devront  etre  ajou- 
tces  aux  expressions  (19)  : 

/          m'm"       X-3X'4-2>/\    ... 
^i^  ■---[>'  -^--^-  K  .^^^g^i jsm(i/-+-o). 

,.>.,  ]  .  ,,       A,       3m''m^X-3>/H-2X''\    .    ,. 

(^^))  j  o,r=[l' -^K ^^—g^ jsm(£/4-o), 


o^^^  h'H- 


j 
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La  formule  (34)  donne  d'ailleurs 


/* 


di  I  -  3^1  /'+  2^,  l"z=  —1-^  (X  -  Sr-h^r)  sin(i7  +  o). 

I  —  b 

Le  facteur  Tzrci  se  reduil  a  zero  si  I'on  peut  negliger  r*  a  cote  de  S^;  done, 

par  le  fait  des  attractions  mutuelles  des  trois  premiers  satellites ,  les  inegalites  a 
Ion  goes  periodes  de  leurs  longitudes  moyennes  se  coordonnent  de  fagon  a  satisfaire 
aussi  a  I' equation  (3o)  et  cela  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que  la 

periode  est  plus  longue.  II  faut  que  la  periode  -r-  de  i'in^galite  sin(//  -h  o)  soit  no- 

tablement  plus  grande  que-g->  laquelle  est  voisine  de  six  ans,  comme  nous 

Tavons  dit  plus  haut. 

L'equation  annuelle  est  a  peine  dans  cette  condition,  puisqu'elle  a  pour  pe- 
riode une  annee  de  Jupiter,  soit  pres  de  douze  annees  solaires.  Nous  avons 
trouve  dans  ce  cas,  d'apres  la  formule  (3i), 


3/  = ^-  e,  sin  ( /.  —  cj. ). 

n 


On  a  done 


A  —  —  Cj,  A   — 17^^' ^      >*  *  » 

'•  rC  r^ 

de  sorte  que  les  formules  (35)  donnent 


\n        n'        n"  j 


1         mm     .,  n        n         n' 


d,l  nr—  3Al,e,  y-    -h  —^    K___g^ ysin(/,  — CTi), 


I  3  2 

Sm^m  ,,  n        n'        n" 


$,t=.-3n,e,y^,~—^K      ^^,  __  g,       ^  sin(/,  -  nr,), 
jt  Iff  o  I     '         2  mm'  -_ /I        n'       n"  ]    .    .  .  . 

en  supposant  n  =  2n'  =  4/»";  ces  formules  se  simplifient  et  devi^nnent 

.  ,  3/1,      /         m'm'        3K     \    .    ,,  , 

/'jr\  ]  jj   //  ^'^      /         ^m^m       3K      \    .    ,,  . 

^  in  3/1,      /         w/n'  3K     \    .    , ,  . 
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Dans  les  autres  cas,  lorsque  P  est  beaucoup  plus  petit  que  6*,  on  pent  appli- 
quer  les  formules  (35),  en  y  remplaQant  i^  —  S^  par  —  6^;  il  est  inutile  de  re- 
crire  les  formules. 

14.  Complements  des  Equations  (A).  —  Dans  les  seconds  membres  de  ces 
equations,  nous  attribuerons  aux  arguments  u  et  u'  les  accroissements 

Sp,  8p'  et  Sp"  etant  determines  par  les  equations (21)  de  fagon  a  tenir  compte  des 
grandes  inegalites  des  longitudes  moyennes.  Nous  trouverons  aisement,  en 
remplacant  u'  par  u  +  180®,  dans  les  seconds  membres. 


(3)-..., 


^  2       \2/i  — n  —  gj  \  a         )        ^         ° 

¥  =  3(^^,-^)'[;n(GM'-^jFM) 

4- ^m'(^F'M'-+- J  G'^r)]  sin(a  -  ^^ - 


?) 


(37) 


dl/=: 


aa'  = 


; -. ; Sm(f/— ^^  —  P)  -f-.  .  ., 

{'in'  —  n  —  gy  ^        ^' 


Oil  Ton  a  fait 


x>  — 


Db  =: 


c  = 


2  a'  \  a  / 


a' 


(38) 


3-^m'/i'*G'; 
a 


cilo  —  — H 


a 
3  —  mn'*h\ 
a 


e'  =  -h-  %.(m''n'^-^^m'n'')G'. 
2  a"  \  a'  J 

II  faudra  ensuite  remplacer  sinw,  cosw,  sin  a'  et  cosa'  respectivement  par 


sini/  -h  cos udUf 
siuM  —  cos  uSu', 


cosu  —  s\i\  uou^ 
—  cosu  -h  sinudu' , 


T.  -  IV. 


.1 
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Les  produits  tcls  que  cosuBu  contiennent  Texpression 


I 


cos  w  sin  ( f/  —  ^^  —  (3 )  = sin (^^  -+-  (3 )  +  -  sin ( 2 «/  —  ^^  —  (3 ). 

Nous  conserverons  les  termes  en  gt-h  P;  nous  trouverons  finalement  que  les 
equations  (A)  deviennent 


dh 
dt 


0 


k  -H[o,  i]^'-+-[o,2]r+[o,3]A:' 


jm'nY—. — -, -r—  cos(^^H-P)-4-... 


^^^ 


C^^ 


)t'H-[i,o]A--+-[i,2]^''-+-[i,3]^-' 


(A') 


=[ 


4  J         (2/1   — /I  — 


•  > 


dt 


dh" 

dt 


-  QT]  ^''H-[2,o]A--+-[2,  i]A-'H-[2,3]yt«' 

-  [X]  ^^-h  [3,  o]it  +  [3,  i]k'  -+-  [3,  2]^!=  o. 


dk    dk 


Nous  n'avons  pas  ecrit  les  equations  ^^^  ^'  -^^  •  • '  parce  qu'elles  nous  con- 

duiraient  au  meme  resultat,  celui  que  nous  allons  obtenir.  Pour  integrer  les 
equations  (A'),  nous  faisons  comme  precedemment 

^  =  M  sin(^rH-(3),        h'^W  sin(^/-+-P), 

A-  =  M  cos(^r  +  (3),        k'=.  W  cos{gt  +  (3),         — 

En  substituant  et  egalant,  dans  les  deux  membres  de  chaque  equation, 
les  coefficients  de  cos(g^/  -+-  P),  nous  trouverons  les  equations 


(39) 


nr 

ft 


rr 


-  [Z:  -  ^)  M  +  ([O'  ']  -  ^)  M'+  ([o,  2]  -  ^Y-)m''+  [o.  3]M'  = 


A,., 


o, 


(- 


2 


a:- 


M'  -}- 


(.— [Xl 


^)m'^+([2,0]- 

)  ^r+   [3,0] 


Ai,o 

A»,o 


M 


M 


(k«]-^) 


Aj,i 


M'+Ci.SllW^o, 


([».0-^)m' 


M  +    [3,  1] 


M' 


[2,  3]  M"  =  o, 
[3,  aJM'^o, 
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oil  nous  avons  fait,  pour  abreger, 

x  zziin'  —  n  —  g^ 
4Ao,o  =  m'  n^xXoj  4^0,1  ^^ni'  n¥\%^  4Ao.2  =  m'n¥Q, 

4A,,o=w'/i'r.^V,         4A,,i=:m'/i"G'Dy,         ^4Kt=fJi'n"CM'e\ 

4A,,o=:(/wG.Ao-h/?i'F'al/)/?', 

4A,,,  =  (mGiiJ»  -f-  /?i"FMiy)w', 

4A,,,  =  (mG9  -hm"F'Z')n'. 

L'equation  en  g  que  I'on  deduirait  des  equations  (Sg),  par  I'elimination  de  M, 
M',  M"  et  M"',  serait  d'un  degre  eleve;  on  la  resoudra  par  des  approximations 
successives  qui  seront  faciles  parce  que  les  quantites  complcmentaires  A/j 
contiennent  deux  masses  dans  ehacune  de  leurs  parties,  et  parce  que  ^difiere 
sensiblement  de  2/1'  —  n,  de  sorte  que  le  diviseur  x^  n'est  pas  trop  petit. 

15.  Complements  de  M.  Souillart.  —  M.  Souillart  a  apporte  aux  formulcs 
donnees  par  Laplace,  pour  representer  les  longitudes  des  satellites,  des  comple- 
nients  notables  portant  principalement  sur  les  grandes  inegalites  en  nt  —  2,1^ 
/'  —  /et  /"—  /';  ces  corrections  sont  —  91",  -+- 186"  et  —  36"  pour  les  trois  pre- 
miers satellites,  en  laissant  de  cote  d'autres  corrections  moins  importantes;  on 
voit  done  qu'elles  sonttres  sensibles  et  qu'il  est  indispensable  d'y  avoir  egard. 

Sans  reprendre  tons  les  calculs,  necessairement  longs  et  delicats,  de  M.  Souillart, 
je  me  propose  d'en  exposcr  les  principaux  resultats  par  une  methode  qui  me 
parait  assez  simple,  et  qui  apportera  un  controle  utile  dans  une  question  impor- 
tante.  Disons  d'abord  que  M.  Souillart  a  considere  les  termes  des  fonctions 
perturbatrices  qui  dependent  des  arguments 

4/' — 2/  — 2Gy,  ^l'  —  2/  — CJ  — xs\  t\l'  —  'Xl  —  2xs'y 

4/''_2/'_2C',  4/'^_2/'_c5'_c5'',  4/''_2/'— 2^5" 

que  Laplace  avait  laisses  de  cote.  Nous  avons  donne  a  la  page  i3  les  expressions 
des  fonctions  perturbatrices  R;|,  R'^,  R^  qui  contiennent  les  arguments  precedents. 
Nous  en  deduisons  immediatement,  parTapplication  des  formulcs  (4)  du  Clia- 
pitre  precedent, 

de 

-T-  —  —  a^^^e  siii(4/'—  2I-—  ITS)  -h  ^0,1^'  sin(4/'—  2/  —  cr  —  bj'  )  , 


d'oii 


e-7-=z      flrrtjecos(4/'— ?•/ — ixs)  —  b^^^^e' i\o^{!\l' — 3/  — sr— gt')  : 

—  =      flro,iccos('|/'—  2/  —  cj)  —  ^^,ie'cos(4/'  —  2/—  gt'  ), 
-7-  =  —  a^^ie  sin(4/'—  2/  —  cj)   f-  ^0,1^'  8111(4/' —  2/—  cr), 


36 
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on  bien,  en  remplacant  l\l'  —  2/ par  nu, 

—  =iao,,(A'cos2a  -+-^sin2M)  —  6o,i(A''cos2i/ H-  h'  sXniu)^ 

dk 

—  =  ao,i(^cos2M  —  A- sin 2  m)  —  6^,1  (^' cos 2  w  --  ^' sin 211). 

On  mtroduira,  de  meme,  dans  -j-j  -j-j  -7-  et  -j-  des  termes  en 

at      at      at         at 


cos 


.V 


sin 


cos^  ' 


on  pourra  remplacer  [\l!'  —  2/',  ou  2a'  par  i{ii  4- 180°)  =  2m.  On  trouvera  ainsi 
que  les  equations  (A)  de  la  page  19  doivent  etre  remplacees  par  les  suivantes  : 


(a) 


dh 


^-  r^  A:  +  [o,  i]A-^+[o,2]^^+[o,3]^' 


dt 


= m'/iFcosi/  -f-ao,t(^cos2i/  -t-  A  sin 2 a)  —  60^,(A:'cos2m  +  A' sin 2  w), 

4a 


dk 


^+  r3~iA-ro.  iiA'-[o,2]A'-[o,3i/»' 


</; 


=:  +  -  /w'rtF  sin  a  +  ao,i(Acos2M  —  A:  sin  a  m)  —  6,,,  (A' cos  2  «  —  A:' sin  3  u), 


-  on  A:'+[i,o]A-  +  [i,a]Ar''+[i,3]A 


= /i'(/nTj  —  m'FOcosM  +  (a,,oH-ai,j)(^'cos2M  +  A'sinau) 

—  6,,o(X:cos2M  +  A  sin  2  a)  —  6,,,(/r''cos2«  -+- A"  sin 2  a), 


~di 


dh!^ 
dt 


rn  /i'-  [i.  o]A  -  [i,  2]A'-  [i,  ^h" 

=  4--/i'(/nG  —  m^F')  sinf/-4-  (ai,o-+-  ^i,j)  (A' cos 2 a  —  A/ sin  21/) 
—  6i,o(A  C0S2M  —  k  sin2££)  —  b^^i(h"  cos2u  —  A:''sin2  w), 

-  [X]  ^''4-[2,o]A--4-[2,  i]A:'-h[2,3]A--' 


=  -m'w'^G'cosw  H-  a,,,(X:''cos2M  +  A' sin 2 a)  —  6,,i(X:'cos2i/  4-  A'sin2M), 

4a 


rfyt'' 


^^ 


4-  r^n  h"-[2.  o]h  -  [2,  iiA^  -  [2, 3]h^ 


= m'/i''G'  sin  w  4-  «j,i  ( A"  cos  lu  —  k"  sin  2  // )  —  6,,i  ( A'  cos  22/  —  k^  sin  2  a), 


dh 


m 


dt 

dk" 
dt 


rn  ^"'-h[3,o]A-4-[3,i]^'4-[3,2]F=o, 

X]A'^-[3,o]A-[3,i]A'-[3,2]A'=:o, 
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3? 


rf*p 


Voyons  maintenant  ce  qu'il  faut  ajouter  aux  equations  donnant  t~>  — 
Nous  trouverons  sans  peine 


di 


(^) 


£  — . . .  —  3/1    d7o,ie'sin(4/'—  ^/—  acj)  —  2^o,,ee'sin(4/'—  2/ —  cj  —  gj') 

-^  «1.0^'*  sin  (4  /'  —  2  /  —  2X3'  I , 


m 
m 


•  •  • 


•  •  •  • 


Celapose,  nous  allons  chercher  une  solution  particuliere  des  equations  (a), 
sous  la  forme 

h  :=B,  sinw,  k  =iB,  cosm, 
A'  =  B',  sin  w,  k^  =1 B',  cos  w, 
A''=iB;sinw,        k"  —  W^co%u, 


(4o) 


Cette  forme  est  possible  parce  que  Ton  aura 

A:  cos  21/  -+-  A  sin  21/=      Bscosi/, 
hcos2u  —  A: sin 2b  ~  —  B,  sini/, 

de  sorte  qu*en  substituant  les  expressions  (4o)  dans  les  equations  (a),  on  aura, 
dans  tons  les  termes  de  chacune  d'elles,  s'lnu  ou  cosu  en  facteur.  On  trouvera, 
en  egalant  a  zero  ces  coefficients  de  sin  a  et  de  cosu^  et  tenant  compte  de  la 

valeur  2«' —  n  de  -j-* 

dt 


( 


n  —  2n'  -h 


0 


J-t-  «o.,)B,-  ([0,1]  +  60,,)  B;  -  [0,2]  B;  =  i  m'nF, 


(«  — a«'+|_i_j+a,,o-+-a,,,)B;  — ([i,o]  +  6,,o)B, 


(40 


-  ([1,2]  +  6,.,)BI  =  -  /i'(mG  -  m'F'), 

.4 


I 


(/I  -  2/1'+ [;T] -I- a..,)B; -[2,o]B,- ([a,i]  +  6,,,)B;  :=-- m'rt'fi' 


Les  valeurs  de  Bj,  B'  et  B'  differeront  peu  des  suivantes 


B,=     4 


(4a) 


b;  = 


Bl  = 


I                  m' 

nF 

^  n  —  2n'-\- 

0 

9 

1              n'(n 

iG- 

m'^F') 

^    /I  —  2/l'4- 

I                 m'  r 

I 

^-«i,o^-«i.« 

I'G' 

• 

_, .     ..   , 

n  —  2/i'h- 


2 


a 


s.i 
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les  petites  corrections  k  apporter  aux  valeurs  (42)  de  Bj,  B^  et  B*  se  deduiront 
aisement  des  formules  (4i)  par  la  methode  des  approximations  successives. 

Arrivons  maintenant  au  calcul  du  complement  de  p  d'apres  Tequation  (b). 
Nous  avons,  d'apres  ce  qui  precede, 

h=e  sinnj  =  B,  sin(2/'— /)  H-M  sin(^r -f- P)  4-M,  sin(^,^ -h  Pi)  H-. . . , 
k  =ze  coscj^zB,  cos(2/'—  /)  4- M  cos(^^  -h  (3) 
h'=e'  smxs^'=B'^  sin(2/'— /) +  M' sin(^^  H- P) 


On  en  deduit  sans  peine,  en  negligeant  les  carres  ct  les  produits  des  quantites 
M,  M|,  .. .  M',  .. ., 

e  sin(2/'—  /  — ct)  =:M  sin( 2 /'—  /  —  ^^  — ^ )-+-.. ., 
e' sin(2/'— /- cj')  =:  M' sin( 2 /'— /  —  ^^  —  (3)  4-. . . , 
e'sin(4/'—  2/  —  2nj)  =2BjMsin(2/'— /  — ^^—  (ii)  4-. . ., 

ee'sin(4/'— 2/— cj  — T;j')  =  (BjM'4-B;M)sin(2/'— /  — ^r  — j3)H-..., 
e'«sin(4/'  — 2/— 2Gy')       =2B;M'sin(2/'-/  — ^r— (3)..  ., 

et,  en  substituant  dans  I'equation  (6),  il  viendra 


n  Uo, 


^=,,,^6n\  ^0,1  B,M  ^  6o.i(B,M'4-  B;M) 


m 
m 


d'oii 


^a,,oB;iVr|  sin(2/'-/-^r-(3)-...; 


^P ^  (^-'iTIZJy  L.tB,M-^,,(B,M'+B;M) 


(43) 

m 


"^^^  ^i.oB;M' 1  s*m(2/'-  l-gt-i^)  -.... 
ni\Ja  J 


Les  termes  non  ecrits  se  rapportent  aux  racines  g^y  g.^,  g^,  autres  que  g. 

On  trouvcra  de  meme  Ap'  et  Ap";  mais  nous  n'insisLerons  pas  sur  ce  point  qui 

ne  presente  plus  de  difficulte. 
M.  Souillart,  a  qui  j'avais  communique  la  solution  precedente,   m'a   fait 

observer  que  la  meme  methode  permettrait  do  tenir  compte  des  termes  des 

fonctions  perturbatrices  qui  ont  pour  arguments 

6/'  — 3/  — Sgt,     ...,     6/"— 3/'— Sgt',     .... 

On  trouve,  en  effet,  que,  pour  avoir  egard  a  ces  nouveaux  termes,  il  faut  com- 
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pleter  les  equations  (a)  commc  il  suit, 


dh 
dt 
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O     |A    H-[0,Tj^'4-[0,2]r 

=  -^\ZCi^k^—1i')-'ii{kk'-  hh')  4-  (J(r«—  A'«)]  cos3// 
—  [^Ckh  —  2^{kh'-hhk')  -h2^k'h']  sin3  w, 


dt 


k'-h[i,o]k^[i,2]k" 


[ec'k'h' 


m 


\fa 


( 


A'*)  —  2r(k'k'—  h'h")  H-  g'CA-"*—  A'^« )]  cosS  a 
'  2ff'  {k'  h"  -^  h'  k')  -^  2q'  k"  h'^^AnZu 

[2.fA:/i-2g(A:A'4-M')-+-65)fA']sin3wl, 


—  [jT]  ^^  H- [  2,0]  A- H- [2, 1  ]  ^' 


=^_  ^V^£(     [S\k'^-  h'^)-2q'{k' k" - h' h")  ^Z^'{k'^- h''^'\co^Zu 

H-[2;f'A'A'  — 2g'()t'^''-h^'r)^-65'r/^'']sin3Ml; 
lcs  quantites  <!:,  ^,  ...  sont  des  fonctions  des  masses  et  dcs  grands  axes,  que 
nous  n'ecrivons  pas  pour  abreger. 

En  cherchant  la  solution  particuliere  des  equations  (a)  completees  ainsi, 
sous  la  forme  (4o),  on  trouvc  que  les  quantites  Bj,  B'^  et  B^  seront  determinees 
par  les  equations  suivantes 


o  — :  (  /I  —  2  m'  -+- 

-(3CBJ- 

O  :=  (  W  —  2/1 


Zl  +  ^o.i)B,  -  ([0,1]  +  ^,ob;  -  [0,2]  b;  ~ 
2;fB,B;4-yB;*), 

H-  «i,o  H-  «i,i  )B;  —  ([1,0]  -h  ^i,o)Bi 


-m'/iF 
2 


771  y/flr 


//I 


-^^  (^Bj  -  2gB,B;  -+-  3sb;*)  -+-  36'b;'  -  2.rB;B; 


G'b:', 


o 


:^(;t--2,^^H-nn  +  qM)B;-[2,0]Bs-([2,l]  +  ^t,l)B^  +  -/n^l^(r^ 


1 
2 


"^^4l  (J'B- 


7/1 


"  v/a' 


2g'B;B;  +  35'B;M. 


Resolvant  la  premiere  de  ces  equations  par  rapport  a  B^,  la  seconde  par  rap- 


4o  CHAPITRE    II. 

port  k  B!^,  la  troisieme  par  rapport  a  B^,  et  posant 


6.=     r 


m'  nF 


6',= 


6;=-r 


I 

2 


/I—  2/^'^- 

o 

1 

/^'(m''F'- 

-mfi) 

/^  —  2  /i'  H- 

1 

-+-  «!,0  -*-  «!,l 

m'n''G' 

7 

/I  —  2  /i'  4-  I   2    I  4-  a, , 


puis  reduisant  en  nombres,  M.  Souillart  a  trouve 


(44) 


(45) 


(46) 


B,  =:  6,  +  (2,26784)b;  4-  (4,7885o)b; 

4-(2,46623)BJ  —  (2,936i9)B,B; -+-(2',8o228)b;S 

B;  zz:6;  h-(2,o68oi)B,4-  (2,57998)6; 
-  (2,44o32)BJ4-(2,90247)B,B; 

4-(T,25ji5)b;b; 

B;  =  6;  +  (5,93857)B, -h(3,92484)B; 

-h  (i,295o3)B'/ -(;,76429)b;  B; 


(1,077  i4)b;« 

(I,ii835)b;«, 


(2,62898)  b;«. 


On  a  d'ailleurs 


6,  =:  (3,59620),      6;  =  -  (3,95926),      6;  =  (4,79357). 

Les  equations  (44).  (45)  et  (46)  se  pretent  parfaitementaux  approximations 
successives.  Si,  dans  leurs  seconds  membres,  on  fait 

on  trouve  ces  nouvelles  valeurs 

B,  =  (3,57750),        B;  ^  -  (3,95592),        B;  =  (4/73674) . 

En  substituant  ces  dernieres  valeurs,  on  obtient 

B,  =  (3,57862),      b;  =  -  (3,95682),      b;  =  (4,73872), 

d'ou  resultent  les  inegalites  suivantes  dans  les  longitudes  des  trois  premiers 
satellites, 


i563''sin(2/-2/'),        -  3735" sin (/- /'),        226''siii(r- /') 
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M.  Souillart  avait  trouve  d'abord  par  sa  theorie  complete,  en  considerant  les 
termes  auxquels  nous  avons  eu  egard  autrement,  les  coefficients 

i56i'',     —3787%     226%- 

I'accord  est  done  tres  satisfaisant;  les  nombres  de  Laplace,  pour  les  memes  coef- 
ficients, etaient 

1 634%     —  386o%    262"; 

ces  valours  de  Laplace  supposaient 

o   __  I  m'/iF  „,  I    /^'(/?^'F'— mG)  ^,  i  w'/i^G' 

15  J  —    —    —  i  Ijj  in »  1)2= * 

^  n  —  2n'-^\    o    I  ^  n—'2n'-h\    '  ^  n  —  2n'-h\   ^'    | 


Les  termes  consideres  par  M.  Souillart  ajoutent  de  legers  complements  aux 
equations  (89);  mais  nous  ne  pouvons  pas  insister  sur  ce  point. 

En  terminant,  nous  ferons  une  remarque  sur  le  calcul  dcs  inegalites  perio- 
diques,  tel  que  nous  I'avons  presente  au  commencement  de  ce  Chapitre.  Consi- 
derons,  pour  fixer  les  idees,  la  portion  suivante  de  la  fonction  R^, 

3  a^ 

Ro  =  -  m' n^  —fz  ecos(/'— cj); 
"2  a" 

on  en  tire 

de  3     ,     a^ 

Tt  =--mn^^sin(l'-u^), 


dm  3      ,     a} 

-7-  =-+-  -  m'n  -J 
dt  2  a 


e  —r-  =.-\ —  m' n  -rzCOs(l' —  xn). 


Si  nous  voulons  en  deduire  8e  eteSxs,  il  convient  d'avoir  egard  a  la  variation 
de  GT,  comme  on  Ta  fait  pour  la  methode  de  Poisson  dans  le  cas  de  la  Lune.  Or, 

d'apres  la  formule  (9)  de  la  page  19,  la  partie  principale  de  -^  est  egale 


o   I  ;  il  viendra  done 


3      ,      a*   cos(/'  — Gj) 


0 


^         3      ,     a'   sin  ( /'  —  Gj  ) 
eoi3=z  -  m'  n  —rr  ^—      -- 

2  a''    n'-^nr~ 


On  en  deduit 

,,   ^                  ^,       3      ,      <7'        sin/'                *f       3     ,     a^        cos/' 
(47)  oh-=i  -  m'  n  -rr  >  ok  =1  -  m'  n  -tt 


/i'—      c>  ^  ^     n 


0 


tandis  que  nous  avions  trouve  (p.  17), 

/,ov  «,        3      ,     a*  sin/'  ^,        3      ,     a*  ros/' 

(48)  ^h^-m'n-TL  — r-j  dk  =  -  m' n  -y^ — r- 

T.  -  IV. 
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Ces  deux  systemes  de  formules  sont  en  desaccord.  Auquel  doit-on  donner  la 
preference?  C'est  au  groupe  (4?);  en  effet,  nous  avons  trouveles  formules  (48) 
en  partant  des  equations 


dt 


a 


dk 


=  -  m'n  -rr  cos/',  -rr  = 


2 


a 


dt 


Z      .     a-         ,, 

m n  —rz  COST; 

2  a^ 


or,  il  sera  plus  exact  de  tenir  compte  du  terme  seculaire  le  plus  important  en 
prenant 


dh 

dt 

dk 
dt 


() 


a} 


k^^      -  m' n^-rr  cos/', 
2  a'^ 


() 


h  — 


a" 


m' n  —7T  sin/'. 

2  rt'* 


Ces  deux  equations  sont  verifiees  identiquement  par  les  expressions  (47); 
ainsi,  les  deux  procedes  s'accordent  maintenant.  Nous  avons  omis  la  correction 
precedente  dans  les  inegalites  a  courtes  periodes  parce  qu'elle  serait  tres  faible ; 
on  pourra  du  reste  en  tenir  compte  facilement  si  on  le  juge  a  propos. 
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CHAPITRE  IIL 

THfiORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  —  IN^GALITtS  S^CULAIRES 

DES  N(EUDS  ET  DES  INCLINAISONS. 


16.  Formation  des  Equations  diffirentielles.  —  Nous  partons  de  Texpres- 
sion  (i5)  du  Ghapitre  I,  pour  la  fonction  pcrturbatrice  Rj.  Les  equations 

,     do  aR,  ,    dQ       dR, 

donnentsans  peine  (*) 

(  ^  =(o,i)9'sin(9-5')-+-(o,2)9'sin((?-0'')-h(o,3)9''sin(0  — 6-^) 
(j)  I  cit 

(  4-  [o]9,  sin(0  — ^i)  —  (o)wsin(0-+-4'), 

9  — =^-r^9-H(o>O?'cos(e~0,)-^(o,2)9"cos(e-^) 
ai  

-+- (0,3) 9*^  cos(0  —  e'')  H- [o] 9i  cos( e  —  0i)  —  (0)0)  cos(e -h 4^). 

Onauraitdes  formules  analogues  en  ^>  •••?  ^>  — 

II  nous  rcstc  a  calculer  la  position  de  Tequateur  de  Jupiter  a  une  epoque  quel- 


(*)  La  formule  (2)  montre  que  la  moyenne  de  -p  ®st  6gale  k  —  \   »    |  ;  d*apr^s  la  formule  (9)  du 

Ghapitre  II,  la  valeur  moyenne  de  -%-  est  6gale  k  -^  \    o  \ ,  do  sorte  que  ces  deux  quantitds  sent 

^gales  et  de  signes  contraires,  co  qui  est  un  r^sultat  intoressant.  Jo  profite  do  Toecasion  pour  r^parer 
un  oubli  commis  dans  mon  Toroo  III,  k  la  page  i47-  Pr^occup6  do  rctrouvor  les  inegalilds  p6riodiques 
causces  par  raplatissement  do  la  Terro  dans  le  mouvement  de  la  Luno,  j*ai  omis  de  parlor  des  in^ga- 
lit^s  s^culaires  correspondantes  de  m  et  do  0.  Elles  ont  6t6  romarqu6os  pour  la  premiere  fois  par  Han- 
sen, qui  les  a  calcul^es.  M.  G.  Hill  a  conrirm6  sos  r6sultats  et  trouv6  -f- 6*, 8201  et  — 6',4i28  pour 
les  mouvements  annuels  du  p^rig^e  et  du  nceud. 


rfw             I         ^U 

d^ 
dt  ~ 

I         d\} 

dt   ~~  iCsiiiw  d^ 

I C  sin  CO  do) 
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conque,  en  tenant  compte  de  Tattraction  du  Soleil  et  de  celles  des  satellites. 
Les  formules  (i)  (t.  II,  p.  427)  nous  donnent,  en  n'ayant  egard  qu'aux  termes 
seculaires, 

(3) 

oil  i  et  C  designent  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  Jupiter  et  son  moment 
d'inertie  polaire.  Ces  formules,  etablies  pour  la  Terre  troublee  par  la  Lune,  sup- 
posent  que  la  longitude  du  noeud  descendant  de  I'equateur  est  egale  a  —  ^'^ 
c'est  bien  ce  que  nous  avons  admis  pour  Jupiter  (p.  6).  D'autre  part,  les  for- 
mules (i)  (t.  II,  p.  4o5),  donnent,  en  designant  par  A  et  B  les  deux  autres  mo- 
ments d'inertie  principaux,  et  par  z  la  distance  du  satellite  au  plan  de  I'equateur, 

d'oii,  eu  remplagant/  par  /i^a*,  et  -  (p.  6)  par 

5  — 5i  =  9sin(/—  0)  -+-  wsin(/-htj;), 

et  ne  conservant  que  les  termes  independants  de  /, 

3 

(4)  U=—  g  (aC  — A  — B)m/i»[9«H-a>*4-29wcos(e4-4^)]. 

11  faut  aussi  tenir  compte  de  Taction  du  Soleil,  ce  qui  donnera 

U=:-?,i«af(2C-A-B)4' 
4  a\ 

oil  Ton  aura 


—  =  <p,  sin(/t  —  61)  -h  a)sin(/i  H-^^). 
ax 


II  viendra  done 


(5)  Uzn—  I  /i;(2C  — A— B)[9j-+-a)«4-2(p,wCOS(0,-t-4^)]. 

En  faisant  la  somme  des  expressions  (4)  et  (5),  et  la  portant  dans  les  for- 
mules (3),  on  trouve 

^  =  3  77^p— [/i;9,  sin(0, -H4^)4-m/i«9sin(0-h4^)  4-...]» 

w  ^  =3 Y-r^ [/ijw  H-/ij9iCos(6i-i-4')-hm/i*(«)M-/n/i*9Cos(6-hvp)  +...]» 

oil  les  points  representent  les  termes  provenant  des  autres  satellites. 
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Posons  maintenant 


^      .2G-A-B       , 


(6) 


=  3 r-rr; m'n  * 


4«C        '         W--        4/c 

(0  =  ^^^W^'''-       C=®-^®-H0-H®-H©, 


»   • 


et  nous  pourrons  ecrire 


(7) 


w  ^  =:09icos(0i  H-iJ^)4-  Qa)H-(o)9Cos(0  4-4')  4-09'cos(^'-+-^{^)-+- 


Nous  avons  done  maintenant,  pour  determiner  les  dix  inconnues 

9,  9',  9%  9^  CO ;     B,  Q\  Q\  6%  ^, 

les  deux  equations  (i)  et  (2)  etles  six  equations  analogues,  enfin  les  deux  equa- 
tions (7). 

17.  Changement  do  variables.  —  Adoptons  les  variables  employees  par 
Lagrange  dans  le  cas  des  planetes  (t.  I,  p.  171), 


(8) 


/?  =  9sin6,        p'  =:<f' sind'f        ...,        />'^  =      w  sin<^,        $zz:9,  sinSi, 


^  =  9  cos  0,        <7'  =  9'  cos  0', 


.IV 


wcos^j^,        ^==9iCos6i; 


et  nous  trouverons  sans  peine  les  equations 


/  dp 
dt 


+  [IoI|7-(o,i)^'-(o,2)/-(o,3)^^-(o)^'^=4-[o]^, 


dq 

dt 


^  -V^p  -H(o,i)/>'H-(o,2)/.''-h(o,3)/.-+(o)^'^=-[o]a\ 


(9) 


dp^ 
dt 

d£ 
dt 


-^Mj7'-(^o)^-(i,2)^"-(i,3)<7«'-(i)/>'^  =  4-[i]5, 


-  rrip'-h  {i,o)p  4-  (i,2)/>''-h  (i,3)p--f.  (i)p'^=-  [i]4\ 


;   dt 


®p  +  ®y+©A>'+®/>"-O/>^^=-0«, 


Les  quantites  9  et  ^qui  fixent  la  position  de  Torbite  de  Jupiter  par  rapport 
au  plan  fixe,  a  Tepoque  t,  sont  des  fonctions  du  temps  qui  restent  tres  petites 
pendant  plusieurs  siecles,  et  dont  nous  donnerons  les  expressions  plus  loin. 
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Nous  allons  integrer  d'abord  les  equations  (9)  en  faisant  abstraction  des 
seconds  membres;  nous  aurons  alors  un  systeme  de  dix  equations  lineaires 
simultanees,  a  coefficients  constants.  Leurs  integrates  generates  seront  de  la 
forme 

p  =:N    sin(6^-hy)4-Ni  sin(^,/-hyi)  4-. .  .-HN4  sin(64^-hy4)> 
p'  =N'  sin(6^-hy) -hN'i  sin(6i/-Hyi)4-...-HN4  sin(^^4^ -Hy*), 


(10) 


;>'^izzN»^sin(6^4-y)-hN';sin(6i^-Hy,)-h...4-N';sin(^*^-hy*); 
q  =N  cos(6^-hy)-hNi  cos(^i^-Hyi)-f-. .  .-HN4  cos(64^-hy4), 
q'  =zN'  cos(^^-Hy)  -hNj  C0S(6,^-Hyi)4-.  . . -h  N^  cosC^*^ -h  yi), 

> 

^'^=N'''cos(^^  4-  y)  -i-N7  cos(6i^  -h  yi  )-*-...-*-  Ny  cos(^4^  4-  y^) 

oil  les  N,  Y  et  6  sont  des  constantes.  En  ecrivant  que  ces  expressions  verifient 
les  equations  (9)  privees  de  leurs  seconds  membres ,  et  egalant  a  zero  les 
termes  d'argument  bt  -+-  y»  on  trouve  les  relations 

-  (^  4_  QT]  )N  -+-  (o,i)N' -h  (o,2)N'-*-  (o,3)N'^-H  (o)N'^  -  o, 

(II)  \       (i,o)N-(6-*-[:T:])N'-*-(i,2)N-^+(i,3)N^-*-(i)N'^  =  o, 

» 

(o)N4-©N'  +  ©N'+®N'— (fe  +  0)N"'  =  o; 

si  Ton  ^limine  entreces  cinq  equations  homog^nes  les  cinq  quantites  N,  N>  N", 
N'  et  N'^,  on  obtient  I'equation 

-(6  +  EZ])  (0.0  (0.2)  (o,3)  (o) 

(1,0)  -(6-+-EI])  (1.2)  (1,3)  (I) 

(la)  (2,0)  (a,i)  -(ft +  111])  (M)  (a) 

(3,0)  (3,1)  (3,2)  _(i,  +  [T])  (3) 

(0)  ®  ©  ©  -(6+0) 

qui  est  du  cinqui^me  degre,  et  qui  a  pour  racines  b,  6,,  b^,  b^  et  64.  Les  rap- 
ports 

(^3)  ^-(7,  j^^a,  N-=<^,         "i^-^ 

seront  determines  par  quatre  des  equations  (11)  qui  seront  des  equations  du 


=zO, 
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premier  degre  relativement  aux  inconnues  a',  . . .,  a^"^.  On  aura  de  meme 

(  -  (^  +  [JJ  )Ni  -+-  (o,i)N;  -h  (o,2)N;  -h  (o,3)N:  -h  (o)N-  =  o, 
(III)  ' 

ce  qui  determinera  les  rapports 


N'  N"  N*^  N'^ 

pf;-^i.     n7~^»'     n;-^*'     n;-''*' 


on  arrivera  ainsi  jusqu'au  calcul  de 

N'  N'  N"'  N'^ 

N,  ■"^*'     Ni"^*'     n;-''*'     n^-""*' 

Finalement,  il  restera  les  dix  constantes  arbitraires 

('4)  N,  Ni,  N„  Nj,  N^;     y,  y,,  y„  y„  y^. 

Les  equations  (lo)  donneront  done  bien  les  integrates  generates  cherchees. 
On  demontrera,  comme  on  I'a  fait  pour  les  inegalites  seculaires  des  planetes 
(t.  I,  p.  in),  que  I'equation  (12)  a  ses  racines  reelles  et  inegales, 

18.  Integration  des  Equations  (g)  avec  leurs  seconds  membres.  —  Nous 
ferons,  pour  plus  de  symetrie, 


\q=-^[0]^\  Q'=:-[i]«,  Q'v^_Q^^ 

La  premiere  chose  a  faire  est  de  connaitre  les  expressions  de  $  et  de  ^  en 
fonction  du  temps.  Nous  choisirons  pour  plan  fixe  le  plan  de  I'orbite  de  Jupiter 
a  Tepoque  zero.  La  theorie  des  inegalites  seculaires  des  planetes  donne,  relati- 
vement a  Tecliptique  de  i85o,  les  valeurs  de  $  et  de  ^,  que  nous  designerons 
pour  plus  de  clarte  par  9^  et  ^^,  sous  la  forme 

oil  les  signes  ^  comprennent  autant  de  termes  qu'il  y  a  de  planetes,  soit  huit; 

les  S  et  (;  sontdes  constantes,  et  Ton  sait  que  les  valeurs  des  s  sont  tres  petites. 
Relativement  a  Tecliptique  de  i85o,  la  position  de  Torbite  de  Jupiter  a  I'epoque 
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zero  sera  determinee  par  les  formules 

la  position  de  Torbite  de  Jupiter  a  Tepoque  /,  rapportee  a  la  position  qu'elle 
occupe  a  I'epoque  zero,  sera  determinee  par  les  formules  approchees  (t.  I, 
p.  345), 

On  aura  done 

(16) 

^=^S[C0S(5/-hg)  —  coss]. 

Les  formules  (i5)  et  (16)  determinent  P,  P',  . . .,  Q,  Q',  . . .  en  fonction  de  t. 

Nous  conserverons  les  expressions  analytiques  (10)  pour  exprimer  les  inte- 
grales  generates  des  equations  (9)  avee  seconds  membres,  mais  en  y  regardant 
comme  variables  les  dix  constantes  arbitraires  (i4)-  La  nouvelle  expression 

de  ^  sera  egale  a  Tancienne,  augmentee  de 

U-h  Ui-h  Ut-h  Ui-h  U^y 

en  posant,  d'une  manifere  generale, 

cfS  •  dy  ■ 

(17)  Uiz=z  ^  s\n{bil -{-  yi)  -h'Si  -^  cos(bit -h  yi). 

Mais  Tancienne  expression  de  ^9  ajoutee  a 

I  o  I  g  —  (0,1)^'  — . . .  -(o)^'^ 
donnaitet  donnera  encore  un  resultat  nul  identiquement.  11  viendra  done 

W  4-  l/i  4-  Wj  -f-  1/3  -h  W4  =  P, 

La  troisieme  des  equations  (9)  donnera  de  meme,  en  ayant  egard  aux  rela- 
tions (i3), 

a'  a  -h  o-j  Wi  4- . .  .  4-  (j\  u^  =:  P'. 

On  aura,  d'autre  part,  des  resultats  analogues,  relatifs  aux  quantites  q,  en 
faisant 

(18)  t,/=z— icos(6,^4-y/)  — N,-^'sin(^,/4-y/), 
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(le  sorte  que  Ton  obtiendra  cct  ensemble  d'equations  : 


/  W  H-  Ml  4-  Ui-hUi  4- W;  — P;  i'-h  i'i4-  ij-H  ^3  4-  i'4=:Q, 

('9)  \  a'u  -^-o•',  w,4-  o"',  w, -h  o-j //j  -Ho-'^Mj  —  P';       j'l*  -t-  cr'^  Cj  -+-  (jj'cj  4- cJj  t's  h- (7^  r^  =  Q', 


Pour  resoudre  ces  equations,  il  est  necessaire  d'etablir  quelques  relations 
preliminaires. 


19.  Formules  pr61ixninaires.  —  Posons  pour  plus  de  clarte 


X  —  IXi 


fi  /c 


et  nous  trouvons  aisement  les  relations  suivantes,  en  nous  reportant  aux  for- 
mules (2)  et  (10)  du  Chapitre  I*%  et  (6)  du  Chapitre  actuel, 


(21) 


(o,i)f  =  (i,o)c';         (o,^)c  -"('^.jojc"; 

(l,2)c'.:::(2,l)f'; 


(O)  C  -:=  '^y\ 
(l)c'z:z©c-'\ 


En  admettant  pour  les  constantes  — ^-^  -— -  et  /les  valeurs  de  Laplace,  on 

peut  calculer  les  constantes  c,  r',  c" ,  c"'  et  c*". 

Cela  pose,  si  Ton  elimine  |   «»    |  entre  les  premieres  des  equations  (ii)  et 

(11,),  puis  entre  Ics  secondes  de  ces  memcs  equations,  puis  entre  ies  troi- 
siemes,  etc.,  on  trouve 


(6-^)NN.      := 


(6-6.)VV, 


-t- 


(o.OiN'N,  -  N',  N)  -i-  ^o,•^)  (NV\,  -  N;N) 
(o,3)(VN,  -  \:N)  +  (oXN'^X,  -  \v  N), 

(i,o)(N', N  -  N'X,)  +  (i,a)( V,N"-  N'N; ) 

(i,3)(n;n'-x'n;)  i- (ixn'.n'"- n'xv). 

(2,o)(NN";  -  -VX.)  +  (a,i)(N'N;  -  N'N', ) 

(2,3)(N'n;  -  N"N7)  -t-  (2)  (N"'n;  -  n"\7), 

(3,o)(NN;'  - N, N')  +  (3,i)(N'N7  -  N-'N', ) 

(3,2)(N'n; — n'n;)  +  (3)  (N'^\•;'  -  n^n-,'), 

6,)  N'^NY  =     (o)(NN'.'  -  X"'N,)  +  CDCN'N'j'  —  N'^N', ) 

®(N'N7-  N'^NJ)  +  ©(N'N','  -  N''N7). 


(fe-6,)N"N;   ^ 


(6-6,)N"N7  = 


{b- 


En  multipliant  ces  cinq  equations,  respectivement  par  c,  c,  r",  r",  c^",  ajou 
T.  -  IV.  7 
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tant,  et  tenant  compte  des  relations  (21),  on  trouve  que  les  seconds  membres 
donnent  une  somme  identiquement  nuUe  et  il  vient 

On  peut  supprimer  le  facteur  6  —  6,  different  de  zero,  et  Ton  obtient  Tune 
des  relations  contenues  dans  le  type  general 

cNrN,  -h  c'N;N;-h  c^N;N;-h  <fKK-^  c''N';n«/  =  o, 

oil  les  indices  r  et  5  peuvent  recevoir  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  4  sous  la  condition 
r^s.  En  divisant  par  N;.N,,  et  introduisant  les  quantites  ay\  il  vient 


(22)  c  -4-  c'cj>;  ■+-  c" (71,(11^  c'^r^s  -H  c'^'aJTai'  =  <>• 

La  resolution  des  equations  (19)  est  maintenant  facile  :  en  les  multipliant 
par  des  facteurs  convenables,  et  tenant  compte  de  la  relation  generate  (22),  il 
vient 

i     >  > 

oil  Ton  a  pose 


On  a  maintenant,  d'apres  les  formules  (17)  et  (18), 

dHi  sinv;  ,   ^  .    t  * 

— Li  =  «^.  COS  6/  ^  —  i',  sm  6^  ti 

at 

-, — *—  =  Ui  sm  bit  4-  i'4C0S6>|/, 

at 

de  sorte  que  Ton  tirera  des  equations  (23), 

^^^^^^  ~     (/P  4-/'P' -H/'P" 4-/'"P''  -f-/^F^) cos^/ 
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^^^-^^  =     (/P  -4-/'P'  -^fP'  ^f  P"  4-/"^  P'^)  sin  ht 

(/Q  -^/'Q'+r  Q"  -^r  Q'  -+-/'^Q''')  cos^/, 


-(/iQ-^/;Q'+...4-/rQ'^)sin^/. 


En  remplaQant  P,  P',  ...,  Q.  •••  par  leurs  valeurs(i5)  et  (i6),/,/',  . .  .  par 
leurs  expressions  (24)»  on  trouve 

— 2 — '  =     '^^  ^S[cos(5^-h€  — 6^)    —  cos($  — ^0]» 
(25)  /     "^dT^  ^"^^  ^S[sin{st^^^bt)    -sin(g-60], 

I_i01lz=:        Xi  VS[C0S(5/  4-5  — ^,/)  -COS($  — ^1^)], 


ou  Ton  a  pose 


_  [o]c  -h  [i]c' (7'-{-  [2]c"v"-^  [3](f  (j'^-h  Qc'' a^' 


(^6)  __[o]c-H[i]cV,  +  ...-l-0c-a- 

■lib  I —    — 


c4-cV,*4-...4-6-'*'arV* 


20.  Resolution  des  Equations  (19).  —  On  pent  effectuer  immediatement  les 
integrations  dans  les  formules  (25),  et  il  vient,  pour  les  variations  SNsiny, . . . 
de  Nsiny,  . . ., 


(•^7) 


dN  cosy  =OX,'^S  [S2^(lLtJ_d!i)  +  cosji -bl)l 
3N.siny.=  OX^^S  pi£i±i_z_^iO  ^  ^'"(^-^01 


On  aura  ensuite,  d'apres  les  formules  (lo), 

dp:=sin  6^  dN  cosy -4-  cos6/(JNsiny  4-  sin6i^(JN,cosyiH- . . .. 
dq  z=  cos  bt  dN  cosy  —  sin  bt  5N  sin  y  -+■  cos  bi  t  ^Nj  cosyj— . . . , 
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et  il  en  resulte 

%  V^    O    /       ^^^'  ^^1  "^^?  ^^■'3  "^^4      \       •       /     -  X 

XI  o    /  '^  '^l  ^^1  ^^^3  'i'^iX      . 


Les  8y,  8y\  .    .  s'obtiennent  en  changoant  les  sinus  en  cosinus.  Les  expres- 
sions precedentes  peuvent  se  simpiifier  un  peu;  on  doit  avoir 

vCi  vbt  -vb*  <vG«  OL"»i 

h  Oi  hi  h^  b^ 

(29)  \  (7^     g;  or.,     cj'.x,  ^  (j'jjp,     (t;^^  __  _ 

h  hi  hf  />3  //j  ' 


En  effet,  dans  les  expressions  (28),  lestermes  en  sin^  et  cose  constituent  une 
solution  des  equations  (i)  dans  lesquelles  les  seconds  membres  sont  reduits  a 

—  [o]2^^^^^'         -i- [oJ^Ssing,         —['12*^^^^'         -f-[i]2Ssins, 


•    •    •  • 


Or,  cette  solution  se  trouve  immediatement  sous  la  forme 

/?=  —  2  ^  sin ^  — //  —  //  =  . . ., 

CJir,  en  suhstituant  dans  les  equations  (9),  il  vient 

[o]  -4-  (o)  4-  (0,1)  -f-  (0,2)  -f-  (o,3)  —  I   o   I  I  ^  Sense  -  o, 
![i]-+-(i)-4(i,o)-4-(i,'^)-f-(i,3)-  [T]  j^Scosczno, 


Or,  ces  condilioYis  sontverifiees  d'apres  les  formules  (10)  du  Chapilre  II.  En 
comparant  la  solution  precedente,  qui  doit  etre  unique,  a  la  partie  constante  de 
la  solution  (28),  on  oblient  les  relations  (29). 

II  est  facile  d'exprimer  maintenant  les  latitudes  A,  X',  X",  X*^  des  satellites 
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au-dessus  du  plan  fixe.  On  a,  en  negligeant  rexcentricite  et  les  perturbations 
de  la  longitude, 

X  =  sin9sin(/  —  0)  =zq  ^\ni  —  pco^L 

II  en  resulte,  avec  les  expressions  precedentes  de  p  ct  de  q, 

_2Ssin(/-s),       ' 
—  2Ssin(/'-sn 


Soient  A,  A',  A",  A"  les  latitudes  des  satellites,  rapportees  a  I'orbite  de  Ju- 
piter pour  Tepoque  t.  On  aura 

A  — X  =  f  cos/  — ^sln/rzVs  sin  (/-?)  — VSsin(/  — .«  —  ?), 
d'oii 

/  A  =  2  ^  ^'"('  -  *'  -  ■/)  -t-  2  S  f -^  + . . .  +  -^^--  _  ,)  sin(/  -St  -  s). 
(3i)    {  ^   ,  ,      *        "^ 

A'rr  ^N'silK/"-  /./  -  y)  4-  2  S  (,^^  +  •  •  •  -  J^  "  ')  B\n{r  -  St  -  g), 

.r=r  2  N'^sinCr-  /;/  _  y)  -+-  2  S  (-^  4-. . .  -+-  ^^^^  -  i)  sin(r- ./  -  g). 

21.  D6termination  des  constantes  arbitraires.  —  Soient 

?o.      ?«,      ?o»      ?o»      Wo, 
^o»      9o»       ^o»       ^o»       +0 

les  valeurs  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  noeuds  a  I'epoque  o,  rappor- 
tees a  la  position  correspondante  de  Forbite  de  Jupiter; 

'  IV  '  IV 

Pof     Pn*       •  •  •  ♦      Pa  ?        ^o>      ^o»       •  •  •  >      ^0 

les  valeurs  que  Ton  en  deduit  par  les  formules  (8).  Les  expressions  generales 
de  /?,  y,  . . .,  p^"^  et  ^r'^  s'obtiennent  en  faisant  les  sommes  des  expressions  (lo) 
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et  (28),  Faisons-y  /  =  o  et 


Nsiny  =  0:,         Nj  s\nyi^=x 


i> 


\=  Po-h 


X'-/>'o-^ 


Ncosy  =/, 

^4  —  s 

0-4X4 
^4  — .? 


4-1 


-HI 


N,  cosy, 
j  sin«, 

j  sing, 


=  /i. 


Y  =  7.  + 


Y'=<7i-H 


2KS 


.%4 


-+-.  .  .-+- 


^4  —  S 

0*4  'v'b4 
64  —  5 


) 


4-1      COSg, 


4-  I 


j  COS  5, 


et  nous  trouverons  les  equations 


(32) 


J?  4-        d::,  4- ...  4-       :r4  r=  X,  /  4-       ^i  4- ...  4-       ^4  =  Y, 

0-'  J7  4-  O-'i  ^1  4-  .  .  .  4-  (t\  x^  =z  X',  0-'/  4-  O*!  /i  4-  ...  4-  0'4  J4  =  Y', 


(j'^'x  4-  <j7^i  4- ...  4-  cry  ^4  =  X*% 


^'V  +  ^I'/i  4- ...  4-  a- 74  =  Y'\ 


Ces  equations  sont  de  la  meme  forme  que  les  equations  (19).  et  se  resoudront 
de  meme.  On  aura  done 


X  =^  siny  =/X4-/'X'4-. 
Xi  =  Ni  siny,  =f,X  4-/;X'4- . 


..4-/-X-, 

..4-/rx'% 


y 

—  N 

cosy 

•      •      •      • 

-/ 

Y-H/'Y'+. 

. .  +/" 

•  •  •  t 

Y", 

•    • 

N. 

cosyi 

-A 

y+/;y'+. 

•  •  -H/T 

Y", 

•  .  •  • 

22.  Remarques  relatives  k  I'ordre  de  petitesse  de  divers  coefficients. 
—  II  convient  de  donner  une  indication  sur  le  calcul  numerique  des  racines  6, 
6,,  ....  64.  On  voit  a  priori  que  Tinfluence  du  deplacement  de  Tequateur  de 
Jupiter  sur  les  deplacements  des  orbites  des  satellites  est  faible,  de  sorte  qu*au 
lieu  de  Tequation  (12),  qui  est  du  cinquieme  degre,  on  peut  considerer  cette 
equation  du  quatrieme  degre  : 


—  (^^4-[V]),      (0,1),      (0,2), 


(0,3) 


(3,0),  (3,1),     (3,2),     -(^4-[X]) 


=  0, 
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L'inspection  des  valeurs  numeriques  des  quantites  |  i  \  et  (^y)  montre 
que  les  premieres  sont  beaucoup  plus  grandes  que  les  secondes,  de  sorte  que, 
dans  un  premier  calcul  d'approximation,  Tequation  precedente  se  reduitsensi- 
blement  a 


On  a  done  ces  valeurs  approchees 

La  suite  du  calcul  montre  que  Tapproximation  est  deja  au  moins  de  ^  pour 
les  trois  premieres  racines  et  de  ^  pour  la  quatrieme.  En  partant  de  la,  par  des 
tatonnements  successifs,  on  trouve  aisement  des  valeurs  precises  des  cinq  ra- 
cines et  des  vingt  quantites  (j^>\  Yoici  les  valeurs  obtenues  par  M.  Souillart  pour 
les  racines : 

6  =  —  o°,  i4i  0919,  6,  —  —  0^,007  021  549, 

61  =  —  o%o33  01 19,  ^,  13  —  o®,ooi  900  689, 

64  =  —  o®,  000  002  1 85. 

Ces  valeurs  sont  exprimees  en  degres  sexagesimaux  et  rapportees  au  jour  so- 
laire  moyen  pris  comme  unite  de  temps.  Yoici,  d'autrepart,  les  valeurs  de  S,  ^ 
et  ^  empruntees  a  Stockwell;  Tunite  de  temps  est  la  meme  que  pour  les  6;  les 
coefficients  S  sont  exprimes  en  secondes  sexagesimales,  et  nous  donnons  leurs 
logarithmes  : 

Indices.  logS.  s.  c* 


o 


0 o,7i5  3i/«  — 0,000003898  21.  6.27 

1......  0,29306  —  0,000  oo5oi3  i32.4o.58 

2 7,71410/1  — 0,000 oi3  228  292.49*53 

3 2,17176/1  — 0,000014000  25i.45.  9 

4 3,75756  o  io6.i|.i8 

5 2,39339  — 0,000 000  5o3  2o.3i.25 

6 2,258  61  — 0,000002218  i33.56.ii 

7 3,Ti38o  —0,000019724  306.19.21 

On  observera  que  le  coefficient  S4,  le  plus  grand  de  tons,  disparait  des  expres- 
sions (16)  de  <S  et  de  ^,  parce  qu'il  repond  a  la  racine  nulle  ^4.  Je  me  contenterai 
de  donner  la  valeur  numerique  de  A,  a  laquelle  parvient  M.  Souillart,  en  me 
bornant  aux  dixiemes  de  seconde  d*arc, 


A  = 


nt  aux  dixiemes  de  seconde  d  arc, 

5%5sin(/— 6^  — y)-t- 33%osin( /—&,/  — y, )-h3%9  sin (/—^^,^  —  y,) 
—         I  %  4  sin  ( /  —  63  ^  —  78 )  4-  3o8^  3  sin  ( /  —  64  ^  —  yO 
4-       1 1\8  sin(/  —  st  —  q)  —  3% 5  sin (/  —  s^  ^  —  €1)  4-  74%o  sin  ( /  —  55  /  —  gj 
— 12159*^,2  sin(/  —  ^6  ^  —  €«)  —  i46i\4sin(/  — ^7^  —  €7). 
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Le  coefficient  enorme  de  ravant-derniere  inegalite  vient  de  ce  que  le  diviseur 
^6  —  ^4»  qui  figure  dans  les  formules  (3i),  est  tres  petit.  On  a,  en  effet, 

s^  —  ^4 1=  —  o*,  000  ooo  o33. 

Les  calculs  precedents,  depuis  le  n^  17,  sont  empruntes,  sauf  des  differences 
insignifiantes  dans  la  forme,  a  un  Memoire  de  M.  Souillart  (Bulletin  astrono- 
mique,  t.  XI,  p.  i45). 

23.  Transformation  des  formules.  —  La  periode  du  terme  en 

qui  figure  dans  les  expressions  (25)  et  (27)  de  dN^  siny^  et  SN4  sinY4»  est  d'en- 
viron  3o  millions  d'annees.  On  ne  pent  avoir  la  pretention  d'etendre  la  theorie 
des  satellites  de  Jupiter  a  des  epoques  aussi  eloignees.  Les  formules  trigonome- 
triques  qui  donnent,  dans  $  et  ^,  les  inegalites  seculaires  du  noeud  et  de  Tin- 
clinaison  de  Torbite  de  Jupiter,  cesseraient  d'etre  exactcs  au  point  de  vue  nu- 
merique  parce  que  les  racines  s^  dependent  des  masses  des  planetes  qui  ne  sont 
pas  encore  connues  avec  assezde  precision;  et  aussi  au  point  de  vue  analytique, 
parce  que,  dans  ces  conditions,  il  faudrait  tenir  compte  des  carres  des  masses 
des  planetes.  11  faut  se  borner  aux  besoins  de  la  pratique,  pendant  trois  ou 
quatre  siccles  parexemple,  et  tenir  compte  du  deplacement  del'orbitede  Jupiter 
en  ajoutant  aux  quantites/?^'^  et  q^^^  des  corrections  de  la  forme 

(Xq  -\-  oci  t  -h  Xi  t^  -h .  ^ . ; 

on  pourra,  en  toute  securite,  laisser  de  c6te  les  termes  en  t^.  On  aurait  plus 
vite  fait  de  determiner  directement  les  S/?^'^  et  Sy^'^  sous  la  forme  indiquee;  mais 
je  prefere  me  servir  des  calculs  de  M.  Souillart,  comme  je  Tai  fait  deja  {Bulletin 
astronomique,  t.  XI,  p.  159). 
Je  pars  des  expressions  (25), 

— -^-  ^  '^W  ^S  [cos(5^  4-  -  _«  ^^  ^)  _  eos(5  —  b,t)], 

Je  developpe  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  /,  en  negligeant  t^; 
il  vient 

,         —  —  cDb4 1  ^  S^smg; 

de  meme 


rfNiC0sy4  ^      XI  ^ 

— -^j-^  =  —  3fL^t2dSs  coss. 


Or,  si  Ton  developpe  les  expressions  (16)  suivant  les  puissances  de  /,  on 


trouve 

(33 

II  vient  ainsi 

D'oii 
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A  =  \^S.9Cos$,         B  =:  —  ^S.Ysing. 


^7 


dt  ^  tit  ^ 


Or,  on  a,  en  prenant  encore  le  jour  pour  unite  de  temps. 


.100  ,  33 


365,1 5 


ir-'s 


Xj  =  ()",ooo oo'ii  =  —  61,  sensibleinent, 


oil  il  faut  encore  multiplier  X4  par  sin  1®.  En  faisant  /  =  36  >  200,  ce  qui  cor- 
respond a  dix  siecles,  on  trouve  seulement 


0N4  sinyv  --  —  o'',9. 


Nous  pouvons  done  supposer 


(3/,) 


dNvsiny.  —  o,         oN^cos'/i-o. 


Les  expressions  (23)  donnent  ensuite,  en  developpant  suivant  les  puissances 
de  St  et  conservant  hi  sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  parcc  quo  ft,  A,,  b^  et  63 
sont  beaucoup  plus  {;rands  que  les  ^/, 

-^^^P-  ——  ^^t^^s  ^\v\{<;—  bt)—  :iX.t{      Bros6/4- Asiiift/), 
^!LS?iy  —  _  .)b^2  S.9C0s(c  —  bf.)  -  X/(  -  A  ros/;/  -h  B  sin 6/), 


d*ou,  en  integrant  sans  ajouter  de  constante, 


^  /  4 

•5N  siny  =  ~  (      B/$in/>/  —  A/ cos///  -\-  - 
dNoosy  =r  -J  (  —  A/sin///  —  B/cos/>^- 


A  sin  6/ 4-  B  cos  6/ 


B  sin  ft/  —  \  cos  hi 


) 
) 


On  en  tire  deuxdes  equations  suivantes,  celles  qui  repondent  a  i  =  n. 


(33) 


3\,  sin(ft,/  +  y,)  =       :^,'  B  _  '^' A/  ) 


3N,  cos  (6,7  -I-  y,)  —  — 


bj         hi 


>  (/■  — O,  I,  5,  .3), 
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On  a,  du  reste,  d'apres  les  formulcs  (34). 


<36) 


5N4Sin(fet<-Hyt)  —o,        3NtCOs(6t/ H-y^)  =o. 


On  aura  ensuite,  en  ayant  egard  aux  relations  (lo), 


(37) 


pr-.-^     N,.si"(6,/  +  y,)  +  B2    g-'    -A.2^' 


0 


0b,- 


0 
8 


DTv 


g   z=2      N,cos(M4-y,)-A2;    ^    "B/^^ 


0 

4 


(j;  ^^i 


0 
9 


o"/  oKif 


p'=:2^;N,sin(M4-y,)-HB2^-A.2^ 


cr'y^lLi 


dY^i 


,/>-2cr;>N,  sin (^/  +  y,)  +  B^  ^'  "  A  .^  ^'' 


0 
4 


0 

3 


aY  X/ 


0 

3 


aY^^i 


y-^^'^'^'  <^««<  *■' + V')  -  ^2  -4-  -  »^2  ^ 


Or,  avec  les  valeurs  donnees  par  M.  Souiilart  pour  5^,  X|,  2iz>2,  siL^f  X4  (Bul- 
letin astronomique,  t.  Xf,  p.  i53),  et  de  g^j^  (deuxieme  Partie,  p.  i58),on  trouve 


2 


b. 


r=^  —  0,0000 1 , 


V 

a'i  y^i 

0 

l>t 

3 

2 

0, 

0 

3 

2 

b. 

0 

8 

V 

<j't'  •)&/ 

=  —  o,oo5i9, 


^r--  —  0,02615, 


=r  —  0, 1 3o6 1 , 


/^ 


m  4-  o,ooo53, 


X, 


2d    T} 


-  —      o 


>/> 


0 

3 


2 

0 

b} 

3 

2 

0 

bl 

3 

2 

0 

bj 

3 

V 

ffl'^,- 

=  -f-    10,3, 


62,6, 


:rrH- 443,1, 


J^, 


Les  valeurs  de  -^  sont  calculees  avec  I'annee  pour  unite  de  temps;  on  doit 
done  prendre  maintenant  A  =  — o", 09557;  B= —  o",  12949,  et  il  en  resulte 
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que,  dans  les  formules  (37),  les  termes  complementaires  ont  pour  valeurs 

Sp   —  -t-  o",  I ;  $fj  1=1  —  o",  1 , 

Sp'  —-  i%3;  Of/  zn-h  i%o, 

dp"——    S'\i--o\oo2t;         dq"  —  -^    6%o~o%oo3/, 

On  voit  que  les  termes  en  /  sont  negligcables  pour  les  trois  premiers  satel- 
lites et  pour  Tequateur;  ils  sont  sensibles,  bien  que  faibles,  pour  le  quatrieme 
satellite.  Enfin,  les  parties  constantes  sont  appreciables  pour  le  troisieme  et  le 
quatrieme;  il  y  aurait  lieu  d'en  tenircomple  dans  la  determination  des  con- 
stantes N/  ety,,  en  modifiantlegerement  les  valeurs  de  pi,  pi,  q\,  q\,  C'est  acela 
que  se  borne  Teflet  direct  du  deplacement  de  Torbite  de  Jupiter. 

On  aura  ensuite 

/.  r=  (^  -h  d</)  sin/  —  {p  -\-op)  cos/, 

A  —  >.  —  <rcos/—  :^sin/=  ^(Acos/  —  W  sin/). 


d'ou 


(38) 


I 


A  =y]N  sin(/  —  6/  — y) -f- /(o",  129 sin/ —  0^096 cos/), 
0 

A'  =2^'  ^*"(^'  —bt  —  y)  -f-^(o\i29sin/'--o%09Gcos/') 

0 

4-  i%o  sill/'  -h  i%3  cos/'. 


j  A''  ^^N  "  siii(/"  -  hi  -y)-\-  l[o\i'>Ay  sill/"-  o\oij\  ros/") 

0 

-h  (3%osin/"-i- 8%  I  cos/", 

A''=:2^N"sin(/'"— /y^  — y)H-^(o%ii2sin/''— o%o83cos/'') 

-h  4^%/*  sin/'' 4-  57% 4  cos /^ 

21.  Position  de  r6quateur  de  Jupiter.  —  On  a,  par  les  formules  (10), 

yy'^rz:      w  siu v|;  =r X'^;^  sin(64^  + /v)  +  Nj  sluib^l  -f-'/a)  4-. .  .-t-N*''  sin(/>/4-y), 

q^""  —  —  0)  COS'I  =  N';  COSt^v^-4-  y  J  +  N';  COSC^j/  4-  ya)  -H  .  .  .  4-  xN*""  ("OSC/^/  4-  y). 

L'inspection  des  valeurs  numeriques  des  coefficients  N'^\  . . .,  N*^  montre  que 
le  premier,  N^  est  au  moins  mille  fois  plus  grand  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  tons  les  autres.  On  en  deduit  que  b^t  -h  y,  est  la  partie  moyenne  de 
i8o'*—  '},  car  on  a 

0)  sin  ('I  4-^4/  4-yv)  =  N';    sin(/>,/ 4-y3  — /^v^  — y;)  4-. . . 
4-N*''sin(//^4-y--  0,,t  —  yj), 

—  wcos(ij/4-  Z'v^  +  yv)  —  N'^''  4-x\3  cos(/'3/4-y3—  O^t —  yi)  -h . . . 
4-  N'^  cos  (bt  -hy  —  0>J—y^ ), 
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et  Ton  voit  que  cos(vj;-h  b^t  -h  y^)  ne  peut  jamais  s'annuler,  ce  qui  prouve  que 
Targument  doit  toujours  rester  compris  entre  =t  -•  Posons 

et  les  formules  precedentes  donneront 

w  sinC  =  oi),[        ©8  sin(6,/  4-  y,  —  ^4^  —  y*)  -h. . .  -h  ^i  sin(ft,/  -f-  yi  —  64/  —  yv)], 
wcosj  — w,[i  -h  0, cos(6j^4-y3  —  64/  — yO  -4-. .  .4-  01  cos(6i/4-y,  —  b^t  —  y^)]. 

On  n'a  pas  ^crit  les  deux  termes  multiplies  par  0  parce  qu'ils  sont  negli- 
geables*  On  en  tire  avec  une  precision  sufQsante 

C  =  03sin(6,^4-y3— 64/  — y4)  -h. . . , 

&)  =  &),[ I  4-  0sCOS(ft,^-hy8--  ^4/  — y4)  +. . .]. 

Avec  les  valeurs  numeriques  (Souillart,  deuxieme  Partie,  p.  169) 

log  0,  =14,42637;        Iog0,=:4,45i43«;        Iog0,=4,i6o63„;        a)|=:3«4'7", 

il  vient 

1 80°  —  ^|;  =:  ^4  /  -h  y 4  —  "ig',  9  si n  ( ^1  ^  -h  y i  —  &4  ^  —  y* ) 

—  58'',3sin(6,^-Hy,— 64^  — y4)-h55^I  sin(63^ -h  y,— 64/  — y4), 

(39)  \ 
I  w=:  w,  — I ",6  COS (6,/  4-  yi  —  64^  —  y4) 

I  I  —3%  I  cos(^,/4-y,  — 64/  — y4)  4- 3%ocos(68^ -Hyj  —  ^4^  —  yv). 

Ges  formules  montrent  que  le  noeud  de  I'equateur  de  Jupiter  sur  le  plan  fixe 
est  anime  d*un  mouvement  uniforme  de  precession,  dansle  sens  retrograde,  de 
2^,873  par  an  (la  quantite  dont  croit  Tare  bj  en  une  annee  julienne) ;  il  y  a 
en  outre  trois  termes  pour  exprimer  la  nutation ;  les  periodes  de  ces  termes 
sont  respectivement  d'environ  3o  ans,  i4o  ans  et  620  ans.  L'inclinaison  de 
I'equateur  n'a  pas  de  terme  seculaire,  et  les  trois  termes  qui  exprimenl  la  nu- 
tation sont  faibles. 

Calculous  maintenant  la  position  de  Tequateur  de  Jupiter  par  rapport  a  I'or- 
bite  actuelle  de  cette  planete.  Soient  co'  et  ^'  les  quantites  analogues  a  co  et  v];. 

En  faisant 

on  aura 

(p')^p^%  (q^)  =  q^^, 

d'oii 

^,  ^  I       ck)'sin4''=      wsin^t  — A^ 

(40)  \ 

I  —  w'cos'y  =— wcosvj;  —  B^ 
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II  est  facile  d'en  tirer  co'  et  ']f\  en  faisant 


il  vient,  en  effet. 


II  en  resulte 


W  COS  ^  AvJ^  H-  si  II 4*  Ao)  nz:  —  A  ^ 

0)  sinvL' A^  —  cos^  Agj  = —  B^, 
A'ij  =:—  ^(A  sin^*  —  B  cos^j/). 


d;'  =z  i8o"—  ^4^  —  "A  —  t ■^ ^  -i-  nutation, 

(40  {^  ^ 

0)'  =  W|  -h  t{—  A  sin^'o  -H  B  cos^^o)  •+■  nutation. 

Nous  avons  mis,  dans  les  petits  termes  en  t,  au  lieu  dc  ^,  la  valeur 
^0  =  —  1^4^45'  qui  repond  a  i85o,o.  Avec  les  valeurs 

A  =  —  o',  09557 ,        B  =  —  o",  1 2949, 
on  trouve,  en  une  annee, 

_  Acos^/Q-hBsin^o  ___  ^^      3^ 

Bcos^'o  —  A  sin  4*0  ==-♦- 0^,0233, 

—  64  =  4- 2%  873, 

d'oii 

i{;' 1=  i8o<»— y;  —  o'',  100^  +  nutation, 

(ti^  z=z  wj  4-  o'',o233^-h  nutation. 

Le  coefficient  de  t,  qui  etait  positif  dans  ^^  est  negatif  dans  ^\  Done  le  nceud 
dc  Tequateur  de  Jupiter  sur  Torbite  actuelle  de  la  planete  est  anime  d*un  mou- 
vement  direct  tres  faible,  il  est  vrai.  Laplace  avait  trouve  un  mouvement  retro- 
grade tres  petit  aussi.  C'est  M.  Souillart  qui  a  donne  le  sens  direct;  il  a  montre 
que  la  conclusion  de  Laplace  etait  fondee  sur  une  valeur  de  b^  legerement  in- 
correcte. 

Les  valeurs  numeriques  des  expressions  (38)  sont,  d'apres  M.  Souillart,  en 
negligeant  les  petites  corrections  introduites  en  dernier  lieu, 

A  =:4%8sin(/— 6^  — y)H-33%osin(/— ^i/  — y,)-h3',9sin(/— ^,^  — y,) 
— 1^4(/— 6,^— y,)  +  iio37%5sin(/— 64^  — yO, 

A'  =  i689%o  sin(/'  —  6|^  —  yi)  -h  io2',3  sin(/'—  6,/  —  y,)  -h  i^^y  sin(/'—  b^t  —  y,) 
4-  io98o'',4sin(/'—  b^t  —  yj, 
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-+-  i0749%7sin(r— 6^^  — yj, 
9595%4  sin (r- 64^-7,). 


Remarque.  —  Les  derniers  termes  de  ces  formules  sont  de  beaucoup  les  plus 
importants;  considerons  les  seuls  pour  un  moment,  et  remarquons  que  nous 
pouvons,  d'apres  Texpression  (4i)  de  ']f\  remplacer  fr^^-h  Y4  par  180**—^'; 
observons  encore  que  co'  =  3°4'7"»3  differe  pen  des  coefficients  des  termes  con- 
sideres,  dans  A,  A',  . . .,  et  nous  aurons 

Aq— -fxco'  sin(/H-'y),         Ao  =1  — /x'a)'sin(/'-t- ij^'), 
A;=:-/jLVsin(r-+-iJ;'j,         A;'=-/jL'^co'sin(r-f-i^'), 

en  designant  par  (x,  (x',  (x"  et  ix'^  des  facteurs  peu  differents  de  i.  On  en  conclut 

sin  9sin0=:fJLCi)'sin4'',        sin  9  cos0  =  —  fjLw'cos^', 
0  =  0'  — 6'' =  6*^  =  1800-^', 

9  =  jJLCi)',  9'  =:  fJt'  0)',  9'  =  IX"  0)',  9*"  =  /JL*^  Co'. 

Done  les  plans  des  orbites  des  satellites  couperaient  I'orbite  de  Jupiter  sui- 
vant  la  meme  droite  que  le  plan  de  Tequateur  de  la  planete.  Ces  plans,  dont  les 
orbites  reelles  s'eloignent  peu,  sont  les  plans ^es  consideres  par  Laplace;  les 
coefficients  de  sin(/^'^  —b^l  --  y^)  sont  peu  difi^erents  de  Tinclinaison  co',  desorte 
que  les  plans  fixes  font  avec  Tequateur  de  Jupiter  les  angles  9^'^ —  w  : 

10";     1^7";     4^38'';     24' 12". 
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CHAPITRE  IV. 

THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.   -  IN£GALIT£S  PfiRlODIQUES 
DES  LATITUDES.  ~  EQUATIONS  SfiCULAlRES  DES  LONGITUDES. 


(2) 


25.  In6galit6s  p6riodiqu6S  des  latitudes.  —  Nous  prcnons  comme  point 
dc  depart  la  formule  (i6)  du  Chapitre  I,  en  utilisant  d'abord  la  premiere  ligne. 
Les  equations 

,   ^/?        ow,  ,   de     dn, 

^   ^  '  dt  dS  '  de        d<^ 

nous  donneront 

^"^  =- jo,i|[9Sin(4/'— 2/-2^)  — ?'sin(4/'-2/~0-d')], 

ce  qui  pent  s'ecrire 

(      ^-  nr- jo,ij[(9Cos(/-<p'cos&')sin(4/'-2/  — ^)  — (9sin6-9'sin6')cos(4/'-2/— ^)], 
(  <p  ^  z=-r-}o,ij[(ocos6-9'cos(i')c<s:(4/'— 2/-  6) -h  (9  siii 0  —  cp' sin 6')  sin(4/'_2/— 0)]. 

Or,  les  formules  (lo)  du  Chapitre  III  donnent 

9  sin^r- V  N  sin(/>^  ■+-  y)  4- N4  sin  (64^4-  yO, 
9C0s^-—  V  Ncos(6^-hy)  -+-  N4C0s(/n/  4-  yj; 

on  pent  prendre  ici  (voir  page  62) 

/>4  ^  -f-  yv  =  1 80"  —  -y ,         N'v  =:  fxo)' ; 
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il  vientdonc 

9  sin6=  Vn  s\n(ht-^y)  -hfjia)'  sin^', 
9Cos5=  "VNcosC^z-h  y)  —fjiw'cosij^'. 

Le  signe  ^  s*etend  seulement  h  b,  b^,  b^  eti,.  On  aura  de  meme 

9'  sin9'i=  y^N'  sin (6^  -hy)  -hfJt'w'  sin^*', 

et  les  equations  (2)  deviendront 

-f-(^  —  fjL')o)'sin(  4 /'-'?/  — 9 +  +')], 
—  (fjL  —  ^' )o)'  ros(/l  /'  —  ':{/—</  -f- ,],')  1 . 


dO       J 


II  faudrait  encore  substituer  pour  6  sa  valeur  en  fonction  de  t;  mais  il  nous 
suffira  de  remarquer  sur  la  formule  (2)  du  Chapitre  precedent  que  —  |  <>  |  est 

le  terme  le  plus  important  de  la  partie  constante  de  ^>  de  sorte  que,  pour  le  but 
actueU  nous  prendrons 


0  =  const.  —  I  o   1 1-\- . . . , 


Nous  pourrons  done  integrer  les  expressions  precedentes  ^^^^t  ^^  ^'  ^^  ^^ 
supposant  ^'  constant,  il  viendra 

3?  =:  i  0,1  i  f-  y  ^'~^'     cos(4/'  -'xl^Q-bt-y) 

I       ^^  'xn  —  f\n'  -\-  b—  I   o   | 


in  —  4'*'  —  I    Q 


■'] 


I  a  «  —  .'1 11'  -h  h  —  I  o   I 


—  2/— e  — *f  —  y) 


^'^-f*^'"        sin(4/'-2/-9  +  4, 


/I  —  4'*'  —  I  o  I 


■'] 


«  »« 
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On  aura,  pour  les  inegalites  correspondantes  de  la  latitude  X, 

dX=:sin(/— 0)30  — cos(/— 0)9^9, 


3X  =  \ 


(3) 


^''i  fS —   ^'     . ,  sin(4/'-3/-6^-y) 

['^^2/2  —  4/''-+-^—  '     Q     I 

2/1  —  ^n'  —  ^  o   I  J 


Considerons  maintenaat  laseconde  ligne  de  I'expression  dc  8^;  en  operant 
commeprecedemment,  nous  trouverons 

■—  =—[0]  [(cpcos9  —  Oicos9, )  sin (2/,  —  0)  —  (9sin0  —  op,  sin 0,)  cos (2/,  —  0)], 
9-1-  =4-  [o]  [(9COS0—  9icos0,)cos(2/i  —  ^)  -h  (9  sin 0  —  9,  sin  0,)  sin (2/1  —  6)]. 

-^  =—  [o]  [9Cos9  sin (2/1  —  6)  —  9sinOcos(2/i  —  (?)  —  91  sin (2/1  —  0  —  0,)], 
9-T-  ~      [o]  [9cos0cos(2/i—  0)  -4-9  sin  0  sin (2/1  —  0)  —  9i  cos(2/i  —  0  —  0|)]. 

On  pent  laisser  de  cote  le  terme  en  (p^,  parce  que  9,  est  tres  petit;  on  trouve 

^^-=-[0]  [2;Nsin(2/i-e~/.^-y)-py  sin(2/»-94-f)j, 
?^-^      [o]  [2^'c^s(2/,-0-^^-y)-pycos(2/»-9-^^')], 
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I  '^^  2  /Jj  —  ^  -f-  I  _0     I 


fXW 


2/1,  H-       o 


C0S(2/i  —  0-f-'|')      » 


[o]     y sin (2/ 


9^^-       [o]     y — -  —  si n  ( 2  /i  -  9  —  ^^^  -  y ) 


fJi(o 


'\n 


T\ 


sin(3/,  —  5  +  ll;')    , 


] 


(4) 


5Azr-_-[o]  fy ^    . .  sin(2/,-/-^.^-y) 

\^iny  —  64-I    o    I 


2/'i  4-  I    Q    I 

T.  -  IV. 


•^  sin  (2/,— 


h-i+'^')\. 
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Dans  les  eclipses  du  i"  satellite,  on  a 

/,-:  /+  i8o*>,       2I1—  I—  /, 
et,  par  suite,  les  inegalites  (4)  dependent  des  memes  arguments 

/ — bt  —  y,     / — bit  —  yi,      ...,     / -h  vp' 

que  les  termes  des  formules  (38)  du  Chapitre  III, 

Considerons  enfin  les  termes  de  la  troisieme  ligne  de  Texpression  de  Ra.  En 
procedant  comme  plus  haut,  et  faisant  usage  des  formules 

9  sin9  —  0)  s\n^  —  \^N  sin(^/  -+-  y)  —  (i  —  |i)ci)'  sin^*', 
9COS0-H  o)cos4'==2^^^^(^^"^  y)  +  ('  —  fx)ci)'COS^j/', 

on  obtient 
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(o)ry ^^^ sin(/- ^^^-y)H ? f^—  co'sin(/-+-4.')l 


On  pourrait  reduire  cette  formule  a 

(5)  5X^-(o)2^sin(/-^^-y). 

mais  ces  termes  sont  tres  petits,  et  on  peut  les  laisser  de  cote. 

Nous  donnerons  enfin,  sans  les  demontrer,  les  formules  analogues  aux  prece- 
dentes  pour  le  2®  et  le  3*"  satellite  (Souillart,  premiere  Partie,  p.  i4o)  : 

dV=      ji,o|  fy  iVj-N __siy^(3//_2/_^^_y) 

\j^^  2n  —  in' -^  b—  I    I    I 


(6) 


2 «  —  4  'i'  —  I   '   I  I 

''2  I  \y\ ^'-'^' sin(4r_3/'-6^-y) 


^n'  —  ^n"—  I    I    I 


in  (4  /"-  3 1'-h  ^')1 


(7) 


6>/':-      !2,riry ^ sin(3r~2r--6^-y) 

\^^2n'—  l\n''  '         ' 


(fx"      ix')fo'        sin(3r-2/'4-'y) 


n'-^^n"-  [T^ 


] 
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26.  Equations  siculaires  des  longitudes.  —  L'une  des  formulcs  (A)  (t.  I, 
p.  169)  nous  donne,  en  negligeant  e'  et  9^  devant  e  et  9, 

^    '  dt  na  da        ind^  de        ind^  d(^ 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  a  la  portion  de  la  fonction  R3  {voir^,  9) 
dont  nous  n'avons  pas  encore  tenu  compte, 

R,  =  i  na'[o]{e\  -  cpj)  ==  g  n\a\e\^<^\y, 

nous  trouverons 

dt  2    /i   ^    *        ^^' 

Or,  les  elements  e^  et  9,  de  Torbite  de  Jupiter  sont  soumis  a  des  inegalites 
seculaires  provenant  de  I'action  des  plauetes.  On  a 

(9)  e^—e^-^-e^t,        91^3  9,h- 93^- 

il  en  resulte 

dz  3  /i!  -  .         ,         ,  .    , 

d'oii 

(10)  £=£o+ei^  +  €'^';         £'  ——  -  -7  (^J^3  —  ?t93). 

Le  terme  t't^  donne  naissance  a  une  acceleration  seculaire  du  moven  mouve- 
ment.  On  a 

e,z=  0,048289;         t'3=:o,oooooi  3o5, 

ct  il  vient,  en  ne  tenant  compte  que  de  e^  e^  dans  t\  et  considerant  le  4*^  satel- 
lite, 

£'^*=:  — 0^00004^*, 

ou  t  estexprime  en  annees  juliennes;  le  terme  t't'^  est  ainsi  insensible  pendant 
tres  longtemps  pour  le  4''  satellite,  et  a/orliori pouv  les  autres;  la  partie  de  s'qui 
contient  92  et  9,  est  encore  plus  petite.  II  n'est  pas  inutile  de  rappelcr  que  c'est 
en  travaillant  a  la  iheorie  des  satellites  de  Jupiter  que  Laplace  a  trouve  le  terme 
e'/^  qu'il  a  transports  a  la  theorie  de  la  Lune  oil  il  se  trouve  prendre  une  valeur 
importante. 

II  y  a  lieu  d'examiner  maintenant  les  inegalites  periodiques  les  plus  impor- 
tantes  de  I'element  £.  Dans  la  formule  (8),  il  faudrait  rcmplacer  R  par  R^,  puis 

par  R5;  mais  Ra  et  -p  contiendraient  les  carres  et  les  produits  des  quantites  M, 


R.=      ' 
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M,,  ...,  M'j,  ...  qui  sont  tpes  petites.  Nous  nous  bornerons  a  prendre  R  =  R5, 
mais  sous  la  forme  primitive,  resultant  des  formules  (6),  (7)  et  (9)  du  Cha- 
pitre  I : 

i/m'B(*J[9»4-9'»— 299'cos(0  — 9'  )] 

3 
(10)  ^  —  g     n\a^    [c,j+cp;_2  9(picos(0  — 0,)] 

J/i'       [9*-HCi)* -h  29a)  COSC^*  -h  0  )]. 

La  formule  (8)  donnera,  en  reservant  pour  plus  loin  le  terme  —2-^  j-^ 

dt       I  dB^»^ 

3  /^* 

—  3J  —  [9*4-0)*  -h  29C1)  cos  (4*  -+-  ^  )]• 

On  a  mainlenant 

9*4-  9'*—  299'  cos(0  —  6')  =  {p-p'y  -h{g  —  q')\ 
p  — /^'=  2  (^'  "■  ^')  sm{bt  4-  y)  -h  (fJL  —  /jl')co'  sinij;', 
<7  —  q'=^  2  ^^  ""  N')  C0S(6^  -H  y)  —  (/A  —  fJ^')  w'  COS^j/'. 

La  somme  des  carres  de  ces  expressions  est  negligeable  a  cause  des  petits 
facteurs  N  —  N'  et  (x  —  ijl'.  On  a  ensuite 

9*4-  CO* 4-  290)008(4^  4-  B)  r=  {p  — /^")*4-  {q  —  q'^)^y 
p—p^^'zzz  y]N  sin(6^  4-y)  — (i  —  fJL)a)'sin4', 

^  — ^'^n=  V  N  cos(6^4-y)  4-  (i  —  fx)a)'cos4'; 

la  somme  des  carres  de  ces  expressions  est  negligeable  a  cause  des  petits  fac- 
teurs N  et  I  —  [JL.  Enfin,  dans  la  formule  (11),  on  pent  negliger  la  tres  petite 
quantite  9^,  et  il  reste 

ce  qui  pcut  etre  reduit  a 

9*  =  —  2|jLa)' V  Ncos(6^4-  y  4-vJ^')« 
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Si  Ton  remplace-  —  par2[o],  les  termesdeja  considercsdans  laformule(c  i) 
se  reduisent,  dans  le  calcul  approche  que  nous  nous  bornons  a  faire,  a 

(12)  ^f  ^_4[o]|xco'2Ncos(6^-^y4-4.'). 

II  nous  reste  a  tenir  compte  de  I'equation 

di 9     dRg 

dt       2«a*    do 

qui  pent  s'ecrire 

dt        1     ^d9        \  f    dp  dq\ 

di^z"^  di  =  2y^dF'-^dir 

en  ayant  egard  aux  formules 


Or,  on  a 


dO         1     dB.  .    .  . 

-77  =  — i-  :4->        p=:(^s\n9,         <7=r(pcos0. 
dt        na*(^  ocp 


/?  =  "V  N  sin  ( ^^  -h  y )  -h  fxw'  sin  4*' ,         -^  :zi— \bN  sin  (bt -hy)  —  ju^w'  b^  sin  if', 
<7=  V  Ncos(^^-hy)  —  fxco'cos^',         -^  =:=      V  6Ncos(6^ -hy)  —  fjLco'^^cos^j/'; 
il  en  resulte,  en  prenant  le  terme  le  plus  important, 

7  ^  -  />  ^  =  -  f^co'  2  ^N  cos ( ^^^  -t-  y  -+-  +' ), 

(l3)  ^  r:=-  i  fJLCo'  ^  ^^  C0S(^/  +  y  -»-  0^'). 

En  faisant  la  somme  des  expressions  (12)  et  (i3),  il  vient 

^  =  —  4[o]fJLa)'  V  N  cos(6^  -h'/-^^') l^w'  V  6N  cos(^/  -h  y  H-  ^'), 

(i4)        (5e=:-4[o]fxco'2^sin(^^H-y-f-4')-^f^w'2]    N  sin(^^4- y -h^'); 

le  premier  terme  de  cette  formule  est  de  beaucoup  le  plus  important. 

Je  renvoie  aux  deux  Memoires  de  M.  Souillart  pour  le  calcul  detaille  d'un 
nombre  assez  grand  de  termes  petits  et  cependant  sensibles,  qui  proviennent  de 

de 

la  consideration  attentive  de  Texpression  complete  de  ^>  et  notamment  des 
termes  en  e  et  e'  negliges  d'abord. 
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CHAPITRE  V. 


THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  -  DES  ECLIPSES  DES  SATELLITES. 

DIETERMINATION  DES  CONSTANTES. 


27.  Ck>nsid6rations  priliminaires.  —  Lcs  mesures  micrometriques  permet- 
tent  (I'obtenir  les  elements  des  orbites  des  satellites  des  planetes,  mais  avec 
une  precision  assez  faible,  a  cause  du  raccourci  sous  lequel  nous  apparaissent 
les  angles  ayant  leurs  sommets  au  centre  de  la  planete.  Dans  le  cas  de  Jupi- 
ter (*)  on  peut  arrivera  une  precision  plus  grande  par  Tobservation  des  eclipses 
des  satellites.  Jupiter  projette  derriere  lui,  relativement  au  Soleil,  une  ombre 
dans  laquelle  les  satellites  se  plongent  pres  de  leurs  conjonctions.  Les  incli- 
naisons  des  orbites  des  trois  premiers  satellites  sur  Torbife  de  Jupiter  et  leurs 
distances  a  la  planete  sont  telles  que  ces  corps  s'eclipsent  a  chaque  revolution, 
mais  le  quatrieme  cesse  souventde  s'eclipser. 

C'esl  Tobservation  des  eclipses  qui  a  revele  les  inegalites  les  plus  importantes 
des  mouvements  des  satellites.  Cependant  ces  phenomenes  presentent  des 
causes  d'erreur  assez  genantes.  D'abord,  un  satellite,  avant  d'entrer  dans 
Tombre  pure,  penetre  dans  la  penombre,  et  son  eclat  s'affaiblit  graduellement, 
de  sorte  que,  si  la  lunette  de  I'observateur  est  de  force  mediocre,  quand  elle 
cessera  de  montrer  le  satellite,  ce  corps  ne  sera  pas  encore  sur  la  surface  de 
Tombre;  il  en  sera  moins  eloigne  si  Tinstrument  est  plus  puissant.  La  surface 
de  Tombre  pure  peut  etre  remplacee  par  une  surface  Active;  Timmersion  du 
satellite  dans  cette  surface  et  son  emersion  seront  pour  nous  le  commence- 
ment et  la  fin  de  son  eclipse. 

Cette  ombre  Active  n'est  pas  la  meme  pour  tons  les  satellites.  Elle  depend  do 

(1)  On  a  observe  quelquefois  des  dclipses  des  satellites  de  Saturne,  notamment  de  Titan;  ces  ph^- 
nom^nes  sont  rares  k  cause  de  la  grande  inclinaison  des  orbites  sur  le  plan  de  I'orbile  de  la  planete. 
Les  astronomes  de  Tobservatoire  Lick,  en  Californie,  ont  observ6,  avec  leur  puissante  lunette,  des 
eclipses  des  satellites  de  Mars. 


THEORIE    DES    SATELLITES    DE    JUPITER.  ^I 

leur  distance  apparente  au  disqiie  de  Jupiter,  dont  Teclat  affaiblit  leur  lumierc 
(cette  cause  agit  meme  pour  un  seul  satellite,  le  premier,  par  exemple;  quand 
on  le  voit  disparaitre  a  une  assez  grandc  distance  du  disque,  on  penetre  bien 
plus  avant  dans  la  penombre  que  quand  la  disparition  se  fait  tout  pres  du 
disque);  clle  depend  encore  de  Taptitude  plus  ou  moins  grande  de  leurs  sur- 
faces a  reflechir  la  lumiere,  etc.  L'elevation  de  Jupiter  au-dessus  de  Thorizon, 
la  purete  de  ratmosphere  terrestre,  la  force  des  instruments  dont  se  sert  Tob- 
servateur,  influent  pareillement  sur  la  duree  des  eclipses.  Ces  causes  d'erreur 
agissent  davantage  sur  le  troisieme  et  le  quatrieme  satellite;  beureusement,  on 
peut  observer  assez  frequemment  Timmersion  et  Temersion  de  ces  deux  satel- 
lites, ce  qui  donne  Tinstant  de  la  conjonction  d'une  maniere  assez  precise  et 
presque  independante  des  causes  d'erreur  dont  nous  venous  de  parler. 

L'observation  d^s  disparitions  serai t  bien  plus  precise  si  Ton  faisait,  avec  un 
photometre,  plusieurs  mesures  de  Teclat  du  satellite  a  partir  du  moment  oil  il 
est  entre  dans  la  penombre,  de  fagon  a  en  conclure,  par  un  calcul  d'interpola- 
tion,  le  moment  oii  cet  eclat  s'annule,  ou  mieux  le  moment  oil  cet  eclat  est  re- 
duit  a  une  fraction  donnee,  a  la  moitie,  comme  le  propose  M.  Cornu.  On 
demontre  facilement(twrla  These  de  doctorat  de  M.  Obrecht,  Annales  de  V Ob- 
servatoire  de  Paris,  t.  XVIH)  que  si  Ton  represente  Teclat  par  I'ordonnee  j^  d'une 
courbe  dont  I'abscisse  x  est  le  temps,  le  demi-eclat  correspond  a  un  point  d'in- 
flexion  de  la  courbe,  de  sorte  que  la  variation  de  I'eclat  en  un  temps  donne  est 
alors  la  plus  grande  possible.  En  outre,  le  satellite  est  tres  peu  distant  du  cone 
circonscrit  a  Jupiter  et  ayant  son  sommet  au  centre  du  Soleil,  de  sorte  que  le 
calcul  du  phenomene  sera  assez  simple. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  mesures  micrometriques  conserveront  encore  de  Tin- 
teret :  d'abord  elles  sont  necessaires  pour  la  determination  de  la  masse  de  Jupi- 
ter a  Taide  des  mouvements  de  ses  satellites;  ensuite  elles  seraient  tres  utiles 
dans  le  cas  du  quatrieme  satellite,  pour  suppleer  aux  eclipses,  trop  peu  nom- 
breuses. 

Nous  allons  nous  occuper  de  la  figure  de  Tombre  de  Jupiter. 

28.  Figure  de  Tombre  de  Jupiter.  —  Chasles  a  demontre  {Apergu  histo- 
rique,  p.  249)  que  la  developpable  circonscrite  a  deux  ellipsoides,  c'est-a-dire 
Tenveloppe  des  plans  tangents  communs  aux  deux  ellipsoides,  est  une  surface 
du  huitieme  degre.  Ce  sera  le  cas  de  la  surface  de  Tombre  de  Jupiter,  car  nous 
pourrons  admettre  que  la  surface  de  Jupiter  est  celle  d'un  ellipsoide  de  revolu- 
tion; nous  pourrons  meme  supposer  le  Soleil  spherique.  Nous  allons  simplifier 
la  determination  de  cette  surface,  en  suivant  d'abord  la  these  de  M.  de  Saint- 
Germain  {These  d^Aslronomie  :  Sur  la  duree  des  eclipses  des  satellites  de  Jupiter; 
1862).  Nous  supposerons  le  centre  du  Soleil  situe  dans  le  plan  de  Tequateur  de 
la  planete,  et  nous  pourrons  admettre  que  les  courbes  de  contact  de  la  develop- 
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pable  avec  Jupiter  et  avec  le  Soleil  sont  les  sections  de  ces  deux  corps  par  des 
plans  menes  par  le  centre  S  du  Soleil  et  le  centre  J  de  Jupiter,  perpendiculai- 
rement  a  la  droite  SJ. 

En  effet,  si  Ton  negligeait  Taplatissement  de  Jupiter,  la  surface  de  Tombre 
serait  un  cone  de  revolution  touchant  les  deux  astres  suivant  des  cercles  situes 
dans  des  plans  paralleles.  Les  distances  respectives  de  ces  plans  aux  centres  du 
Soleil  et  de  Jupiter  ont  pour  expressions 

R el     b , 

oil  R,  b  et  r,  designent  les  rayons  du  Soleil,  de  Jupiter,  et  la  distance  SJ. 

Or,  on  a 

R         I  b        I        , 

—  =:  J         ?r  =  —  environ. 

/'i        1 1 20  K        10 

Les  distances  dont  il  s'agit  sont  done  petites;  la  modification  qui  en  resul- 
tera  pour  la  section  de  Tombre  par  un  plan  perpendiculaire  a  SJ,  mene  par  une 
position  determinee  d'un  satellite,  sera  tres  faible,  et  il  en  sera  encore  ainsi  en 
ayant  egard  a  Taplatissement  de  Jupiter.  Au  surplus,  nous  renverrons  a  la 
These  de  M.  de  Saint-Germain  pour  une  demonstration  rigoureuse  et  detaillee. 

Cela  pose,  prenons  Taxe  de  revolution  de  Jupiter  pour  axe  des  5,  la  droite  SJ 
prolongee  pour  axe  des  a?,  les  equations  de  nos  deux  courbes  de  contact  seront 


7'       - 


^1 


La  surface  de  Tombre  sera  engendree  par  une  droite  D  rencontrant  les  deux 
directrices  precedentes,  en  deux  points  A  et  A'  oil  les  tangentes  soient  paral- 
leles, car  ces  tangentes  seront  les  intersections  de  deux  plans  paralleles  par  un 
troisieme  contenant  la  droite  D.  Soient 

j7=ro,  j=6sinw,         ^  =  ccos«     les  coordonnees  du  point  A, 

j:=i--/i,        j  =  Rsinw',        x;==:Rcos«'    celles  du  point  A'. 

Pour  le  parallelisme  des  tangentes,  on  devra  avoir  la  condition 
(1)  tang//'=  rlang//. 

Les  equations  de  la  droite  D  seront 

.r  y — bs\nu        z  —  ccosu 

'    '  Tj       6sinw  —  Rsirw/'       ccosm  —  Rcos^^'' 

el  Tequation  de  la  surface  de  Tombre  resulteraitdereliminationde  w  et  w'entre 
les  equations  (i)  et  (2).  M.  de  Saint-Germain  a  effectue  cette  elimination  qui 
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conduit  en  effet,  meme  apres  la  simplification  operee,  a  une  equation  du  hui- 
tieme  degre  en  ^,  y  et  z. 

Mais  ce  qu'il  nous  importe  surtout  de  connaitre,  c'est  I'equation  de  la  section 
de  la  surface  de  Tombre  par  le  plan  a?  =  r,  mene  perpendiculairement  a  SJ  par 
Tune  des  positions  du  satellite  dans  Tinterieur  du  cone  d'ombre;  nous  admet- 
tons  qu'a  Tinterieur  du  cone  d'ombre  toutes  les  positions  du  satellite  se  trou- 
vent  sensiblement  dans  le  plan  x  =  r.  Les  equations  (2)  donneront 

y  =  6    I T  I  sin  M  H r( sin  u  —  sin  w'), 

Z  =zC  {  I ]  COSU  H /(COSM  —  COSW'). 

Or  Tequation  (i)  donne,  d*apres  un  developpement  connu, 

,  c  —  b    .  ^  fc  —  b\*  .    , 

U'=:  U  -^ r  sin  2  U  -i (  7  I    Sin  4  M    ^  •  •  •  • 

c  -h  o  i\c  -\-  bj 

On  posera 

t         /  X  c  —  b  i 

^  '  C  -h  b  2 

Onvoitque  Ton  pourranegligerlestermesensinw  —  sinu'etencos^/  —  cosi/', 
parce  qu'ils  contiendront  le  petit  facteur--  11  nous  restera  done  simplement 

J  f  r         n  r\    , 

y  =:  b  {  1  -\ T  —  I  sin  a  =:  a  sin  tt, 

"^  \        ri       b  rj 

/         r        R  /-X  a 

5i=:C       IH I  cos  U  =z  r-  cos  U. 

\         r^        c  rj  n-x' 

D'oii  Ton  tire,  pour  equation  de  la  section  de  Tombre, 

(4)  «'~y«zz:5«(H-x')». 

Cette  section  est  done  une  ellipse,  ayant  pour  demi  grand  axe  a  et  pour  apla- 
tissement  x'.  Si  Ton  pose 

(5)  --=izX=: — environ, 

K  lo 

on  aura 

(6)  «^,(,-,L_J_); 

a      _      6     /        li  __     '  -H  x\ 
i-hx'  "~  n-x  V       ''i  '*i^   / 

T.  -  IV.  lo 
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on  en  tire  aisement 


(7) 
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I  -+- 


/• 


X  —  X 


I  —  r 


r,X 


r 


Cette  valeur  de  x'  diflere  tres  peu  de  x  car,  meme  pour  le  quatrieme  satel- 
lite, on  a 

/•  U        I 

/•r=:266  =  26XR,  —  .-  ^=  26—  =:  7^« 

29.  Calcul  de  la  durie  d'une  Eclipse.  —  Soient  z^  la  hauteur  du  satellite  au- 
dessus  de  Torbite  de  Jupiter  au  moment  de  sa  conjonction,  r  sa  distance  au 
centre  de  Jupiter  et  ^1  Tangle  decrit  par  le  satellite  sur  Torbite  de  la  planete, 
depuis  le  moment  de  la  conjonction  et  en  vertu  de  son  mouvement  synodique. 
Prenons  ensuite  pour  axe  des  x  le  prolongement  du  rayon  vecteur  SJ,  au  moment 

Fig.  I. 


de  la  conjonction.  Le  mouvement  du  satellite,  en  projection  sur  le  plan  des  xy^ 
se  fera  sur  la  droite  AB  parallele  a  Jj;  on  aura 

JM  =  JMo=JA=:/-,  AJB=:(^„  AJMo— 5o,  BJM=5, 

AB  r=y  m  JB  sini'iin:  v^r*  —  5*sinp,,  x; -z= /.s, 

et  Tequation  (4)  donnera 

«*—  (/•-  —  5*)  sin*(^i  =  r*5*(i  -hx')*, 


d'oii,  en  negligeant  s^sin^i^,, 


(8) 


/•*  sinV|=:  a*—  r*5*(i  +  x') 


'M 


Mais  on  a  aussi 


=''''^(^)/''^--" 


5  =  5o  -H  -y-^  Sin  Vx 
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En  portant  dans  la  formule  (8),  il  vient 

d'oii,  en  resolvant  cette  equation  du  second  degre  en  sin^,  et  negligeant  le 
carre  de  *o  5-^  ♦ 


(9)  sinr,=:-(l+x')%^±y/[?;-^(H-x')5oj[;-(l-^x')5oJ. 

On  aura  ainsi,  en  prenant  le  signe  +,  Tare  i^t  decrit  par  le  satellite  en  vertu 
de  son  mouvement  synodique,  depuis  la  conjonction  jusqu'a  I'emersion;  en 
prenant  le  signe  — ,  la  valeur  de  sin^,  donnera,  au  signe  pres,  Tangle  decrit  de- 
puis la  conjonction  jusqu'a  Timmersion. 

Soit  t  le  temps  que  met  le  satellite  a  decrire  Tangle  ^4.  Posons 

I        di>i 

=  1  -h  X; 


n  —  rii    dt 

X  sera  egal  a  —^  —  i,  en  negligeant  la  petite  quantite  —'On  pourra  ecrire  ap- 
proximativement 

Soit  T  la  moyenne  des  temps  que  le  satellite  emploie  a  parcourir  Tangle 

(,o)  p=l; 

en  appliquant  la  formule  precedente,  et  remplagant  ^  v^  et  X  respectivement 
pari,  p  et  zero,  on  aura 

(II)  T  =  — ^,         ^z=^(,_X). 

Les  formules  (9),  (10)  et  (i  i)  donneront  ensuite 


^  =  T(i-X)    -(i-hx 


''•tS*\/[;*<-"'>Fl[?-<-"''?]i 


On  a  vu  (Chapitre  I)  qu'en  ayant  egard  aux  inegalites  les  plus  importantes, 
on  a 
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Texpression  de  l  deviendra  ainsi 


(12)  /  =  T(i  — X)  — (n-)c 


Soit  t'  la  duree  enliere  de  I'eclipse ;  on  aura 


'^Y^.^^^-^'i''-^ 


(,3)  ^^=:,T(,_X)y/|^i+iX4-(T4-x')'^«][i4-^X-(i  +  x')-^], 

d'oii  Ton  conclura 

(3v/4T«(i-X)-^'* 


(i4)  *o  = 


21(14- )c')  (I -X) 


Cette  equation  servira  a  determiner  les  constantes  arbitraires  que  renferme 
I'expression  de  s^,  en  choisissant  les  observations  de  ces  eclipses  dans  lesquelles 
ces  constantes  ont  le  plus  d'influence. 

Nous  mentionnerons  ici,  parmi  les  travaux  relatifs  a  la  figure  de  Tombre  de 
Jupiter,  celui  de  M.  Asaph  Hall  {Astr.  Ndchr.,  n"*  2156),  et  celui  de  M.  Souillart 
{Aslr.  Nachr.,  n°  2169).  Ce  dernier  Memoire  se  rapporte  au  cas  d'une  planete 
dont  Torbite  fait  un  angle  notable  avec  le  plan  de  I'equateur;  I'effet  de  cette 
inclinaison,  a  peu  pres  nul  pour  Jupiter,  serait  tres  sensible  dans  le  cas  de 
Satufne. 

30.  Indications  sur  le  calcul  num^rique  des  constantes.  —  Ces  constantes 
sont  nombreuses  dans  la  theorie  des  satellites  de  Jupiter;  il  y  en  a  trente  et  une, 
savoir  :  six  elements  elliptiques  et  la  masse  de  chaque  satellite;  I'aplatissement 

de  Jupiter,  ou  plutot  la  quantite  x x<,  et  les  deux  constantes  qui  fixent,  a 

un  moment  donne,  la  position  de  son  equateur.  Mais  il  convient  de  separer  la 

determination  des  masses  /w,  m\  m'\  m'"  et  de  x x,.  Nous  allons  chercher  a 

eclairer  un  peu  ce  probleme  assez  complexe. 

La  premiere  chose  a  faire  est  le  calcul  des  moyens  mouvements  /i,  n\  /^",  n"'. 
Poury  arriver,  on  determine  d'abord  les  moyens  mouvements  synodiques/i  — /i,, 
n'—n^\  on  y  parvient  en  considerant  deux  conjonctions  tres  eloignees  d'un 
satellite,  observees  aux  epoques  ^  et  ^';  on  a,  en  designant  par  k  le  nombre  total 
des  conjonctions, 

(i5)  {n  —  n^)  {t'  —  t)  —  2  fcK, 

d'oii  n  —  n^.  On  n'observe  pas  I'instant  meme  de  chaque  conjonction;  mais  on 
peutTobtenir  pour  les  deux  derniers  satellites,  et  quelquefois  pour  le  second, 
en  prenant  la  moyenne  des  instants  d'une  immersion  et  de  Temersion  suivante. 
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Pourle  premier,  on  peut  tenircompte  de  lademi-duree  de  I'eclipse  determinee 
par  une  immersion  ct  une  emersion  observees  dans  le  voisinage  de  I'opposition, 
done  a  pen  de  distance. 

Les  inegalites  du  satellite  sont  negligees  dans  la  formule  (i5),  ou  bien  on  en 
tient  un  compte  approximatif,  ou  Ton  s'arrange  de  maniere  qu'elles  soient 
presque  les  memes.  On  aura  done  ainsi,  avec  une  grande  exactitude,  /i  —  /2|, 
d'ou  n. 

11  faut  ensuite  determiner  a,  a\  a"  et  a"\  en  prenant  pour  unite  le  rayon  equa- 
torial de  Jupiter.  On  determine  a'"  exprime  en  secondes  d'arc,  d'apres  Velonga- 
lion  du  quatrieme  satellite,  et  le  demi-diametre  apparent  de  Jupiter  a  la  meme 
epoque,  exprime  de  la  meme  fagon ;  le  quotient  de  ces  deux  nombres  donne 
ce  que  nous  appelons  a'".  On  se  sert  de  la  troisieme  loi  de  Kepler  pour  avoir  a, 
a' et  a".  Mais  il  faut  remarquer  que  la  relation  n^ a^  =  n""^ a'"^  doit  etre  rem- 
placee  par 

Ba  et  Ba'"  designant  les  parties  constantes  des  demi  grands  axes,  produites  par 
les  perturbations.  On  a,  a  fort  peu  pres  (Chap.  II,  p.  i8), 

I  I 

X Xi  X Xi 

Sa=:  — 5 >  da'zzz  — 5—^ — , 

6a  oa"' 

et  il  en  resulte  aisement 

on  emploiera  une  expression,  meme  assez  grossierement  approchee  de  x x< , 

et  Ton  obtiendra  ainsi  a,  a'  et  a'\  II  semble  qu'il  conviendrait  de  retrancher  de 
n,  n',  . . .  les  coefficients  de  t  dans  les  longitudes  moyennes  de  I'epoque  e,  e', .  . ; 
mais  la  correction  qui  en  resulterait  serait  bien  faible. 

Avec  les  rapports  -,>  -^y  •••  on  calcule  les  transcendantes  6^'  et  leurs  deri- 

vees,  premiere  et  seconde.  On  est  a  meme  de  calculer  les  quantites  F,  G,  F', 
G',  ...  et  les  coefficients  de  m\  m!\  ...  dans  (o,  i),  (o,  2),  —  La  formule  (10) 

du  Chapitre  II  donnera  les  |        |  avec  des  valeurs  provisoires  de  m\  m!\  wT^  et  qui 


0 

» 

1 

> 

- 1 

seront  bien  suffisantes  pour  ce  but.  On  peut  done  regarder 

et  I   3    I  comme  connus,  sauf  peut-etre  la  correction  a  apporter  ax ;X,. 

Laplace  calcule  ensuite  les  perturbations  independantes  des  excentricites 
(Chapitre  II);  il  y  figure  /w,  m\  m"  et  /w"  comme  indeterminees.  Pour  eviter 
des  nombres  trop  grands,  il  represente  par /w  10  000  fois  le  rapport  de  la  masse 
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du  premier  satellite  a  la  masse  de  Jupiter,  et  de  meme  pour  les  autres,  de  sorte 
que,  d'apres  les  resultats  d'une  theorie  provisoire,  m,  m',  m!'  et  nf  sont  des 
fractions  comprises  entre  o,  i  et  0,9  ou  1,0.  Des  fautes  de  calcul  assez  nom- 
breuses  ont  ete  commises  par  Laplace  dans  cette  partie;  elles  ont  ete  corrigees 
par  Bowditch,  Airy  et  Bessel  (i^o^'rles  pages  499-501  du  Tome  IV  des  OEuvres 
completes  de  Laplace,  et  le  Tome  II  des  Astronomische  Untersuchungen  de 
Bessel,  Bestimmung  der  Masse  des  Jupiters).  Laplace  pose  ensuite 

X—  -X,  =  0,0217  794 fx, 

oil  (X  designe  une  indeterminee  voisine  de  i,  et  il  se  propose  de  determiner 
d'abord  les  cinq  inconnues  /w,  m',  m'\  ni"  et  (x. 

31.  Voici  les  cinq  donnees  numeriques  qu'il  emprunte  a  la  discussion  faite 
par  Delambre  de  plusieurs  milliers  d'eclipses  des  satellites  : 

(I)  ^v  ^      C  sin(2/'  _2/)-4-..., 

(II)  3(>'  =  -  C  sin(2r-  2/')  +. . ., 

(  di^z=-hC'sin(r-^,^-(33)-i-..., 
I  3^''=H-C^sin(r-^,^-(33)4-..., 

(IV)  V=      B'sin(/'~6,  ^-yi)  -\- 


•   •   •  • 


Les  donnees  dont  Laplace  fait  usage  sont 

C,    C,    ^a,     ^     et     61. 

C  est  de  beaucoup  le  coefficient  le  plus  considerable  de  ^v.  Laplace  dit  que 
Delambre  a  deduit,  de  la  discussion  d'un  grand  nombre  d'eclipses  du  premier 
satellite,  que  C  est  egal  a  223*, 471  en  temps;  c'est-a-dire  que  I'inegalite  en 
question  peut  avancer  ou  retarder  une  eclipse  de  pres  de  4™« 

Pour  convertir  C  en  angle,  il  faut  le  multiplier  par  400*^*^  et  le  diviser  par 
1^769861,  dureede  la  revolution  synodique  du  premier  satellite. 

On  trouve  ainsi 

or,  5o5o59  =  5o5o*,  Sg  =  i636",  89. 

On  a  d'ailleurs,  en  se  reportant  aux  formules  (D)  du  Chapitre  II, 

(A)  —  m' ^^  F zzr  C.       'm':=  0,232  355. 

n  —  2/i'-h  I   o 
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On  trouvera  de  meme 


n' 


n  —  in' -\-  I    I    I 


(m'^F'— mG)  =  C'. 


C'est  une  relation  du  premier  degre  entre  m  et  m".  C  est  le  coefficient  le  plus 
considerable  de  lv\  Delambre  lui  assigne  en  temps  lavaleur  io59*,i8,  d'oii  Ton 

deduit 

Ci=  i6',i92o68  —  ii92o*,68  =  3862^3o, 

(B)  m^=ii  ,714843  —  1 ,741 934 /w''. 

Ces  deux  relations  (A)  et  (B)  sont  tres  precises,  vu  la  grandeur  des  inegalites 
d'oii  on  les  a  tirees. 

Delambre  a  trouve,  en  prenant  Tannee  pour  unite, 

gi  —  79^9% 'o5  =  2578%  750  =1 42' 58%  75. 

Or,  on  a  (Chap.  II,  p.  38), 

e'' sincj'^r  M'' sin(^^  +  (3)  H- M7  sin  (^1  ^  +  (30  H- M;  sin(^,  / -h  (3,)  +  M;' sin(^,  ^ -f- (3,), 
e^cosis^z^  WQ.o%{gt  -4-  (3)  -f-  M7cos(^i  <  H-  (3, )  +  M;'cos(^i  ^  -h  (3j)  +  MJ  cos(^8  ^  -h  Pj). 

On  en  conclut 

tan^rrr^-^  ,      flN-   M^  sin(^,^  +  (S^- ^3^  -  P,)  +  > . » 4- M^sin(g-^ -4- (3  -  ^,<  -  (3,) 
^^         ^'       P'^"M';+M;cos(^,^+(3,-^3<-Pa)4-...-f-M^cos(^^-f(3-^3^-(33)' 

Or,  il  arrive  que  les  rapports 

M^      M]'      M; 

sont  petits  et  egaux  au  plus  a  5^.  On  voit  done  que  la  partie  moyenne  de  ts"'  est 
gz^-^  ?%9  ct  que  la  difference  gt*'—  g^t  —  i^^  se  compose  seulement  de  termes 
periodiques  petits;  de  sorte  que  Ton  pent  dire  que  g^  est  le  moyen  mouvement 
annuel  du  perijove  du  quatrieme  satellite,  et  c'est  a  ce  titre  que  Delambre  a  pu 
le  tirer  des  observations. 

Dans  les  equations  (III),  on  a 

Delambre  a  trouve 

C'=   756%6o5=    244%  95, 

e  =  9265%   56  =  3oo2%o4; 
d'oil 

(C)  gi  =0,0816678. 
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Les  equations  analogues  aux  equations  (i6)  du  Chapitre  II  sont  de  la  forme 

X*  M3  -4- =  0, 

(D)  { 

oAosMa  -\- =^0, 

Xj  Mj  •+• ^=0, 

oil  les  coefficients  xf  sont  des  fonctions  connues  de  ^3,  m,  m\  m'\  nC  et  (x. 

L'elimination  de  M3,  . ..,  M*  entre  les  equations  (C)  et  (D)  donnera  deux 
equations  entre  les  cinq  inconnues  m,  m\  m'\  m!"  et  (x. 

Le  terme  IV  est  le  plus  considerable  de  X',  apres  celui  qui  se  rapporte  au 
plan  fixe  de  Laplace,  et  il  est  facile  de  voir  que  b^  est  le  moyen  mouvement  an- 
nuel du  noeud  de  I'orbite  du  second  satellite.  Delambre  a  trouve 

6,  =  i33  870"  =1 43  374"  =  1 20  2' 54". 

Si  Ton  elimine  N|,  N'^,  ...,  N7  entre  les  equations  (11)  du  Chapitre  111,  on 
trouvera  la  dernieredes  relations  cherchees.  Cette  relation  se  reduit  approxima- 
tivement  a 

(16)  -6t==nn^(i)+[i]4-(i,o)  +  (i,2)4-(i,3). 

II  convient  d'observer  queC"  est  petit  et  doit  etre  assez  mal  connu;  C"  repond 
a  II 7'  en  temps,  soit  un  peu  moins  de  2°*;  les  eclipses  du  second  satellite  s'ob- 
servent  moins  bien  que  celles  du  premier;  des  erreurs  de  10'  ou  meme  de  20* 
sur  une  immersion  ou  une  emersion  peuvent  etre  commises  assez  facilement; 
c'est  la  certainement  une  cause  d'incertitude  dans  la  determination  des  masses 
des  satellites. 

Donnons  quelques  indications  numeriques  sur  le  calcul  de  ces  masses. 

Les  rapports  ^„,  et  ^  sont  petits;  dans  une  premiere  approximation,  les  equa- 
tions (D)  pourront  etre  reduites  a 

X"'  -4-  X'  ^  z=i  X"  -f-  o,o8i6578X''  ^  o. 
M3 

C'est  ainsi  que  Laplace  a  trouve  les  equations  suivantes  : 

(17)  6735  — 2947 fJt  —  363m  —  4193m' ^=0, 

(18)  1834/^"  -+-  791  m'^  —  209omm"4-  1829m''*  =  o, 

(19)  277  —  i736|jt  —  267  m  —  1 24  w*' -I- 35 1 4  m''  =10. 

Je  laisse  de  cote  I'une  des  equations  (D),  dans  laquelle  les  termes  obtenus, 
apres  avoir  fait  M3  =  M3  =  o,  sont  positifs,  d'ailleurs  tres  petits.  Enfin,  I'equa- 
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tion  (i6)  donne 

(20)  i33663  —  logooSjJt  —  3i574w  —  19667  w"  —  i8o4m"'  =  o, 

L'equation  (B)  combinee  avec  trois  des  equations  precedentes,  par  exemple 
(17),  (19)  et(2o),  donnera  les  inconnues.  On  trouve  ainsi 

m  =  o,  178, 

m^z^  0,882,         |jL  =  1,0088, 

On  se  servira  de  ces  valeurs  approchees  pour  determiner^,  et  ^  par  deux 

des  equations  (D),  et  Ton  portera  les  valeurs  ainsi  trouvees  dans  les  deux 
autres ;  on  completera  de  meme  I'equation  ( 1 6)  en  tenant  compte  de  N< ,  N'^ ,  ...» 
N7,  et  Ton  continuera  jusqu'a  ce  que  deux  calculs  consecutifs  donnent  le  meme 
resultat. 

Damoiseau  a  determine  une  nouvelle  valeur  du  coefficient  C"  dans  la  longi- 
tude du  troisieme  satellite.  La  valeur  ci-dessus,  245".  1I,  adoptee  par  Laplace, 
repondait  a  1 16',73  en  temps.  Damoiseau  Ta  remplacee  par  65%o73,  qui  n'en  est 
guere  que  la  moitie.  D'apres  son  Manuscrit,  conserve  a  la  bibliotheque  du 
Bureau  des  Longitudes,  cette  correction,  ainsi  que  toutes  celles  qu'il  a  appor- 
tees  au  troisieme  satellite,  proviendrait  d'un  calcul  particulier  dans  lequel  on 
aurait  tenu  compte  de  quatre-vingt-treize  eclipses  completes  de  ce  satellite, 
observees  entre  1740  et  1824.  En  introduisant  le  nouveau  coefficient,  65% 073, 
on  modifie  tres  sensiblement  les  masses,  ainsi  que  M.  Souillart  I'a  montre  et 
que  cela  resulte  du  Tableau  suivant  : 

Laplaco.  M.  Souillart. 

m 0,178281  0,377267 

m' 0,282355  o,2453o5 

m" 0,884972  0,821795 

fn" 0,426591  0,281233 

On  voit  que  le  principal  changement  consiste  en  ce  que  la  masse  du  quatrieme 
satellite  est  presque  reduile  a  moitie,  tandis  que  celle  du  premier  est  plus  que 
doublee. 

32.  On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  calculer  les  racinesg-,  g^,  g.^  et 
g^  (deja  obtenue),  ainsi  que  les  rapports 


M' 

M' 
M' 

M, 

m;' 

M7. 

M. 

m;' 

m; 

M, 

MJ 

m;' 

T.  —  IV.  II 
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On  trouve  que  ces  rapports  sont  inferieurs  a  i,  et  souvent  meme  assezpetits. 
On  aura  done 

e   sincj  =zM  sin(^^   -+-(3)    -+-...,  e   cosm  =:  M  cos(^^   4- (3)  4-..., 

e'  sincj'  =:Mi  sin(^,^ -h  (3,)  -h. . .,  e'  coscj'  =Mi  cos(^i/-h  (3,)  -h. . . , 

e"  sinxs"  =iW^  sin(^j^  H-^i)  -i-.  • .,  e^cosm''  —  MJ  cos(^j^  +  Pj)  -h. . . , 

e^  sinm'^^  Mj  sin(^,^  -+-  %)^^-,,.y  e^  coscj'^m  M,  cos(^8^  4-  (3j) 


Laplaee  appelleM^ea:cc/^/^£C£/e /?ro/>re  du  premier  satellite,  Qi  gt  +  ^  la  /o/ig'i- 
/oflfe  de  son  perijos^epropre,  de  meme  M',  et  o^i  /  -+-  Pi  pour  le  deuxifeme,  etc. 
Les  formules 


$v  i=2M  sin(/  —  ^^  — (3)4-2Mi  sin(/  —  ^i^  — (3i) 
5i>'=:  2M' sin(/'  —  ^^  —  i3)  4-  2M;  sm(/'—  ^, ^  —  (3i)  +. . . , 

montrent  que  chaque  satellite  possede  quatre  equations  du  centre,  dont  Tune 
se  rapporte  au  perijove  propre  de  ce  satellite,  et  les  trois  autres  aux  perijoves 
propres  des  trois  autres  satellites.  II  reste  a  determiner  par  les  observations 
les  huit  constantes 

M,    M;,    M;,    MJ;        (3,  *(3„     (3,    et    (3,. 

Delambre  n'a  pas  trouve,  dans  les  observations,  de  traces  appreciables  de 
Texistence  de  M  et  M^,  de  sorte  que  Ton  peut  supposer 

M  =  o,        Mj  =  o. 

Ainsi,  on  peut  admettre  que  les  excentricites  propres  des  deux  premiers  sa- 
tellites sont  nuUes,  et  les  expressions  precedentes  de  tv,  Sr',  . . .  se  reduisent, 
chez  Damoiseau,  a 

^v  z=2MjSin(/  —  ^,^  — (3,) -h  2M3  sin(/  —  ^j^  — (3a), 
dj;'— 2M;sin(/'  — ^,^  — (3,)4-2M;sin(/'  —git  —  ^z), 
d^^':=2M;sin(/^-^,^-(3,)4-2M;sin(r-^,^-(3,), 

3i''^=2M';sin(r~^,^-|3,)4-2M;sin(r-^3^-(3»). 

Nous  n'entrerons  pas  dans  plus  de  details  sur  ce  sujet,  non  plus  que  sur  la 
determination  des  constantes  qui  figurent  dans  les  expressions  des  noeuds  et 
des  inclinaisons;  nous  nous  bornerons  a  dire  que  les  inclinaisons  sont  donnees 
par  les  plus  petites  durees  des  eclipses,  et  les  noeuds  par  les  plus  longues. 

33.  Historique  relatif  k  la  th6orie  des  satellites  de  Jupiter.  —  Le  pre- 
mier essai  de  theorie  est  du  a  Newton  (Principes^  Livre  III,  Proposition  XXIII), 
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qui  avait  evalue  approximativement  la  variation  et  les  moyens  mouvements  du 
perijove  du  quatrieme  satellite,  en  tenant  compte  seulement  de  la  force  pertur- 
batrice  du  Soleil,  et  transportant  a  ce  cas  les  resultats  qu'il  avait  obtenus  pour 
la  Lune. 

Lagrange  (OEui^res  completes^  t.  VI)  a  donne,  en  17G6,  les  equations  differen- 
tielles  du  mouvement  des  satellites,  en  ayant  egard  a  leur  action  mutuelle,  a 
I'attraction  du  Soleil  et  a  I'aplatissement  de  Jupiter.  II  les  integre  d'abord  en 
negligeant  les  excentricites  et  les  inclinaisons  des  orbites,  et  il  parvient  aux 
inegalites  dependantesdes  longitudes  moyennes  [formules  (D)  du  Chapitre  II], 
et  d'oii  resultent,  dans  le  retour  des  eclipses  des  trois  premiers  satellites,  les 
inegalites  dont  la  periode  est  de  437  jours,  et  que  Bradley  et  Wargentin  avaient 
decouvertes  par  I'observation. 

Lagrange  considere  ensuite  les  inegalites  dependantes  des  excentricites  et  des 
perijoves.  II  forme  les  equations  differentielles  lineaires  (A')  du  Chapitre  II,  et 
les  integre  comme  nous  Tavons  explique  a  cet  endroit.  II  trouve  pour  chaque 
satellite  les  quatre  equations  du  centre  dont  nous  avons  parle. 

En  appliquant  la  meme  analyse  aux  noeuds  et  aux  inclinaisons,  il  obtient 
pour  chaque  satellite  quatre  inegalites  principales  de  la  latitude.  Mais  il  avait 
suppose  que  I'equateur  et  le  plan  de  Torbite  de  Jupiter  coincident,  et  cette  sup- 
position avait  fait  disparaitre  des  termes  importants. 

En  meme  temps  que  Lagrange  s'occupait  de  ces  recherches,  Bailly  (Essai  sur 
la  theorie  des  satellites  de  Jupiter,  1766)  appliquait  au  mouvement  des  satel- 
lites de  Jupiter  les  formules  que  Clairaut  avait  donnees  dans  sa  theorie  de  la 
Lune.  II  reconnut  les  inegalites  dont  la  periode  est  de  4^7  jours;  mais  cette 
theorie  ne  pouvait  pas  lui  donner  les  quatre  equations  du  centre  obtenues  par 
Lagrange. 

Laplace  a  beaucoup  ajoute  a  Tadmirable  travail  de  Lagrange.  II  a  donne 
d'abord  la  demonstration  des  deux  beaux  theoremes  exprimes  par  les  relations 

n  — 3/i'H-2/i"  =  o,         /— 3/' 4- 2/"  =  180°, 

et  montre  que  ces  relations,  constatees  par  les  observations  pour  un  certain 
intervalle  de  temps,  doivent  toujours  subsister;  il  a  etabli  ensuite  les  formules 
de  la  libration,  et  determine  I'influence  de  cette  libration  sur  les  inegalites  a 
longues  periodes. 

C'est  a  lui  que  Ton  doit  les  inegalites  (21)  du  Chapitre  II,  provenant  de  la 
reaction  mutuelle  des  inegalites  seculaires  et  de  celles  dont  la  periode  est  de 
437  jours.  II  a  donne  les  expressions  exactes  des  inegalites  des  latitudes  et 
celles  du  mouvement  de  Tequateurde  Jupiter,  et  montre  enfinque  les  formules 
de  Lagrange,  pour  les  inegalites  seculaires  des  noeuds  et  des  perijoves,  doivent 
etre  completees  par  des  termes  du  second  ordre  qui  sont  loin  d'etre  n^gli- 
geables. 
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Nous  avons  indique,  chemin  faisant,  les  perfectionnements  de  la  theorie  dus 
a  M.  Souillart;  nous  renverrons  le  lecteur  a  ses  deux  Memoires  deja  cites,  et  a 
une  Note  des  Astron,  Nachr.,  n*"  2214. 

Arrive  au  terme  d'une  exposition  deja  longue,  et  que  nous  n'avons  pas  la  pre- 
tention de  croire  complete,  nous  pensons  cependant  avoir  reussi  a  rendre  plus 
accessible  une  des  plus  belles  theories  de  la  Mecanique  celeste,  qui  est  au  fond 
assez  simple  et  ne  parait  compliquee  que  par  les  notations  multiples  impos- 
sibles a  eviter.  Nous  nous  trouverons  amplement  recompense  d'un  travail  assez 
long  si  les  lecteurs  du  sujet  deviennent  plus  nombreux  et  s'y  interessent  davan- 
tage. 

II  est  bien  a  desirer  qu'une  discussion  complete  des  observations  soit  faite  a 
nouveau,  ainsi  que  la  determination  de  toutes  les  constantes,  y  compris  la 
vitesse  de  la  lumiero.  Le  travail  dans  lequel  Delambre  avail  discute  plus  de 
6000  observations,  et  dont  Laplace  parle  a  diverses  reprises,  a  malheureuse- 
mentete  perdu.  L'introduction  aux  Tables  des  satellites  de  Jupiter,  de  Damoi- 
seau,  presente  des  obscurites  au  sujet  de  la  provenance  des  nombres  fondamen- 
taux  qui  ont  servi  a  les  construire;  quelques-unes  ont  pu  etre  dissipees  par 
M.  Souillart  a  Taide  d'un  Memoire,  reste  en  manuscrit,  de  Damoiseau,  et  que 
possede  le  Bureau  des  Longitudes. 
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THfiORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS  DE  JAPET. 


34.  Des  satellites  de  Saturne.  —  a  La  theorie  des  satellites  de  Saturne 
est  tres  imparfaite,  parce  que  nous  manquons  d'observations  suffisantes  pour 
en  determiner  les  elements.  L'impossibilite  oil  Ton  a  ete  jusqu'ici  d'observer 
leurs  eclipses,  et  la  difficulte  de  mesurer  leurs  elongations  a  Saturne,  n'ont 
permis  de  connaitre  encore  avec  quelque  precision  que  les  durees  de  leurs 

revolutions   et  leurs  distances  moyennes Ignorant  done  Tellipticite  des 

orbites  de  tons  ces  corps,  il  est  impossible  de  donner  la  theorie  des  pertur- 
bations qu'ils  eprouvent;  mais  la  position  constante  de  ces  orbites  dans  le  plan 
de  Tanneau,  a  I'exception  de  la  derniere  qui  s'en  ecarte  sensiblement,  est  un 

phenomene  digne  de  I'attention  des  geometres  et  des  astronomes Nous 

allons  ici  developper  la  raison  pour  laquelle  I'orbite  du  dernier  satellite 
s'ecarte  de  ce  plan  d'une  quantite  tres  sensible  (*).  » 

Les  observations  que  reclamait  Laplace  ont  ete  faites  dans  ces  dernieres 
annees,  grace  surtout  aux  puissants  instruments  de  Washington,  Poulkovo, 
Toulouse,  etc.;  elles  n'embrassent  encore  qu'un  intervalle  de  temps  assez 
restreint;  cependant  elles  ont  deja  permis  k  la  Mecanique  celeste  de  faire  des 
progres  impossibles  a  Tepoque  de  Laplace.  Nous  nous  proposons  d'exposer  assez 
completement  I'etat  actuel  de  la  Science  sur  ce  sujet  important. 

II  convient  d'abord  de  donner  quelques  indications  generales  sur  les  satel- 
lites et  leurs  mouvements. 

On  connait  huit  satellites  qui  sont,  par  ordrede  distance  croissante  a  Saturne, 
Mimas ^  Encelade,  Tetkys,  Diond,  Rh^a,  Titan,  Hyperion  et  Japet.  Le  plus  gros. 
Titan,  pent  etre  apergu  avec  la  lunette  la  plus  faible;  aussi  a-t-il  ete  decouvert 
par  Huygens  en  i655.  Son  diametre  apparent  parait  inferieur  a  i'%  de  sorte  que 
son  diametre  reel  serait  un  peu  inferieur  a  celui  de  Mars.  Une  lunette  de  4  a 

(*)  LAPL4CB,  Mdccuiique  celeste,  t.  IV. 
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5  pouces  (I'ouverture  permet  de  voir  Japet,  Rhea,  Dione  et  Tethys  que  D.  Cas- 
sini  a  decouverts  a  robservatoire  de  Paris,  de  1671  a  1684,  avee  les  objectifs 
a  tres  long  foyer  de  Campani.  Encelade  et  iMimas,  les  satellites  les  plus  voisins 
de  la  planete  et  qui  ont  ete  decouverts  par  W.  Herschel,  en  1789,  exigent  deja, 
pour  etre  apergus,  des  lunettes  de  12  pouces.  Le  plus  faible  de  tous,  Hyperion, 
decouvert  simultanement  par  Bond  et  Lassell,  en  1848,  nepeut  etre  vu  qu'avec 
les  lunettes  les  plus  puissantes;  son  eclat  nc  depasse  pas  celui  d'une  etoile 
de  quatorzieme  grandeur. 
Voici  quelques-uns  des  61en)ents  des  orbites  : 


e. 
I. 

a 
T 

I. 

a 
T 


Mimas. 

Encelade. 

Tdthys. 

Diond. 

165'.  0' 

1 67*.  56' 

166'.   7' 

167.40 

27.36 

28.   7 

28.40 

27.59 

3.10 

3.98 

4.93 

C.3i 

0^22^37""   5" 

iJ   8M3"»  7" 

li2l''l8'»26» 

aj|7»»4i«n   9* 

Rhda. 

Titan. 

Hypdrion. 

Japet. 

i67'.45' 

i67*.48' 

168'.  10' 

142.40 

28.22 

27.28 

27.   5 

18. 3i 

8.83 

20.45 

25.07 

59.58 

4M2»'25"I2- 

1 5^22*"  4 1"  22" 

2r^6»'39'"27'' 

79^7''5r>7" 

Enfin,  on  a  pour  les  anneaux 

6=  i67°55',         I  =  28°  10', 

0, 1,  a  et  T  designent  respectivement :  la  longitude  du  noeud  ascendant,  I'incli- 
naison,  le  demi  grand  axe  exprime  en  fonction  du  rayon  equatorial  de  Saturne, 
et  la  duree  de  la  revolution. 

On  voit  que  les  orbites  font  des  angles  petits  avec  le  plan  de  I'anneau,  sauf 
dans  le  cas  de  Japet. 

On  apergoit,  en  outre,  des  rapports  de  commensurabilite  assezapproches  entre 

les  moyens  mouvements,  -  pour  Tethys  et  Mimas  d'une  part,  Dione  et  Encelade 

'  3 

d'autre  part;  7  pour  Hyperion  et  Titan. 

Laplace  s'est  borne  a  examiner  les  perturbations  du  plan  de  Torbite  de  Japet. 
M.  Newcomb  a  ecrit  un  beau  Chapitre  de  la  Mecanique  celeste  sur  les  derange- 
ments causes  par  Titan  dans  le  mouvementd'Hyperion,  etM.  H.  Struvea  trouve 
deux  theoremes  remarquables  concernant  les  perturbations  de  Tethys  et  de 
Mimas,  puis  de  Dione  et  Encelade.  Nous  allons  exposer  successivement  ces 
divers  travaux,  ainsi  que  les  additions  qui  leur  ont  ete  apportees  par  d'autres 
astronomes. 
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35 .  ]§:quations  diff^rentielles  du  mouvement  do  Tun  quelconque  des  satel- 
lites. —  Dans  le  mouvement  du  satellite  M,  dont  les  coordonnees  a?,  j,  z  sont 
rapportees  a  trois  axes  de  directions  invariables  passant  par  le  centre  de  Sa- 
turne,  nous  devons  avoir  egard  aux  perturbations  provenant  : 

De  Taplatissement  de  Saturne; 

De  Taction  de  Tanneau; 

De  Taction  du  Soleil, 

Et  des  attractions  des  autres  satellites. 

Designons  par  m^ym^.  Mo  et  m^^^  les  masses  de  Saturne,  de  Tanneau,  du  Soleil 
et  d'un  satellite  quelconque  My;  soient 

les  potentiels  de  Saturne  et  de  son  anneau;  nous  aurons  ces  equations  diffe^ 
rentielles 

(')  [d^-^-^ — p — y=dy' 

">      ■    ''=«'+«'.=/'».(i-^')*2/"""(i;-^)' 

Aj  =  r* 4-  rj  —  2 rrjSjy        Sj  =  cos (rrj). 

D'apres  la  formule  (b')  de  la  page  32o(t.  II),  on  a,  pour  V  et  V|,  ces  develop- 
pements  en  series 

v=^(,-*^^,^_...), 

Y,  =  sinM  -  L        ¥4=  — sin*d  -  -  sinM  4-  7, 

3  12  2  4 

Yj  =  sin'^j—  -SJ         Y'.  =z  —  sin*di sin'3,-+-  y*         . . ., 

3  *       12  *      2  4 

oil  8  et  S<  designent  les  declinaisons  du  satellite  au-dessus  de  Tequateur  de 
Saturne  et  au-dessus  du  plan  de  Tanne'au;  ^,  /,...,  ^4,  /«,  ...  sont  des  constantes 
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dependant  de  la  distribution  de  la  matiere  dans  le  corps  de  Saturne  et  dans 
Tanneau.  Enfin,  les  developpements  supposent  que  cette  distribution  est  syme- 
trique  par  rapport  a  I'axe  de  rotation  et  a  I'equateur  de  Saturne,  de  meme  rela- 
tivement  a  I'axe  et  au  plan  de  Tanneau. 

Cherchons  a  nous  faire  une  idee  de  la  grandeur  des  constantes  ^,  /,  ^4,  /|,  en 
supposant  Saturne  et  I'anneau  homogenes.  La  formule  (c)  de  la  page  32 1  (t.  II) 
donne,  en  designant  par  a  et  6  le  rayon  polaire  et  le  rayon  equatorial  de  Saturne, 

on  en  conclut  aisement 

•  ~Z  I'aplatissement  de  Saturne  =  0,10;  si  Ton  suppose  que  rdesigne  le  rayon 
vecteur  de  Dione,  on  a  {voir  plus  haut)  t  =  6,3i.  On  en  conclut  aisement 

-rr=o,ooi5,         —r  1=0,000  003; 

la  serie  converge  assez  rapidement  pour  que  Ton  puisse  negliger  /. 

Pour  ce  qui  concerne  I'anneau,  la  formule  (B)  de  la  page  262  (t.  II)  donne 

0 

ou  Ton  a 

P„=:X„X;,       pour      j:  =  sin3i; 

X,=  -sin'd, ,         X4=  -5-  smMi  — -Q- smMi -4-  ^; 

22  000 

pour  tons  les  points  de  I'anneau  suppose  plan,  on  a  S',  =  o;  done 


done 


on  a  ensuite 


A,  —  —  -,  A,— -hg, 
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Si  Ton  suppose  que  les  rayons  limites  de  Tanneau  soient  R'  et  R'\  on  aura 

dm*  iTzr' dr' 


m 


1   ""ttR**— ttR'*' 


Or,  on  a 


3  R^^-R^^  _  9  R^<^-R^> 

'""8  R'«-R'«'  *~48R''*~R'*" 


R'zz:i,566,  R''z=2,3o6. 


Si  Ton  fait  le  calcul  pour  Dione,  comme  precedemirrent,  on  trouve 

-^  =  o ,  0709,       7^  =  ^ '  ^^^^• 

La  serie  qui  donne  V<  converge  done  moins  rapidement  que  celle  qui  se  rap- 
porte  a  Y ;  neanmoins,  si  I'on  a  egard  a  la  petitesse  de  la  masse  de  Tanneau,  on 
pourra  reduire  V,  k 

Supposons  maintenant  que  le  plan  de  I'anneau  coincide  avec  le  plan  de  Te- 
quateur,  et  nous  aurons 

(3)  W  +  W.^/"'^+/'"-(|-sin'a)  =  g(i-sin»e). 

La  constante  k  s'obtient  en  ecrivant  que  I'equilibre  a  lieu  a  la  surface  de  la 
plan^te;  on  trouve  ainsi,  comme  on  Ta  vu  (p.  4)» 

(4)  A:  =  &«(x-lx,), 

ou  X  et  x,  designent  respectivement  Faplatissement  de  Saturne  et  le  rapport  de 
la  force  centrifuge  a  la  pesanteur,  pour  I'equateur. 

L'expression  (3)  pourrait  etre  en  defaut  si  S  et  S|  differaient  sensiblement 
Tun  de  I'autre ;  or,  on  n'a  jusqu'ici  aucun  indice  de  la  non-coincidence  des  plans 
de  Tanneau  et  de  Tequateur;  il  pourrait  encore  en  etre  de  meme  si  Tetude  des 
mouvements  des  satellites  les  plus  voisins  de  la  planete  decelait  Texistence  du 

terme  en  -7  dans  V< ;  c'est  une  question  qui  n'est  peut-etre  pas  encore  videe 

completement. 

36.  D^veloppement  des  fonctions  perturbatrices.  —  Nous  ne  consid^re- 
T.  -  IV.  12 
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rons  que  les  parties  seculaires,  e'est-k-dire  celles  qui  sont  independantes  des 
longitudes  moyennes  des  satellites  et  de  celle  de  Saturne.  Nous  pourrons  meme 
faire  abstraction  de  e^,  car  les  excentricites  des  satellites  sont  tres  petites.  Les 
termes  ainsi  negliges  donnent  lieu  a  quelques  faibles  inegalites  auxquelles  il  faut 
avoir  egard  dans  une  theorie  complete,  mais  que  nous  laissons  volontairement 
de  cdte.  En  posant 

la  fonction  perturbatrice  provenant  de  Taplatissement  et  de  Tanneau  est 


soient  Y'Tinclinaison  de  Torbite  du  satellite  sur  Tequateurde  Saturne, // la  dis- 
tance angulairedu  satellite  au  noeud  ascendant  relatifa  I'equateur;  un  triangle 
rectangle  facile  a  apercevoir  donne  la  relation 

sind=  sini/siny^ 
d'ou 

12=  -^  f  2 sin*y'-i-  -  sin'y'cos2£/  j. 

La  portion  en  — p,—  est  essentiellement  periodique ;  le  terme  seculaire  de  -^  est 


—    /       —  =  7=    /        =  J    /        (l-heC0S«P')fl?W=: = 


oil  t^  et  w'  designent  les  anomalies  moyenne  et  vraie.  On  aura  done  simple- 
ment 

(5)  a  =  i;(i_isin«/). 

La  fonction  perturbatrice  provenant  du  Soleil  est,  d*apres  la  formule  (2), 


"•=/"-[(-F:'.-s)"-f.4 


En  la  developpant  suivant  les  puissances  de  la  quantite  tres  petite  — >  on  pent 
se  borner  a 

On  pent  meme  supprimer  le  terme  f-r  qui  ne  contient  pas  les  elements  du 
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satellite^  et  prendre 

Soient  y  I'inclinaison  de  Torbite  du  satellite  sur  I'orbite  de  Satume,  U©  et.U 
les  distances  angulaires  du  Soleil  et  du  satellite  au  noeud  ascendant  du  premier, 
de  ces  plans  par  rapport  au  second.  On  a 

Sq  =  cos(r/o)  =  cosU  cosUo-t-  sinU  sinUo  cosy. 
La  partie  non  periodique  de  $1  est 

7-1-7  cos*y. 
4      4 

On  aura  done 

(6)  ao  =  |-^^li^cos*y. 

Considerons  enfin  la  fonction  perturbatrice  £2y  provenant  de  Taction  d'un  sa- 
tellite quelconque  My.  D'apres  la  formule  (37)  de  la  page  809  (t.  I),  on  aura, 
en  negligeant  e  et  ejy 

oil  Y)  designe  le  sinus  de  la  demi-inclinaison  des  orbites  de  M  et  de  My.  Si  cette 
derniere  orbite  coincide  a  peu  pres  avec  le  plan  de  I'anneau,  on  pourra  prendre 

V  =  sin*  —  =  7  sin'y'-i--^  sin*y'-+- 

Le  terme  en  sin^y'  pent  etre  neglige,  meme  dans  le  cas  de  Japet,  pour  lequel 
Y'  =  i3**,7;  du  moins,  -gsin^y'  n'est  que  la  soixante-dixieme  partie  de  ysin^y'. 
Nous  pouvons  done  prendre 

(7)  ^y  =//wf»  (^  A<o)-  g  B(*)  sin*/) . 

A^®^  et  B^*>  sont  des  fonctions  homogenes  et  de  degre  —  i  de  a  et  ay,  dont  les 
expressions  ont  ete  donnees  dans  le  Tome  I,  p.  298. 

37.  Perturbations  s6culaires  de  Japet.  —  Les  lettres  non  accentuees  se 
rapporteront  a  ce  satellite.  La  fonction  perturbatrice  £2  sera  la  somme  des  ex- 
pressions (5),  (6)  et  (7);  elle  dependra  de  y  et  de  y'  qui  introduiront  les  cle- 
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ments  i  et  6,  et  aussi  de  a  qui  sera  constant,  puisque  Q  ne  contient  pas  la  Ion 
gitude  moyenne  /.  On  trouvera  ainsi 

(8)  ^  =  Kcos«y-f-K'cos«/, 

en  faisant 

(9)  *■  =  « i' 

('-«J)* 


^^-^■^g/I-'^'B" 


B^*)  est  defini  par  Tequation 


aay(a*-+-  aj  —  aoay  cos^*)   *  =  -B^^^H- B^*>  cosvj^  H- B<*>  cos2  4>-^-  — 


En  faisant 


a 


OL  sera  toujours  <  i,  et  Ton  aura 


a 


d'oii 

(.0)  K'=^-H^/2'n'»«6-; 

le  signe  2  s'etend  a  tons  les  satellites  interieurs. 

On  aura  ensuite,  en  appliquant  aux  equations  (i)  la  methode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  et  negligeant  e^, 


(II) 


dB  f         d^  di  I         dQ^ 


■•  ~r^> 


dt       nd^sini  di  dt  /la^sine  dB 


C*est  de  ces  equations  que  Ton  conclura  les  inegalites  seculaires  de  i  et  de  6, 
apres  avoir  remplace  fi  par  son  expression  (8),  et  y  et  y'  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  i  et  de  6. 

J'ai  montre  {Annates  de  V Observatoire  de  Toulouse,  t.  I)  que  Ton  pent  trouver 
aisement  Tequation  de  la  courbe  decritesur  la  sphere  celeste  parle  pole  de  Tor- 
bite,  sans  eflFectuer  Tintegration  complete  des  equations  (ii).  On  en  tire,  en 
eflfet, 

d^_d^dB^       Xidi^__ 
dt  '^  dB  dt"^  di  dt ""  ^* 
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ce  qui  doDne  I'integrale 

(12)  a  =  K  cos'y  -h  K'  COS'/  =  C, 

laquelie  exprime  une  relation  simple  entre  les  angles  y  et  y'  que  fait  le  plan  de 
I'orbite  du  satellite  avec  I'orbite  de  Saturne  et  le  plan  de  Tanneau. 

Je  vais  deduire  immediatement  de  cette  relation  que  le  pole  de  Torbite  decrit 
une  ellipse  spherique. 

Soient  en  eflfet  D  (y?^.  2)  le  pole  boreal  de  I'orbite  de  Saturne,  D'  celui  de 
I'anneau,  M  celui  de  I'orbite  de  Japet,  on  a 

A  representant  Tangle  du  plan  de  I'anneau  avec  I'orbite  de  Saturne. 


Soient  Xo,  Yo,  Z©;  X^,  Y',,,  71^\  X,  Y,  Z  les  coordonnees  des  points  D,  D'  et  M 
par  rapport  a  trois  axes  rectangulaires  se  coupant  au  centre  de  la  sphere.  On 
aura 

cosy  =  XXo  -+-  YYo  4-  ZZo,        cosy'  ^  XX;  ^  YY;  4- ZZ'o, 

et  I'equation  (12)  deviendra 

K(XXo  4- YYo  4-  ZZo)»4-  K'(XX;  4-  YY;  4-  ZZ;)«  =  C; 

c'est  I'equation  d'un  cylindre  elliptique  qui,  par  son  intersection  avec  la  sphere, 

donnera  la  courbe  cherchee  qui  se  trouvebien  etre  ainsi  une  ellipse  spherique. 

Mais  je  ne  garderai  pas  les  coordonnees   rectangulaires  pour  etudier  cette 

courbe. 

Je  vais  chercher  directement  son  centre  C,  qui  est  evidemment  sur  Tare  DD'. 

Soient 

CD  =  I,        CD'  =  i\        CM  =  p,        D'  CM  =  9, 
on  aura 


•f  • 


cosy  =  cos/cosp  —  sine  sinp  coscp,        cosy'  =  cos*'  cosp  -h  sine'  sinp  coscp, 
K(cos«  cos  p  —  sine  sinp  cos9)'  4-  K'(cosi'  cosp  4-  sin«'  sinp  cos 9)'  =  C. 

Disposons  de  i  et  de  i  de  fa(on  a  annuler  dans  cette  equation  le  coefficient 
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de  cos(p;  nous  trouverons 

(i3)  Ksin2«  =  K'sin2«', 

puis 

(i4)  cos'p(K  cos**  -¥-  K'  cos'*')  -+■  sin'p  cos' 9 (K  sin** -h  K'  sin'*')  =  C. 

On  a,  d'ailleurs,  21 -h  21'  =  2 A,  et  cette  relation  combinee  avee  la  formule 
(i3)  donnera 

K'sinaA  .,  Ksin2A 

^  K-hK'cos2A  ^  K'-i-Kcos2A 

K-f-K'cos2A  .  ,.  K-hK'cos2A 

2C0S'*=  I-H  >  2Sin'*  =  l  — 


V/K*^K'«4-2KK'cos2A  v'K'+K'' 4- 2KR'cos2A 

et  des  valours  analogues  pour  cos^i"  et  sin^i'.  L'equation  (i4)  deviendra  done 

(  cos»p(K  +  K'  -h  v/K'  ^  K"4-  2KK'  C0S2A) 
(i5)  ^  1 

I      4-sin«pcos«(p(K-+-K'  — v^K«4-K'»  +  2KK'cos2A)i=2C. 

On  a 

K«4- K'«+ 2KK'cos2A  =(K  4- KO*  [i  -  7|^^^  sin'Al; 

si  done  on  pose 

—  =iiang'a,         sin2B  =  57-^^ — wr,  sinA  =  sinAsin2a, 

l'equation  (i5)  donnera 

,         •!>        •  •         *     •  •»           C           Kcos*yo-HK'cos*y'o  .^r 

cos' p  COS* B -4- sin* p  cos*  9 sin' B=  ^ ^  = Vt ui ^  =  cos*N, 

^  rr  K-hK'  K4-K' 

en  designant  par  y^  et  y^  les  valours  initiales  de  y  et  y\  et  par  N  un  nouvel 
angle  auxiliaire.  Nous  aurons  ainsi  cet  ensemble  de  formules, 

K' 
tang*  a  =  |t->         sin2B  =  sinAsin2a, 

^     '  *  cos*N=cos*yoCOS*a-t- cos*yi  sin*a, 

sin*N  =  sin*yo  cos*  a  -h  sin*yo  sin*  a, 

(17)  cos*B  cos*p  -h  sin'B  sin*p  cos*(p  =  cos*N, 

dont  la  derniere  est  l'equation  de  la  courbe;  les  relations  (16)  font  connaitre 
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les  quantites  auxiliaires  N,  B,  a  en  fonction  des  constontes  K,  K',  A,  Yo  et  y'j,. 
Cherchons  les  axes  2p'  et  ^p"  de  notre  ellipse  splierique,  2p  etant  dirige  sui- 
vant  Tare  DD'.  Nous  aurons  a  faire,  dans  Tequation  (17),  9  =  o  et  (p  =  9o^; 
nous  trouverons  aisement 

.  «.  „      cosN  ,      C0S2N 

(18)  COSp^rz: cr^  COS  2  p' = rj ; 

on  pent  constater  sans  peine  Tinegalite  p'  >  p". 

Laplace  a  considere  un  plan  fixe,  precisement  celui  qui  a  pour  pole  le 
centre  C  de  notre  ellipse  spherique;  il  dit  que  Torbite  du  satellite  se  meut  en 
gardant  sur  ce  plan  fixe  une  inclinaison  a  peu  pres  constante.  C'est  dire  que 
Tellipse  ne  differe  pas  beaucoup  d'un  petit  cercle  de  la  sphere.  Nous  allons 
donner  la  raison  de  ce  fait.  L'angle  B  n'est  pas  tres  grand;  il  est  au  plus  egal  a 
i3^  ou  i4**;  s'il  etait  nul,  les  formules  (i8)  donneraient 

p'  =  p'  =  N. 

Dans  tous  les  cas,  cosBet  COS2B  ne  different  pas  beaucoup  de  i,  et  la  diffe- 
rence p'  —  p''  sera  assez  petite;  on  a 

tang ^  tang ^  =  tang'  ->         tang(N  —  p')  tang(N-t- p')  =  tang'B, 

d'ou  Ton  tire  ces  valours  approchees, 

,B 

^ p»       ^-^^^   2  tanff'B 

tang 1-  = jTT-j  tang(N  —  p')  =  .     ^   .,  • 

°      2  tangN  °  ^         tang2N 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  difference  p'  ^  p''  est  d'environ  i4'»  quantite 
petite,  mais  non  negligeable. 

Soit  AA'  le  grand  axe  de  Tellipse;  on  voit  que  la  valeur  de  y  =  MD  sera  tou- 
jours  comprise  entre  DA  et  DA',  et  la  valeur  de  y'  =  MD'  entre  D'A'  et  D'A. 
Nous  voyons  done  que  jamais  I'orbite  de  Japet  ne  pourra  co'incider,  ni  avec  le 
plan  de  I'anneau,  ni  avec  I'orbite  de  Saturne. 

38.  Loi  du  mouvement  du  pdle  sur  son  ellipse.  —  Si  Ton  prend  pour 
plan  des  xy  le  plan  fixe  de  Laplace,  I'origine  des  longitudes  etant  fixee  a  I'in- 
tersection  de  ce  plan  fixe  avec  le  plan  de  I'anneau,  on  aura 

i=p,        i9  =  —  9, 
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et  la  seconde  des  equations  (11)  donnera 


dp 


da 


dt       /la'sinp  d<p 

Or,  £i  =  Kcos^Y-h  K'cos^y'  ^  P^^^  expression,  en  fonction  de  p  et  de  9,  la 
moitie  du  premier  membre  de  Tequation  (i5),  ou  encore 


(K  4-  K')  (cos'p  cos'B  -i-  sin'p  sin'B  cos'cp). 


On  trouvera  done 


na 


«^=- 


2K 


dt 


Sin  p  COS' a 


J-  sin'p  sin'B  sin9  coscp. 


Nous  allons  eliminer(p  a  Taide  de  Tequation  de  Tellipse  que  Ton  peut  ecrire, 
en  introduisant  p'  et  p", 


d'oii 


(19) 


,         cos'p"  — cos'p'    .   ,  ,  ,  - 

cos*p  H .   ,  . — ^  sin'pcos'9  =  cos*p'; 

^  Sin*p'  r  T  r    ' 


Lint 


,  .  ,  ,  cos'p'^  — cos'p 


sm'pcos'cp  =  sm'p 


rtr." 


J  rt' 


cos'p  —  cos'p 


\e.f 


.    ,       .    ,  .    .   /r  cos*p  —  COS*p 

sm'p  sin*  9  =  sin*p" ^ 


•i^f 


!«' 


COS'p"  —  COS*p 


dt 


2K 


2K  .     ,-.  Smp'Sinp"  /; z-^ j-i-. ; r-T- 

= : r- sm'B  — T-f i-=— .  vCcos'p"— cos*p)(cos-p  —  COS'p'). 

sinpcos*a  cos^p" — cos*p  ^  ^  ^  *^  ^ 


Si  Ton  pose,  en  designant  par  (x  une  nouvelle  variable, 

cos*  p  =  cos*  p'  cos*  IX  -+-  cos*  p'  si  n*  /ji, 

on  trouve  que  la  valeur  precedente  de  -^  donne 


(20) 

oil  Ton  a  fait 

(21) 


^^ =-Hrf^ 


V^i  —  /i*  sin*/ji 


H  = 


,, cos*  p"— cos*  p' 

cos*p 

2K        sin*B  sinp'  sinp'  cosp' 


na^cos^a,        cos^  p"  —  cos*p' 


En  remplagant  p'  et  p''  par  leurs  valours (18),  I'expression  de  H  se  simplifie  et 
devient 


(22) 


„        V  cosNv^cos2B 

H  =  2K  r^^ 

na^  cos' a 
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On  voit  que  Ton  est  ramene  a  des  integrates  elliptiques,  et  les  formules  (19) 
et  (20)  donneront,  en  designant  par  t^  une  constante  arbitraire, 

IjjL  =  am{Uto  —  H^), 
sinp  COS9  =  sinp'  sin/x, 
,  sinp  sin 9  :=  sinp'' cos /ji. 

Le  module  h  est  voisin  de  zero ;  il  convient  de  proceder  a  des  developpements 
en  series,  en  negligeant  A\  On  trouve  successivement 

fjL=H'(/o-0-^^sin2H'(^o-0, 
H ^' 


sino^      ,  sinp-'"^^^'^'»^(^--^)        „,,  , 

smp  sinp    ,^^/^tcos»H'(^o-0 

tang9  =  (i  —  2/)  cotH'(^o  —  ^), 

. sinp'—  sinp'       h^^ 

"""        2sinp'  8  * 

/est une  petite  quantite  de  I'ordre  de  h^.  En  posant 
on  trouve  aisement 

gm  /sin2H'(^o—  0» 

soit  encore 

9,  =90«— H'^o» 

il  viendra 

(24)  9  =  9,  -hH'^—/ sin (2 9,  -H2H'^). 

La  valeur  de  (p«  se  determinera  au  moyen  de  la  valeur  tpo  que  prend  (p  pour 
/  =  o,  par  la  formule 

9o  =  9,  —  /sin29t; 
9j  =z  9o  -h  /sin 290. 

On  a  ensuite  par  I'equation  de  Tellipse, 

sinp'  sinp*" sinp' 


smp 


v/sin'p'-h  (sin*p'  —  sin'p'')  sin* 9       ^  /        sin*p'— sin^p*    .   ,,  I7~~" 

•^  ^  r/         T       ^,^ L___.Jlsm«(9,  +  H'0 

T.  -  IV.  i3 
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et  I'on  en  tire  sans  peine 

(25)  p  =  p'-(p'--p^)sin«(9,4-H'0. 

Les  formules  (24)  et  (^S)  resolvent  le  probleme  avec  une  precision  sufti- 
sante.  On  a,  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  facilement, 

(26)  l={p'—p")  : 5". 

On  voit  que  9  a  un  double  mouvement  de  precession  et  de  nutation  ;  le  terme 
de  precession  est  positif,  et  comme  la  longitude  du  noeud  sur  le  plan  fixe  de 
Laplace  a  ete  representee  par  —  <p,  le  noeud  de  I'orbite  du  satellite  a  son  mou- 
vement de  precession  retrograde. 

39.  Discussion  des  observations  de  Japet.  —  La  discussion  la  plus  com- 
plete a  ete  faite  par  M.  H.  Struve  (Beobachtungen  der  Saturnstrabanten,  Supple- 
ment aux  Observations  de  Poulkovo,  Saint-Petersbourg,  1888).  Les  series  d'ob- 
servations  utilisees  sont  celles  de  Bernard  a  Marseille,  de  W.  Herscliel,  de  Bessel, 
de  Jacob,  de  A.  Hall,  et  enfin  de  H.  Struve  lui-meme.  Les  valeurs  de  la  longi- 
tude du  noeud,  6,  et  de  Tinclinaison  1,  rapportees  a  Tecliptique,  telles  qu'elles 
resultent  d'une  discussion  approfondie,  sont  renfermees  dans  le  Tableau  sui- 
vant,  qui  contient  en  outre  les  dates  moyennes  des  observations  : 

e.  i. 

1787,7 — .  i44*iBf4  '9-^7,^  Bernard  et  Herschel 

i832,5 143.24,5  18.52,6  Bessel 

(^7)  \  1857, 5 143.  2,0  18.43,0  Jacob 

1878,5 142. a6, 6  18.33,3  A.Hall 

i885,6 142.12,4  18.28,3  H.  Struve 

Pour  obtenir  ces  nombres,  on  a  applique  en  signe  contraire  a  6  et « les  inega- 

lites  periodiques 

M=  8',  46  sin  (2/0  —  2&0  +  4°,  4), 

At  1=2',  68  cos  (2/0  —  2%-h4**,4)> 

qui  proviennent  de  Taction  du  Soleil,  /©  et  &©  designant  respectivement  la  lon- 
gitude du  Soleil  et  celle  du  noeud  de  I'ecliptique  sur  I'orbite  de  Saturne. 

M.  H.  Struve  applique  les  formules  (i  i)  qui  deviennent,  en  rempla^ant  K  par 
sa  valeur  (9), 

sini  3-  =—  y  ^ smy  cosy  -r^  -i-  -ir  siny'  cosy'  -fr  )• 

.    .di  3  nl         (  .  dy       K'    .      ,  ,dy'\ 
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Soient  {fig*  3) 

xk  recliptique, 

AC  Torbite  de  Saturne, 

BC  Torbite  de  Japet, 

xk  —  B,,        BAC  =  /,,        BC  =  v}^. 

Fig.  3. 


Le  triangle  ABC  donne 

cosy  =  cose  cos«,  -i-  sine'sine'i  cos(0  —  0,), 
d'oii  I'on  tire 

siny  ■—  =  sin/cosii  —  cos«sin«i  cos(0  —  0i)  =  siny  cos^', 

dy 
siny  -r^  =:  sinesini'i  sin(0  —  ^i)  =  sine  siny  sin'!'. 

Les  expressions  precedentes  de  57  ^^  de  ^  deviendront  done,  si  Ton  utilise 


dy'      dy' 

les  relations  analogues  pour  -^  ^t  ^> 


(28) 


smt  -7-  =—  ^ — 3-(  smycosy  cos^p  -H  vr  siny' cosy  cos 9' j, 

di            3          n\         /  .  .     ,        R'    .      ,  /    •     i A 

-1-  =-i-  ^ — jl  smycosy  sm^'-H  ^  smy'cosy  sinq>' j. 


^'  est  Tare  intercepte  sur  I'orbite  du  satellite,  entre  recliptique- et  le  plan  de 
I'anneau. 

M.  Struve  a  calcule  par  les  formules  precedentes  les  variations  annuelles  A6 
et  Ae,  pour  1783,0  et  i885,o,  en  rcmplacant  dans  chaque  casy^  y'»  ^^  ^'  ^^  *P^'' 
les  valeurs  correspondantes;  ce  double  calcul  a  pour  but  d'eviter  la  considera- 
tion des  termes  du  second  ordre.  II  a  trouve  ainsi 

Pour  1785.  Pour  i885. 

K'  K' 

AO  =  —  2',647  -+-  »'» 446  T^»  AO  =  —  2', 632  -f- 1',  533  —  , 

K.  K 

A/  =-Ho',o83— o',7i5  ^',  A/  =h-o',073— o'  816  !^  • 
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Comparant  ensuite  ses  observations  de  1 885,6  aux  autres,  et  les  reliant  par 
les  variations  {if  —  /)A6  et  (/'—  /)Ai,  il  a  obtenu  des  equations  telles  que 

97,9f  — 2',639-hi',489  j^j  =— i26',o, 

d'oii 

^  =0,907. 

K' 

U  a  trouve  ainsi  pour -|7  les  valeurs  suivantes  : 

Par  e.  Par  L 

Bernard 0,907  0,755 

Bessel 0,847  0,675 

Jacob 0,571  0,745 

Hall 0,414  0,953 

II  a  fait  les  moyennes  en  eliminant  toutefois  les  observations  de  M.  Hall  qui 
sont  trop  peu  distantes  des  siennes;  il  a  trouve  ainsi 

0,775    el    0,725, 
d'oii,  enfin, 

—  =  0,750. 

Cette  valeur  represente  tres  bien  la  serie  des  valeurs  de  la  longitude  du  pe- 
risaturne  aux  diverses  epoques. 
On  a  ensuite,  pour  i885,o, 

0ziii42»i2',4  — 1',48^, 
iz=  i8<»28',3— o',54^ 


40.  Calcul  de  la  masse  de  Titan.  —  La  formule  (to)  donne 
En  posant 

A:  -i-  A:,  — ' 

il  vient 

2    V  «       4-^/^0      I  / 
On  a,  d'ailleurs, 

_  3       /I  J  a' 
^  ~  ft  1* 
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II  vient  done 

On  a  trouve  ce  rapport  =  0,75;  il  en  resulte 

En  remplaQant  les  quantites  par  leurs  valeurs  numeriques.  M.  H.  Struve  ob- 
tient  I'equation  suivante 

(3o)  i83,4=(3,2i43)X-t-(5,824i)/nTi-l-(5,oio7)mRh-i-(4>7ii4)^Di-i-  ( 4,49^9 )^Te^-..., 

ou  772^1, /Ti,^,,,  ...,  designent  les  rapports  des  masses  de  Titan,  Hyperion,  Rhea, 
Dione,  Tethys,  ...  a  la  masse  de  Saturne.  Rappelons  que  a  designe  suQcessive- 
ment  les  rapports  des  demi  grands  axes  des  orbites  de  Titan,  Rhea,  ...  a  celui 
de  Japet. 

La  discussion  de  Tensemble  des  observations  de  Titan  a  permis  a  M.  H.  Struve 
de  determiner  le  mouvement  du  perisaturne  de  ce  satellite,  et  cela  lui  a  fourni 
une  Equation  analogue  a  la  precedente,  savoir 

(3i)     i8oo=(4,84o4)^  -i-(6,o563)mj,  4-(^»,7875)mRh  4-(6,4io3)/nDi  -¥-  (6,i637)mTe. 

La  masse  de  Titan  est  sans  doute  de  beaucoup  la  plus  considerable;  si  nous 
la  conservons  seule,  les  equations  precedentes  se  reduisent  a 

i83,4=:(3,2i43)X-H(5,824i)mTi, 

1800     =:(4,84o4)X, 
d'oii 

X  =10,0260,  7^x1=7 • 

4700 

M.  H.  Struve  fait  un  nouveau  calcul  en  introduisant  des  masses  hypothe- 

tiques  des  satellites  Japet,  Rhea, M.  W.  Pickering  a  mesure  les  eclats  de 

ces  corps,  et,  en  leur  supposant  a  tous  le  meme  pouvoir  reflecteur  et  la  meme 
densite,  il  en  a  conclu  (Annates  du  College  Harvard,  t.  XI,  p.  247), 

/Wxe  =  O  >  0667  /Wxi , 

/Wdi  =o,o573mxi, 
/Wfth  =:  o ,  1 488  mxi , 
mja  =0, 0417/^x1. 

II  est  inutile  d'insister  sur  le  manque  de  rigueur  de  cette  determination  qui 
se  borne  k  une  simple  appreciation ;  dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  Ton 


I02  CHAPITRE   VI. 

ne  pourra  pas  esperer  obtenir  Wri,  avec  quatre  chiffres  significatifs.  Quoi  qu'il 
en  soil,  en  portant  ces  vaieurs  dans  les  equations  (29)  et  (3o),  elles  deviennent 

i83,4  =  (3,2i43)X-i-  (6,8872 )/nTi, 
1800      =  (4,84o4)X-h  (6,o8o8)mTr, 

d'oii 

X  =  0,02227,  mxi  = 


4678 


J'avais  obtenu  autrefois  (Annates  de  I'observatoire  de  Toulouse,  t.  I),  par  la 
discussion  d'une  observation  faite  par  Cassini  II  en  1714* 


I 

FHji  —  J 

I  1000 


ce  qui  conduirait  pour  la  masse  de  Titan  a  une  valeur  trois  fois  plus  faible,  au 
moins,  que  celle  a  laquelle  arrive  M.  H.  Struve.  Mais  I'observation  dont  il  s'agit 
consiste  en  une  simple  estime,  ou  plutot,  dans  I'extrapolation  de  resultats  esti- 
mes.  Le  dessin  de  Cassini  presente  d'ailleurs  des  particularites  difiiciles  a  com- 
prendre.  II  n'y  a  evidemment  pas  de  parallele  k  etablir  entre  les  consequences 
que  Ton  en  pent  deduire  et  celles  qui  sont  fondees  sur  des  series  nombreuses 
de  Bernard,  Herschel,  Jacob,  Hall  et  Struve;  de  sorte  que  la  valeur  nouvelle 


I 
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presente  toutes  les  garanties.  Nous  verrons  d'ailleurs,  dans  le  Ghapitre  suivant, 
qu'elle  est  confirmee  par  la  theorie  des  perturbations  d'Hyperion. 

41.  Masse  de  Tanneau.  --  On  a  les  formules 

mo  \         2    7 

d'oii 

^  I  m,     X'l  3 

A=:X X,  -^ T^=  0,022i>. 

2  /Wo     6* 

Or,  on  a  mesure  I'aplatissement  de  Saturne  x,  et  Ton  pent  calculer  aise- 
mentX|.  M.  H.  Struve  adopte 

X—  -  xi  =  0,0194, 
et  il  en  resulte 

/Wi  ki 

— -    TT  =0,0029. 
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On  a,  d'ailleurs,  en  supposant  Tanneau  homogene  {voir  la  page  89), 


cela  conduirait  a 


^,       3  R' 

A«       8 

6'      ~"'9; 

m, 

I 

/Wo 

1000 

Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  cette  determination  est  presque  illusoire, 
d'abord  a  cause  de  Tinfluence  des  masses  imparfaitement  connues  sur  la  valeur 
de  la  constante  X,  ensuite  et  surtout  parce  qu'il  suffirait  de  legeres  modifica- 
tions de  X  et  de  6  pour  la  changer  beaucoup,  et  il  suffit  d'un  coup  d'oeil  jete 
sur  les  determinations  de  x  et  de  6,  obtenues  par  des  observateurs  tres  habiles, 
pour  reconnaitre  la  possibilite  de  telles  modifications. 

Remarque.  —  Si,  dans  la  formule  (29),  on  neglige  e©  et  ce  qui  depend  de  I'at- 
traction  des  satellites,  il  vient 

K         3  Mo      a» 


de  sorte  que,  quand  on  considere  des  satellites  plus  voisins  de  la  planete,  ^ 
decroit  rapidement,  comme  a^.  On  a  done,  au  lieu  de  Tequation  (12), 

K' cos*/ =  const. 

Ainsi,  rinclinaison  de  I'orbite  d'un  satellite  sur  Tanneau  demeure  constante 
et  toujoui^s  tres  petite  si  elle  Ta  ete  seulement  a  un  moment  donne. 


io/| 


CHAPITRE   VII. 


CHAPITRE  VII. 

THEORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS  D'HYPERION, 


42.  Recherches  sur  le  moavement  d'Hypdrion  (Memoire  de  M.  New- 
comb  intitule  :  On  the  Motion  of  Hyperion^  a  new  Case  in  Celestial  Mechanics^ 
Astronomical  Papers^  t.  III).  —  Hyperion,  nous  I'avons  dit  deja,  est  le  plusfaible 
de  tous  les  satellites  de  Saturne.  II  a  ete  observe,  pendant  quelque  temps,  par 
Bond  en  1848,  et  par  Lassell  en  1848,  i85o,  i852,  i853,  i860  et  1864.  Ces  ob- 
servations, dont  la  precision  laissait  peut-etre  un  peu  a  desirer,  n'ont  ete 
employees  qu*a  une  premiere  determination  de  Torbite,  qui  ne  parut  rien 
presenter  d*extraordinaire,  sinon  que  I'excentricite  etait  beaucoup  plus  forte 

que  pour  les  autres  satellites;  elle  etait  d'environ  -•  Ce  n'estqu'en  1875 que 

y 

nous  trouvous  de  nouvelles  observations  d'Hyperion.  La  grande  lunette  de 
26  pouces,  de  Washington,  nous  a  revele  des  particularites  bien  imprevues. 

Les  observations  de  M.  A.  Hall,  faites  en  1875,  ont  donne  pour  la  longitude 
du  p6risaturne  d' Hyperion  174**.  H  resulte  des  observations  de  Lassell  qu*en 
1 853  la  m6me  longitude  etait  de  240**.  Les  deux  directions  du  grand  axe  de  Tor- 
bite  font  done  entre  elles  un  angle  de  66^;  et  cette  rotation  des  apsides  est  bien 
certaine,  malgre  la  difBculte  des  mesures,  car  I'excentricite  de  Torbite  est  tr^s 
prononc^e. 

Quelle  pouvait  etre  la  cause  de  cette  perturbation  considerable?  II  fallait  6vi- 
demment  la  chercher  dans  Taction  des  autres  satellites  et,  en  particulier,  dans 
celle  de  Titan. 

D*abord,  il  est  evidemment  le  plus  gros  de  tous;  ensuite,  sa  distance 
moyenne  k  Saturne  (2o'',5)  difiere  peu  de  celle  d'Hyperion  (25", i).  La  plus 
petite  distance  d'Hyperion  a  Saturne  etant  de  22", 6,  la  distance  des  deux  satel- 
lites pent  s*abaisser  a  2",i  et  devenir  ainsi  12  fois  plus  petite  que  la  distance 
d'Hyp6rion  a  Saturne. 

En  attribuant  a  Titan  une  masse  egale  seulement  a  — ^ — >  son  action  sur  Hy- 

"  1 1000  "^ 
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perion  pourra  atteindre  — —  =  -^  de  Taction  de  la  planete  f  avec  la  masse  de 

Titan  y-!—  donnee  dans  le  Chapitre  precedent,  on  trouve  ^  au  lieu  de  -^  )•  C'est 

une  force  perturba trice  considerable,  dont  Teffet  se  trouve  encore  augmentepar 
cette  circonstance  que  les  moyens  mouvements  des  deux  satellites  sont  a  tres 
peu  pr^s  commensurables.  II  resulte,  en  effet,  du  Tableau  de  la  page  86,  que 
Ton  a,  en  designant  par  T  et  T'  les  durees  de  revolution  de  Titan  et  d'Hype- 

rion, 

T'       /I       4 

^  =  -,  =  3^0,00.. 

II  en  resultera  done  une  inegalite  a  longue  periode,  dependant  de  I'argument 
4/'  —  3/,  inegalite  qui  sera  d'autant  plus  sensible  que,  relativement  aux  excen- 
tricites,  elle  sera  de  I'ordre  4  —  3  =  1 ;  elle  contiendra  done  un  facteur  e  ou  «';  or 
e'  est  assez  grand. 

J'avais  appele  Tattention  des  astronomes  sur  ces  particularites  (Observatory, 
i.  Ill,  p.  235).  Pour  aller  plus  loin,  il  fallait  de  nouvelles  donnees  de  I'obser- 
vation. 

Voici  celles  qui  ont  ete  fournies  par  M.  A.  Hall  (Monthly  Notices,  mai  1884)  : 

Date.  a'. 

i85a,9 2i7',o5 

1875,7 216,26 

1876,7 216,52 

1879,8 211,17 

1880,9 212,41 

1881,9 2i3,o5 

1882,9 •    2i5,46 

i883,9 21*2,90 

• 

M.  Hall  en  conclut  que  la  valeur  de  gj'  est  representee  a  fort  peu  pres  par  la 
formule 

m'  =  1 74**,  «4  —  20°,  344  ^  —  0®,  I  o3  /% 

oil  /  designe  le  nombre  d'annees  compte  a  partir  de  1875,7.  Ainsi,  le  perisa- 
turne  d'Hyperion  fait  une  revolution  dans  le  sens  retrograde  en  dix-huit  ans,  et, 
de  1 852  k  1875,  son  mouvement  a  ete,  non  de  66°,  mais  de  66**  -+-  36o®  =  426**. 
C'est  la  une  decouverte  qui  fait  honneur  a  M.  Hall,  et  qui  a  demande  une 
longue  suite  d'observations  difBciles,  en  meme  temps  qu'une  discussion  bien 
conduite. 

43.  C'est  ici  qu'intervient  la  theorie  avec  M.  Newcomb ;  les  inegalites  secu- 
laires  de  tn'  seront  donnees  par  la  formule  suivante,  qui  resulte  de  formules 
T.  -  IV.  i4 


e'. 

0'. 

a  —  0' 

0,1201 

240',  18 

28* 

0,1026 

174,24 

94 

0,1290 

1 56,92 

III 

0,0780 

93,17 

175 

0,0823 

60,01 

208 

0,0898 

36,91 

23 1 

0,0884 

20,04 

248 

0,0982 

353,27 

275 

fo6  CHAPITRE    VTT.  * 

connues  (t.  I,  p.  169  et4o5), 

^  =  i  ma'n'  j  A^,«^-4-  Ai^>-4-  [A;,*^-  A^^-  Ai»]  J  cos(cj'-  cj) 

On  a  remplace  \J\  —  e'^  pan,  et  neglige  le  terme  en  ^. ;  d'ailleurs,  dans  tout 

ce  qui  suit,  nous  ferons  abstraction  de  Tinclinaison  mutuelle,  tres  petite  du 
reste,  des  orbites  de  Titan  et  d'Hyperion.  Voici  les  donnees  numeriques  d'oii  part 
M.  Newcomb  : 

Titan.  Hyperion, 

o  o 

Moyen  mouvement  8id6ral  diurne...       «=        22,57700  n' =      16,91988 

P^risaturne  (1880,0) ro  =      268,6  ro'=      88,0 

Mouvement  annuel -—  =  -i-     o,5o  -r-  =  —  20,3 

dt  ^  dt  ^ 

Excentricit6 e  =         0,0287  ^'  =       o,  100 

Rapport  des  moyennes  distances —  -7  =  a  =  0,825 

En  supposant  m  = »  la  formule  precedente  donne  un  mouvement  direct 

*^*^  1 0000  ^ 

de  3*^  par  an,  tandis  que  le  mouvement  observe  est  retrograde  et  de  20"  environ. 
M.  Newcomb  remarque  ensuite  que  Ton  a 

4 w' =:  67<>, 6795,         3/1  =  67% 73 10,        /\n'  —  3/1  =  —  oo,o5i5; 

en  un  an 

4/i'  — 3n=z— i8«,8. 

Or,  le  mouvement  annuel  de  cj'  est  de   —  20*^,  quantite  tres  voisine  de 
-I8^8. 
II  y  a  done  lieu  de  penser  que,  si  Ton  considere  I'argument 

V':=4/'  — 3/  — CJ', 

sa  partie  proportionnelle  au  temps  sera  nulle,  et  que  V  sera  constant,  ou  bien 
oscillera  autour  d'une  valeur  moyenne  constante  C.  On  en  conclut,  dans  cette 
hypothese, 

de  sorte  que,  si  Ton  cherche  les  conjonctions  des  deux  satellites,  on  aura 

Or,  pour  que  les  inegalites  seculaires  aient  un  sens  pratique,  il  faut  que,  dans 
le  cours  du  temps,  les  inegalites  periodiques  se  detruisent;  a  une  longitude 
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moyenne  donnee  de  Tune  des  planetes  doivent  correspondre  successivement 
toutes  les  longitudes  moyennes  de  I'autre,  et,  en  particulier,  les  conjonctions 
doivent  se  produire  en  tous  les  points  de  chaque  orbite.  Or,  d'apres  la  for- 
mule  (i),  les  conjonctions  auraient  toujours  lieu  dans  le  voisinage  d'une 
meme  anomalie  moyenne  d'Hyperion.  II  est  done  impossible  que  les  termes  en 
cost(/'— CT')sedetruisent,etle  mouvementprogressifduperisaturneseraproduit, 
non  pas  seulement  par  les  termes  seculaires,  mais  par  les  termes  periodiques. 
M.  Newcomb  considere,  apres  ce  preambule,  les  termes  principaux  de  la 
fonction  perturba trice  R.  Nous  aliens  reproduire  son  exposition,  en  supposant 
toutefois  nuUe  la  petite  excentricite  de  Torbite  de  Titan  et  faisant 


II  calcule  les  6^'^  et  leurs  derivees  premieres  et  secondes,  et  trouve 


I. 


^(0. 


0 2,61 

i — 0,25 

2 0,79 

3 o,56 

^ 0,41 


2,39 

5,84 
2,82 
2,61 
2,36 


da* 

i3,33 
4,48 

i4,i 
14,8 

l5,2 


d'oii  il  deduit 


Ca  =  T  a 


db<^^ 


l^^    da 

_7 


I     ,^*^f«) 

8  ««-^^  =4- 2,27, 


a' 


da' 


=z  — 21,1; 


les  valeurs  de  6^*^  et  de  ses  derivees  ont  rcQU  les  corrections  respectives 


—  a""',     -+-2a--*,     —6a-*, 


pour  avoir  egard  a  la  seconde  partie  de  la  fonction  perturbatrice 


—  m 


xx'  -+-  yy'  -4-53 


/•'' 


44.  ]§!quations  pour  la  variation  des  616ments.   —   Ces  equations  sont 
lournies  par  les  formules  {h)  (t.  I,  p.  169),  en  conservant  seulement  les  termes 


io8 

principaux;  on  trouve 


CHAPITRE    VII. 

rouve 

dn'            .       ,,^(«'R) 

de' 
dt 

mn'  d(a'W) 
e'        dm'     ' 

drs'       mn'  d(a'R) 
dt          e'         de'     ' 

dt' 
dt 

imn' a^  -r— ,• 
da 

II  vient  ensuite,  en  ayant  egard  aux  donnees  numeriques  du  numero  prece- 
dent, 

—  =-3,26m/i'sin(4^'-3/— cj'), 


(2) 


-  =  mn'  [4,53  4-  ^  cos(4/'-  3/-  cj')1 , 


Si  Ton  pose 


dxs 

Tt 

--rj-  =-4-39,1  m/^'*e'sin(4/'  — 3/  — cj'), 

dt' 

—r   =-h  ^2,2mn'e'cos(^l'—  31  —  w'). 


V'=:4/'-3/-zu', 


et  que  Ton  remplace  e  et  e'  par  leurs  valeurs  numeriques,  il  vient 

dn' 

-T-  =-4-3,9im/i'*sinV', 

dt'  *• 

(3)  {  --J-  =-+- 4 > 22 mn' cos V, 

^  —  m/i'(4,53  4-  32,6 cos  V). 

La  derniere  de  ces  equations  montre  que,  si  Tangle  V  conserve  une  valeur 
constante,  le  terme  -+-  32, 6  cos  V  pent  etre  beaucoup  plus  grand  que  Tensemble 

des  deux  termes  seculaires  de  — ;  mais,  pour  que  -^  soit  negative,  il  faut  que 

cosV  soit  negatif. 

45.  ]§kiuation  diff6rentielle  pour  la  libration  de  V.  —  En  considerant  le 
mouvement  de  Titan  comme  elliptique,  on  a 


/ 


^V       ,    ,      .         ,  dt'       dm 
_:^4„^_3n-4-4^--^, 

d^\'  _.  dn^       /  ^  _  ^' 
dt^    "'^  dt  "^^  dt^         dt'  ' 
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Or  on  trouve,  en  partant  de  (3), 


,  dn! 
^  dt 

i5,64m/i'*sinV', 

,d^t' 
^  dt^ 

dW' 
i6,q  m/i'*sin  V  — 7-7  > 
^                       n'  dt 

-j-^-  =      32,6  m/i'* sin V —r-7-* 

ar  n  at 

En  substituant  ces  expressions  dans  celle  de  --777-'  ©t  faisant 


dl' 


t'=n't, 

il  vient 

d^W  dW' 

—T-—  =i5,6msinV' -4-i5,7msinV' -7-y  . 
at  ^  at 

II  est  remarquable  que  les  coeffieients  i5,6  et  i5,7sont  a  fort  pen  pres  egaux 
entre  eux.  On  pent  ecrire 


-^=io,6msinV'(^i-4--^j 


Cette  equation  admet  Fintegrale  premiere 


dW'  [       dS'\ 

-j-p  —  log  f  I  -4-  -jT  \  -f-  i5,6mcosV'  =  const., 

comme  on   s'en  assure  aisement.  Supposons  qu'a  un  moment  donne  on  ait 

dS^ 

y  =  VJ,  et  --T-r  =  o;  la  constante  se  determine  immediatement,  et  il  vient 

dV'  /         dV'\ 

(4)  ^  -iog^,-4-^j  =  ,5,6m(cosV;-cosV'). 

dV' 

La  fonction  de-^>  qui  constitue  le  premier  membre  de  cette  equation,  est 

d\' 

positive  quand  -^  varie  de  —  i  a  -h  ao.  Il  doit  done  en  etre  de  meme  du  second. 

Done  V  doit  rester  compris  entre  Y'^  et  2tc  —  V'^,.  Les  observations  montrant  que 
y  varie  tres  peu,  il  doit  en  6tre  de  m^me  des  limites  precedentes ;  done  y'^  est  voisin 
de  Tz.  Nous  admettrons  qu'il  est  egal  a  tt.  Alors,  on  aurait  constamment 

ce  qui  exprime  un  beau  theoreme. 


no  CHAPITRE   VII. 

II  est  vraisemblable  que  ^  est  toujours  tres  petit,  V  variant  tres  lentement 
et  tres  peu.  Si,  dans  Tequation  (4),  on  neglige  -^  >  il  vient 

-jp^  =3i,2m(cosV'^,  — cosV), 
-j-^  =  i5,6msinV', 


d'ou,  en  faisant 


V'-i8oo-+-H, 
-^7j  =—  i5,6m  sinH. 


En  integrant,  et  designant  par  a  et  ^  deux  constantes  arbitraires,  il  vient 

(5)  H=:  acosfx^'n- PsinfjL^',  fx  =:v/i5,6m. 

Telle  serait  Texpression  de  la  libration.  Nous  la  supposerons  nulle  dans  une 
premiere  approximation  et  nous  prendrons  simplement 

La  derniere  des  equations  (3)  donne,  quand  on  y  fait  V'=  180'', 

at 

En  egalant  cette  valeur  a  celle,  —  20®,  3,  deduite  des  observations  par  M.  Hall, 
il  viendrait 

20 , 3  20 , 3  I 


m  =: 


28,1/1'       28,1x6180       85oo 


Tel  serait  done  le  rapport  de  la  masse  de  Titan  a  celle  de  Saturne.  Si  Ton  se 
reporte  a  la  formule  (i),  et  que  Ton  y  fasse  C  =  180'',  on  en  conclut  que,  lors 
des  conjonctions  d'Hyperion  et  de  Titan,  le  premier  est  toujours  dans  le  voisi- 
nage  de  son  aposaturne. 

46.  Resolution  du  probl^me  par  les  quadratures.  —  Dans  la  discussion 
precedente,  on  a  considere  seulement  les  termes  principaux  pour  chaque  argu- 
ment, pensant  que  cela  suflirait  pour  donner  le  caractere  general  du  pheno- 
mene,  et  conduire  a  une  approximation  numerique  satisfaisante.  Mais  un  exa- 
men  attentif  a  montre  a  M.  Newcomb  que  les  termes  en  2  V',  3V',  .. .  peuvent 
avoir  une  influence  plus  grande  que  ceux  en  V.  II  a  trouve  en  eflet,  par  un  calcul 
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sommaire, 
d'oii 

-.     ^ ,  ,  ^  =. .  .-4-3ocos2V'-h  285e'cos3V'4-. .  .  =  . .  .-4- 3ocos2V'-4- aS.ScosSV'n-. . .. 

Ces  termes  auront  une  repercussion  considerable  sur  le  mouvement  du  peri- 
saturne,  et  Ton  voit  en  meme  temps  que  la  convergence  est  trop  lente  pour  que 
Ton  puisse  essayer  de  les  calculer  avec  precision.  Dans  ces  conditions,  M.  New- 
comb  a  pense,  avec  raison,  que  le  mieux  a  faire  etaitd'avoir  recours  aux  qua- 
dratures mecaniques. 

Considerons  dans  a'R  Tensemble  des  termes 

a'R  —  ^0-+-  ^1  cosV'-h  A-,  C0S2  V'-h 

Comma  on  neglige  encore  Texcentricite  de  Titan,  les  coefficients  Ay  seront  des 
fonctions  des  deux  arguments 

En  faisant  T  =  I8o^  il  vient 

^'=i8oo— 3L, 

ou  les  coefficients  k'j  sontdes  fonctions  periodiques  de  L.  II  en  sera  de  meme  de 

din' 

Pour  avoir  le  terme  constant  de  -^>  il  faut  obtenir  le  terme  non  periodique 

de  a'-p»  ce  qui  se  fera  en  donnant  a  L  un  certain  nombre  de  valeurs  nume- 
riques,  72  par  exemple,  distantes  de  5®,  calculant  les  valeurs  numeriques  de 
a'^fj  faisant  la  somme,  et  divisant  cette  somme  par  72.  II  nous  faut  done  dire 

comment  on  procedera  au  calcul  des  valeurs  de  «'^'  On  a 

^  I  r'cosV, 

K  =  : 1 » 

y//'*-ha* — 2ar'cosV^i  ^ 

V,  =  p'—  /,        (•'=  longit.  vraie  d'Hyp6rion. 
Soit  pose 


r'  a 


^=p''      «'=«• 
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On  trouvera  sans  peine 


a'R  =  ^- 


I        p'cosV, 


a' 


A*  =  p'* -+- a«  —  2  ap' cos  V„ 


,dR  _    ,dl{  dp'        rdR  dVx 


^  de'  ""  ^  ^-'  '^-' 


a  -zrv 


dp'  de'    •       d\,  de' ' 
,dK  „  /  I  I  \       p' 

a'^=«p's.nV.    (-.-^.j. 

On  aura  ensuite,  en  designant  par/'  et  m'  les  anomalies  vraie  et  excentrique. 


f           / 1  ^  e'  u' 

«'— e'sin«/'=^',         p'  =  i  —  e'cosM',         lang^  =  i/ ^  tang  —  ,         e'  =  o,ioo; 


d'oii 


de'~ 


,,  df       -i  -+-e'  cos/'    .     ,, 

-  cos/',         ^,  =       .  _  ,,/    sin/', 


I  —  e' 


Si  Ton  considere  les  valeurs 


Lo,    Lo  -I- 1 20®,     Lo  -I-  24o» 


de  L,  les  valeurs  de  g,  et,  par  suite,  celles  de  ^  et  de  ^  seront  les  memes. 


On  pourra  done  donner  a  ^  les  valeurs 


de' 


de' 


0°,     1 5%     3o%     ...,     i8o^ 

Les  quantites  qui  interviennent  sont  d'ailleurs  les  memes  quand  ^  change 
de  signe;  il  est  done  inutile  de  faire  depasser  i8o^  a  g\  dans  les  calculs  prepa- 
ratoires.  M.  Newcomb  a  obtenu  ainsi,  par  des  calculs  faciles,  les  valeurs  nume- 
riques  suivantes : 


g' 


g' 


a 


de' 


o^ 


1,8 


i5 

-h  1,6 

345° 

H-  1,6 

So 

-H  I  ,2 

33o 

-+■     1,2 

45 

-+-  0,4 

3i5 

H-  0,4 

6o 

0,7 

3oo 

—  0,7 

75 

-  1,8 

285 

-  1,8 

90 

—  3,0 

270 

—  3,0 

io5 

-  4,4 

255 

-4,4 

120 

—  5,9 

240 

—  5,9 

i35 

—  7,7 

225 

—  7,7 

i5o 

—  9,7 

210 

—  9,7 

1 65 

12,7 

195 

12,7 

180 

— 13,8 
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On  en  tire 

En  divisant  par  72,  on  trouve  —  f  ,35;  on  a  done,  pour  le  moyen  mouvement 
du  perisaturne, 


—7—  =  —  I  ,o5  — ,-  ■=:  —  i3,5m/i  . 
at  e' 

En  Tegalant  a  la  valeur  observee  19*^,3,  ii  vient 

19,3  I 


m  =1 


i3,5  X  6180       4320 


M.  Newcomb  avail  trouve  m  =  -j-^g — ,  parce  que,  par  inadvertance,  il  avail 

employe  le  diviseur  24  au  lieu  de  72.  C'est  M.  Hill  qui  a  signale  cette  meprise 
(Astron.  Journal,  n""  176).  II  convienl  de  reinarquer  que  ce  n'est  que  plus  tard 
que  M.  H.  Slruve  a  donne  a  Ires  peu  pres  la  meme  valeur,  comme  on  I'a  vu  dans 
le  Chapilre  precedent. 

M.  Newcomb  cherche  ensuite  a  avoir  egard  a  la  libration  de  V;  il  trouve 
qu'en  posanl 

11  =  51  — Gj',,  =  i85",o-t-  i9",5(/  —  1880,0), 

on  a  ces  inegaliles 

5/'=  —  2°, o  sin II,         6m'  =^  -h  10"  sinll,         de'  =  4-0,017  cosll; 

mais,  pour  celle  derniere  parlie,  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Memoire  ori- 
ginal. 

47.  Autre  solution.  —  J'ai  donne,  apres  M.  Newcomb  (^Bulletin  astronom., 
t.  Ill,  p.  4^5),  une  solution  qui  me  parait  encore  presenter  aujourd'hui  quelque 
inleret;  je  vais  la  rappeler  brievemenl. 

Soient  P  et  P'  deux  corps,  planetes  ou  satellites,  circulant  dans  un  meme  plan 
autour  d'un  corps  central. 

Si  nous  nous  reportons  au  Chapitre  XXII  (t.  I),  nous  verrons  que  les  inega- 
liles independantes  des  excentricites  sont  donnees  par  les  formules 

(6)  r=a\  I -+-m' 2^1  cos/ (/-/')     ,         ^^  =  I  -  m^^  C,sin/ (/- /'), 

(7)  r'=a'\  i-4-m  ^  ^1  cos/(/- /')     ,         s^' =  I' -h  m^C\?>\ni{l  -  I'); 
T.  -  IV.  '  ,5 


I  1 4  CHAPITRE   VII. 

r  et  r ,  v  et  v\  I  et  /',  m  et  in'  designent  respectivement  les  rayons  vecteurs,  les 
longitudes  vraies,  les  longitudes  moyennes  et  les  rapports  des  masses  a  la  masse 
du  corps  central.  Soient  encore  n  et  n'  les  moyens  mouvements;  les  coefficients 
Ej.  et  C-  ont  les  expressions  suivantes  (t.  I,  p.  365  et  366) 

/I- — i'{n^  n  )^\        da         n  —  n'  J 

n'  n  —  n'  I  \  da  n  —  n'  J 

On  aurait  des  expressions  toutes  semblables  pour  E,  et  C,.  Les  quantites  B^^' 
sont  definies  par  Tequation 

1 
En  faisant 

azzr  — ,         a<a\ 
a 

on  peut  ecrire 


c;.  -  -  2  ^izL^  .-Ei^- ^i^,  i  f^^/^^- ^^^^ 

pour  t  =  I ,  on  doit  remplacer  6^*-  et  b^^^  par  b^^^ ^  et  6,*^  H-  -j-  Enfin,  il  y  a  lieu 

de  remarquer  que  les  formules  (6)  et  (7)  ne  donnent  qu'une  premiere  approxi- 
mation, car  on  a  tenu  compte  seulement  des  premieres  puissances  de  m  etm\ 
Supposons  actuellement  que  les  moyens  mouvements  n  et  n'  offrent  un  rap- 
port de  commensurabilite  tres  approchee,  represente  par  une  fraction  de  la 


J 
nombre  tres  petit, 


forme  '^—^>  J  etant  un  entier  positif.  On  aura  done,  en  designant  par  o-  un 


(9)  jn-'(j-^i)n'  =  (Tn\         /___  =  i4-o.. 

On  voit  que  le  denominateur  n'^  —  i^  (n  —  n'y,  qui  figure  dans  les  for- 
mules (8),  sera  tres  petit  pour  i=j\  et  qu'il  ne  le  sera  que  pour  cette  valeur 
de«.  Lavaleur  de  Ey  sera  done beaucoup  plus  grande  que  celles  de  Ey^,,E}^2, ..., 
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et  il  en  sera  de  meme  de  Cy.  On  pourra  reduire  sensibleinent  les  formules  (7)  a 

(  r'=  a'[!  4- mE; cosy  (/—/')], 
^^^^  I  (/=/'+ /nC^siny (/—/'); 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  reduction  n'a  reellement  de  sens  que  si  a 
est  une  fraction  tres  petite.  II  y  a  plus;  le  petit  denominateur,  qui  rend  Cy  sen- 
sible, ne  figure  que  dans  la  premiere  partie  de  I'expression  (8)  de  C|.  On  peul 
done  se  borner  a 

ce  qui  donne,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (9), 

c;  =  -2(i-+-o-)e;, 

ou,  a  fort  peu  pres, 

c;  =  -2e;. 

Si  done  on  pose 

mEy  ^e\y 

les  formules  (10)  pourront  s'ecrire 

(I  I)  r'=:  a'[i  -+-  e\  cosj(l  -  /')],         i^'=  l'—2e\  siny  (/—  /')• 

On  a 


d*ou,  en  reraplagant  ~  par  i  4-  ^-^  et  conservant  seulement  la  partie  prin- 
cipale, 

(12)  e\=^^[b\J>-^('2j-^i)bU^]. 

Cela  etant,  posons 

(i3)  cj;  =  i8oo-^  (/•-+- I) /'-yV, 

et  les  formules  (i  1)  donneront 

Or  ces  deux  equations  representent,  aux  petits  termes  pres  en  ef,  e;%  . . .,  un 
mouvement  elliptique  keplerien,  dans  lequel  I'excentricite  seraite'  et  la  longi- 
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tude  du  perihelie  vs\,  Les  equations  (9)  et  (i3)  montrent  que  le  p6rihelie  est 
anime  d'un  mouvement  uniforme  tres  lent,  dont  la  vitesse  est  egale  a 

—  (jn'  =  {j  -h  i)  n'  —  jn; 

ce  mouvement  est  retrograde  si  cr  est  positif. 

De  la  cette  consequence  :  alors  meme  que  I'excentricite  propre  e'^  (laquelle 
est  une  constante  absolue)  serait  nuUe,  il  y  aura  une  excentricite  e\  produite 
par  les  perturbations,  et  dont  la  valeur  fournie  par  Tequation  (12)  pourra  etre 
tres  sensible. 

Les  conditions  precedentes  sont  realisees  pour  Titan  et  Hyperion.  On  a 

3/1  —  4^*'=  o%o5i5  =  i8°,8  en  un  an, 
y^iiS,        0-= -+- o,oo3o43. 

Done,  dans  une  premiere  approximation,  le  mouvement  d'Hyperion  pourra 
etre  considere  comme  un  mouvement  elliptique,  le  grand  axe  tournant  unifor- 
mement  dans  le  sens  retrograde  de  18®, 8  en  un  an. 

Si  Ton  suppose  e^  =  o,i,  comme  on  a,  poury=3, 

la  formule  (12)  donnerait 


I 

m  =  — 


10700' 


V 


c'est  une  valeur  trop  faible,  tenant  sans  doute  aux  termes  d'ordre  superieur 
qui  ont  ete  negliges. 

Les  considerations  suivantes  serviront  a  eclairer  la  solution  qui  vient  d'etre 
donnee.  M.  Hill,  dans  un  Memoire  que  nous  allons  analyser  dans  un  moment, 
fait  remarquer  que  la  theorie  de  la  Lune  de  Delaunay  permet  de  suggerer  la 
forme  du  developpement  final  de  i^  et  i^\  quand  on  a  effectue  toute  la  serie  des 
approximations  : 

(15) 

r'  =  r        -^  2  B  sin  (I  L  -i-Jg  -^j'g% 

oil  L  =  /'—  /  designe  la  difference  des  longitudes  moyennes,  g'  et  g^  les  ano- 
malies moyennes;  les  quantites  L,  /',  g  et  g'  sont  de  la  forme  a  +  ^z,  oil  a  et  p 
sont  deux  constantes  absolues.  Enfin,  les  coefficients  A  et  B  contiennent  en 
facteur  e^J ,  e^^\  e^  et  e\  etant  les  excentricites  propres  des  constantes  abso- 
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lues.  On  peut  concevoir  que  les  conditions  initiales  aient  ete  telles  que  e^  =  o, 
e^  =  o;  alors,  les  formules  (i5)  deviennent 

/•'— aM  14-  V  AcosiL  j,         v'=  l^-h^B  siniL. 

On  a  ainsi  Tune  des  solutions  periodiques  de  M.  Poincare;  les  formules  (7) 
reproduisent  les  premieres  approximations  pour  les  coefficients  A  et  B. 

Remarque.  —  L'integrale  de  Jacobi  (t.  Ill,  p.  sSg),  appliquee  a  Hyperion,  en 
supposant  Torbite  de  Titan  circulaire,  donne 


2  a' 


(i e'M  r  I  f'  "1 

^^ — -= — '  4-m    -—======z J  cos(i^'—  /)    =  const. 


Quand  M.  Hall  faisait  de  longues  series  d'observations  pour  deduire  de  cha- 
cune  les  elements  of  et  e\  il  est  permis  de  croire  que  le  coefficient  de  m  dans 
I'equation  precedente  prenait  presque  toujours  une  meme  valeur  moyenne; 
done,  dans  ce  cas,  on  devrait  avoir 


I  s/a'ii—e'^) 

^  '^  —  =  const. 


2^  a^a 


En  fait,  cette  relation  est  sensiblement  verifiee  par  les  valeurs  de  a'  et  e'  don- 
nees  a  la  page  io5. 


48.  Solution  de  M.  Hill.  —  Le  Memoire  de  M.  Hill,  dont  nous  avons  deja 
parleplushaut,  est  insere  dans  V Astronomical  Journal,  n°  176.  L'auteur  suppose 
que,  I'excentricite  de  Titan  etant  prise  egale  a  zero,  le  mouvement  d'Hyperion 
est  represente  par  la  solution  periodique 

(16)  /'^a'^i-t-yAcosiLV        r'  =  /'4-yBsiniL,        L=l'—l. 


r'  —  a'  i  I  -H  V  AcosiL  j,         r'=z/'-hVB  sin^L, 

M.  Hill  admet  les  donnees 

/I  =z  220,5770090,         a  =1176%  91 5, 

n'=i  i6»,9i98837,         q'=  i92'',582  =:  a' {\  —  e')  —  0,9a'. 

La  duree  T  de  la  periode  synodique  est 

T'  — 63i,63656i2,  —  ~  3iJ,8i828o6. 
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Le  mouvemenl  de  Titan  et  le  moyen  mouvement  d'Hyperion,  dans  le  temps 


T' 

—>  ont  pour  valeurs 


7i8°,36i6o9=z72o°—      i°38'i8%2o, 
538% 361609  =  36o°  4-  i78°2i'4i%8o. 

Partons  d'une  opposition,  a  Tepoque  zero,  Hyperion  etant  a  son  perisaturne; 

T' 
au  bout  du  temps — >  nous  aurons  une  conjonction.  On  aura  aIorsL=o,  et, 

d'apres  Texpression  (16)  de  /^, 


dt 


=  —  a' y'  i\  sin « L  ==  o. 


Done,  Hyperion  sera  a  son  aposaturne  distant  du  perisaturne  precedent  de 
i78®2i'4i"»8o;  tandis  que,  si  le  mouvement  avait  ete  purement  elliptique,  on 
aurait  eu  un  deplacement  angulaire  de  180®.  La  difference 

i«38' 18'' =15898'' 

donnera  done  I'effet  des  perturbations  d'Hyperion  par  Titan  sur  la  position  de 
la  ligne  des  apsides.  Or  on  pent  calculer  cet  effet  par  les  formules  de  quadra- 
ture. C'est  ce  qu'a  fait  M.  Hill,  en  supposant 

m  =  o ,  000 1 ,         e  =  o ,  1 , 

et  calculant  les  valeurs  numeriques  de  —j—  de  ^  jour  en  {  jour,  depuis  o^,o  jus- 

qu'a  32^o.  II  a  trouve  ainsi,  par  interpolation,  pour  Tintervalle  31^81828, 
Sgt'  =  —  2634''.  Comme  ce  cal^ul  neglige  les  puissances  de  m  superieures  a  la 
premifere,  on  en  conclut  que,  pour  mettre  d'accord  les  valeurs,  observ6e  et  cal- 
culee,  de  cj',  il  faut  prendre 

5898  _     I 


mz=o,oooi  X 


2634  ^  4466 


Dans  un  second  calcul,  M.  Hill  tient  compte  de  toutes  les  puissances  de  la 
force  perturbatrice.  En  supposant  le  rayon  vecteur  de  Topposition,  a'{\  —e'), 
bien  connu,  il  cherche  a  determiner  la  vitesse  angulaire  d'Hyperion  a  I'oppo- 
sition  et  la  masse  de  Titan,  de  maniere  qu'au  bout  du  temps  31^81828  il  y 
ait  opposition,  et  qu'en  meme  temps  Hyperion  soit  a  son  aposaturne.  II  en 
resulte  deux  equations  de  condition  pour  determiner  les  deux  inconnues,  ou 
plutot  les  corrections  de  ces  inconnues,  lesquelles  sont  fournies  par  deux  equa- 
tions du  premier  degre.  Ce  nouveau  calcul  de  quadrature  donne  m  =  j — j- 
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Enfin,  M.  Hill  rcduit  en  Table  les  inegalites  de  la  solution  periodique  qu'il 
vient  de  calculer,  en  prenant  pour  argument  le  temps  qui  separe  Tepoque 
choisie  de  Tepoque  de  Topposition  voisine. 

49.  M6moire  de  M.  O.  Stone.  —  Dans  ce  Memoire,  publie  dans  les  Annals 
0/ Mathematics,  t.  Ill,  n**  6,  Tautcur  prend,  comme  premiere  approximation,  les 
expressions  suivantes,  qui  decoulent  des  formules  (6)  et  (7)  de  la  page  ii3,  en 
faisant  m  =  0,0001 , 

/•' 

— ;  =  I  —  0,0004  cos(/—  ^')  —  o,ooi4cos2(/ —  /') 

^*7^     J  H-o,iooocos3(/—  /')  4- 0,0006 cos4(^—  /'), 

i;'rz:/'-4-io'sin(/— /')-+-i3'sin2(/— /')  — 683'sin3(/— /')  — 3'sin4(/-/'), 

et  il  se  propose  d'obtenir  avee  plus  d'approximation  la  solution  periodique  dont 
nous  avons  parle.  II  pose 

('8)  r'  =  a'(j  +  (T),  ^:z=n'{i4-T), 

i  cr  =  a4  cos 6  -h  a*  cos 2O  -{- . . ,. 
(19)  Q=l-l'. 

I  T  = /ij  COS0 4-«i COS2  0  4-. . . ; 

a,  n\  a^,  a.2 /i,,  /ij,  . . .  sont  des  constantes.  M.  Ormond  Stone  emploie  en- 
suite  les  equations  differentielles  suivantes  (t.  I,  p.  462-463) 

r'^  ^  =k\Ja'{i  —  v)  4-  k^m  Csr'  dt, 

(20)  ;        ^  -^ 

d^r'         ,dv'^        k*        ,,     ^ 
dt*  dt*        r'*  ' 


A*  =  r'*  -+-  a*  —  2  ar'  cos  (t'  —  v'); 


k\]a\i  —  v)  represente  une  constante  d'integration;  on  aurait  v  =  o  si  Torbite 
etait  circulaire. 

La  premiere  des  equations  (20)  donne,  quand  on  a  egard  aux  relations (18), 


n' a'^   dt  ,    ,\  n' a'^  J 
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L'inspection  des  formules  (17)  ayant  montre  que  I'on  peut  considerer  : 

aj,     /i8,  comme  de  pelites  quantit^s  du  premier  ordre, 

a,,      aj,      a^,     /ij,      /ij,      /i*,  »  du  Iroisi^me  ordre, 

^s»     •••>     ^89    ^5»     •••)     ^89  ^>  du  quatrieme  ordre, 

M.  0.  Stone  developpe  Tequation  (21)  en  negligeant  le  cinquieme,  et  la  met 
sous  la  forme 

—f—n  -TT  =1-H  -  «J  -+-  ^a/ij  -H  AjCOS^-h.  .  .  4- As  COS  8  0 

n'a^  at  2 


oil  A<,  .. .,  Ag  designent  des  fonctions  assez  simples  des  coefficients  a,  et  /i/. 
On  tire  ensuite  des  equations  (20) 

oil  Ton  a  fait 

p— R4.  _L  Lyty/a'Ci-v)  Csr'dt-hk^nif  fsr'dty^. 

On  en  deduit,  en  vertu  de  (18), 

d^(T        At*     0-  -h  V    _  Ar*m 

—       Z7~"  *  • 


6^/»        a'»  (1 4- a)'  a' 

On  tire  ensuite  des  expressions  (19) 

^"^  ■'-  iziv a5(i— -av) ^  ^5(2  —  3v)  -f-BjCOs^^-. . . -h  BgCOsS^, 


en  designant  par  B,,  B2,  . . .  des  fonctions  de  v,  a^f  a.2,  ...  faciles  a  former.  On 
a  d'ailleurs 

-— -  r=—  (/I  —  /i')*(ai  COS0  -+-  ^a^C0S29  -hga^cosSO  4-.  .  .). 
dt^ 

II   s'agit  maintenant  d'obtenir  les  developpements,   suivant  les  sinus   et 
cosinusdes  multiples  de  0, 


deP     etde      C Sr' dtz=z —^—j   C^r' dQ. 
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M .  0.  Stone  pose 

Pa'^^yPiCOsiO, ^'     ,    ,,    rSr'^QrrrV  S/C0sr6; 

il  n'introduit  pas  le  terme  S^,  qui  ne  ferait  que  modifier  v  dans  Inequation  (21). 
On  effectuera  ces  developpements  par  les  quadratures  mecaniques,  en  attri- 
buant  a  6  des  valeurs  equidistantes  entre  o^  et  180*",  et  calculant  les  valeurs 
isolees  de  P  et  de  Sr'  avec  les  valeurs  (17)  de  r'  et  de  i^\  adoptees  pour  la  pre- 
miere approximation.  On  pent  done  supposer  que  les  expressions  numeriques 
des  quantites  P,  et  S/  sont  assez  bien  connues. 
Les  expressions  (20)  vont  devenir  maintenant 


(22)      I  H —  aj  -h  aa/13  -+- At  cos 9  +...-+-  AgCOsS^ — ^^^  S|  cos£^=o, 


(23) 


3  i5 

V «5(i  —  2v) —  <2j(2  —  3v)  +  B,  COS0-I-. .  .-h  BgCosSQ 

2  o 

(— fx(a,  cos0  4-4^i  cos 2 9  4-  9flrjCos39  -+-...)  —  ^^51^'  cosi0=:o: 
0 


on  a  fait,  pour  abreger. 


f^  = 


A 


En  egalant  a  zero,  dans  les  equations  precedentes,  les  coefficients  de 

COSO0,     COS0,      ...,     cos80, 

on  trouvera  un  ensemble  de  dix-huit  equations  propres  a  determiner  les  incon- 
nues  [x,  V,  m.  A,,  Aj,  . . .,  B,,  Bj,  ....  On  en  conclura  ensuite  a,,  a,,  .. .,  n,, 
Tij Deux  de  ces  equations  seront 


I     ,  k  \J  I  —  V        n  —  n' 


n'a'^ 


n'sj]i. 


Avec  la  valeur  o,t  adoptee  pour  a,,  on  en  deduira  [x  et  v  quand  on  aura  la 
valeur  de  /w,  qui  sera  trouvee  en  egalant  a  zero  les  coefficients  de  cos36  dans 
I'equation  (23).  On  pourra,  apres  avoir  ainsi  obtenu  les  valeurs  des  incon- 
nues,  reprendre  le  calcul  numerique  des  coefficients  P,  et  S,,  et  proceder  a  une 
nouvelle  approximation 

T.  -  IV.  16 
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M.  0.  Stone  trouve  finalement 


r' 


—  =  l  —  0,0012  COS0    —  0,0071  COS20  -h  o,  iooocos36 

4-  0,0025  cos40-f-o,ooi7  cos50  --h  o,ooo3  cos69, 
v'  =/'-+- 26' sin 9    -+-66'sin20-682'sin30 
—  i5'sin4^—    5'sin59—      i'sin69. 

La  valeur  -r —  a  laquelle  il  arrive  pour  m  est  certainement  beaucoup  trop 

forte.  Mais,  dans  sa  Note  de  V AstronomicalJournal  citee  plus  haut,  M.  Hill  dit 
que  M.  Stone  lui  a  ecrit  qu'apres  avoir  rectifie  une  faute  de  calcul  il  arrivait  k 
peu  pres  a  la  meme  masse  que  lui. 

II  y  aurait  lieu,  pensons-nous,  de  revenir  sur  certains  points  de  la  theorie 
precedente  pour  les  eclaircir,  surtout  en  ce  qui  concerne  la  determination  des 
inconnues.  M.  0.  Stone  a  publie  depuis  un  Memoire  sur  le  meme  sujet,  mais 
purement  analytique,  et  dont  les  resultats  definitifs  n'ont  pas  ete  mis  en  evi- 
dence. 

Nous  bornerons  a  ce  qui  precede  ce  que  nous  voulions  dire  de  la  theorie  des 
perturbations  d'Hyperion.  C'est  une  question  qui  demande  encore  des  comple- 
ments; il  faudra  en  particulier  arriver  a  tenir  compte  d'une  fagon  satisfaisante 
de  I'excentricite  de  Titan;  mais  les  resultats  deja  obtenus  sont  bien  interes- 
sants. 

50.  Determination  de  la  libration  par  les  observations.  —  Depuis  le 
Memoire  de  M.  Newcomb,  M.  H.  Struve  a  publie  {Astr.  Nachr.,  n°  3060,  1891) 
un  essai  sur  la  determination  de  la  libration  de  Tangle  V  en  partant  des  obser- 
vations. II  a  trouve,  d'apres  les  valeurs  connues  de  /',  /  et  xs\  les  nombres  com- 
pris  dans  la  deuxieme  colonne  du  Tableau  ci-dessous  : 

Dates.  V  (observe).  V  (calculi).  0  —  C. 

1887  mars  i5,o i77*,3  176,5  -h  o',8 

1888  mars  21,0 170,9  166,1  -+-4,8 

(^4)  /  1889  mars  i5,o 201,1  204,9  —  3,8 

1890  f6vr.  26,0.. 146,1  i49»3  —  3,2 

1891  mars  22,0 *i»3,7  2i5,8  —  2,1 

II  a  cherche  ensuite  a  representer  ces  valeurs  observees  de  V  par  la  formule 
(25)  V  =  i8o»-i- A  sin  ^  (/-/,), 

Oil  A  et  t^  sont  des  constantes  d'integration,  comme  dans  la  formule  (5).  La 
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durees  de  la  periode  de  la  libration  depend  de  m  et  des  coefficients  de  la  fonc- 
tion  perturbatrice  ;  la  valeur  obtenue  plus  haul  (p.  no) 

^_        27:         _       T 
n'\Jibfini       s/ibfim 

a  semble  sans  doute  a  M.  Struve  emaner  d'une  theorie  trop  incomplete  encore 
pour  que  Ton  puisse  Temployer.  Aussi  a-t-il  considere  A,  s  et  ^o  comme  trois 
constantes  a  determiner  par  Tensemble  des  valeurs  (24)  de  V.  II  a  ete  ainsi 
conduit  a  prendre 

Azz:36o;        ^0  =  1887  mars  25;        G=:6^3j;         irr. -00,56. 

Les  valeurs  de  V  calculees  par  la  formule  (25)  ligurent  dans  la  troisieme 
colonne  du  Tableau  (24),  et  les  valeurs  de  0  —  C,  placees  dans  la  quatrieme 
colonne,  montrent  que  la  representation  est  satisfaisante. 

Toutefois,  M.  H.  Struve  a  juge  bon  de  reprendre  les  anciennes  observations 

de  Lassell  et  celles  de  M.  Hall.  II  a  adopte  —zr-  =0^,562  au  lieu  de  o°,56, 


G 


A  et  t^  restant  les  memes.  La  formule 


r 

I 

lui  a  donne 

5/'  =  9°  sin  0°,  562  ( A  —  ^0 )» 

et  cette  formule  donne  les  valeurs  suivantes  de  /'  —  cl\  ramenees  a  une  meme 
epoque : 

/'  -  6/'. 

Lassell i852  nov.    27,0  293.88 

A.Hall 1882  janv.    a,o  291.53 

»      1884  janv.  26,0  292.49 

»      1884  d6c.      4,0  291.43 

H.  Struve 1887  mars  i5,o  292.  2 

•        1888  mars  21,0  294.  2 

0         1889  mars  i5,o  292.10 

1890  f6vr.  26,0  292.57 

1 89 1  mars  22,0  293.23 


» 


Get  accord  est  satisfaisant.  Toutefois  une  libration  de  36^  doit  etre  accompa- 
gneedetermes  secondaires  sensibles;  enfin  il  faudrait  tenir  compte  de  Texcen- 
tricite  de  Titan. 

51.  Depuis  le  travail  de  M.  Struve,  une  discussion  tres  complete  des  obser- 
vations de  Washington  a  ete  faite  par  M.  Eichelberger  {Astronomical  Journal^ 
t.  XI,  n*'*  259-260,  1892),  sous  I'inspiration  de  M.  Newcomb. 
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Les  observations  dont  il  s'agit  s'etendent  de  1876  a  1890,  et  se  rapportent  a 
neuf  oppositions;  dans  cbaque  opposition,  il  y  a  une  vingtaine  d'observations, 
reparties  sur  environ  deux  mois. 

L'auteur  a  adopte  des  elements  provisoires  empruntes  a  M.  Newcomb;  il  y  a 
neuf  series  de  ces  elements;  dans  chacune  d'elles,  les  elements  sont  supposes 
constants;  on  a  tenu  compte  seulementdu  mouveraent  uniformedu  perisaturne, 
variable  d'ailleurs  d'une  serie  a  Tautre,  d'aprfes  la  formule 

P  =zPq  —  ixl-hsi  sin  II. 

On  a  forme  le  tableau  des  differences  0  —  C  pour  les  deux  coordonnees  ssinp 
et  scosp;  on  a  ensuite  cherche  a  faire  disparaitre  ces  differences  en  formantdes 
equations  de  condition  entre  les  corrections  des  elements,  et  la  resolution  de 
COS  equations,  par  la  methode  des  moindres  carres,  a  donne  neuf  series  de  va- 
leurs  des  elements. 

Les  neuf  valeurs  de  la  longitude  du  perisaturne  sont  bien  representees  par 
la  formule 

P  =  8«,46  —  i8%442^4-  i4%4osiun  — i%4osin2n-MSii  sinSII, 

oil 

n  — 2630,54  -+-i8%942^ 

/  designant  un  nombre  d'annees,  a  partir  de  1884,0. 
On  a  trouve  de  meme 

e  =zOy  io56  -h  o,o258cosn  +  0,0008  cos 2 II, 
et,  pour  la  longitude  moyenne  de  Tepoque  E, 

/  35oo     \ 

E  =  295**,  92  -h  1 6",  92006  ^  H-  90,  o5  sin  (  i\S^,  07  -+-  ^ — ^  t  j . 

On  remarquera  que  la  libration  de  E  est,  a  fort  peu  pres,  la  meme  que  celle 
de  H.  Struve,  pour  Tamplitude  et  la  periode.  Enfin  I'angle  V  a  ete  trouve 
egal  a 

/  860®   \ 

V  =  1 800, 45  +  36«,  20  sin  (  48**, 07  -4-  -^ — ^  n  —  1 4°, 4o  sinll  -f- 1°, 4o  sin  2 11  — 1«,  1 1  sin 3 11. 

Cette  formule  represente  tres  bien  les  valeurs  observees  de  V. 

II  ne  resterait  plus  qu'a  obtenir  par  un  calcul  theorique  les  expressions  pre- 
cedentes.  Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  les  residus  auxquels  arrive 
M.  Eichelberger,  tout  en  etant  petits,  sont  legerement  systematiques ;  ils  tiennent 
peut-etre  a  Texistence  d'inegalites  a  courtes  periodesqui  doivent  se  rencontrer, 
notamment  dans  a  et  e,  comme  le  montre  I'integrale  de  Jacobi. 
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CHAPITRE  VIIL 

THEORIE  DES  SATELLITES  DE  SATURNE.  -  PERTURBATIONS 

DES  SATELLITES  INT^RIEURS. 


PERTURBATIONS  DE  MIMAS  ET  TETHYS,  d'eNCELADE  ET  DE  DIONE. 

52.  Points  de  conjonction  de  deux  satellites.  —  Nous  commenQons  par  des 
considerations  preliminaires  empruntees  a  M.  Newcomb  {Astronomical  Papers, 
t.  I,  p.  8-10).  Soient  deux  planetes  ou  deux  satellites  se  mouvant  dans  le  meme 
plan.  Comptons  le  temps  a  partir  d*une  conjonction,  et  les  longitudes  a  partir 
de  la  ligne  de  conjonction  correspondante. 

Nous  aurons 

les  conjonctions  ulterieures  auront  lieu  pour 

q  designant  un  entier. 

Soient  t^  et  /^  les  valeurs  correspondantes  de  /  et  de  /;  il  viendra 

/   _    277:  n 


n  —  IV  ^         ^     n  —  n' 

Supposons  les  moyens  mouvements  commensurables 


n        V 


n 


I 


—  > 


.•/ 


I  et  i'  entiers. 


On  trouvera,  en  representant  par  T  et  T'  les  durees  des  revolutions  des  deux 
satellites  et  faisant  i' — /=  v, 
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en  donnant  a  q  les  valeurs  o,  i,  2, . . .,  v  —  i,  on  obtient  v  points  de  conjonction 
egalement  espaces.  Si  Ton  continuait,  en  prenant  y  =  v,  on  retomberait  sup  le 
premier  point  de  conjonction;  le  temps  correspondant  serait  i'T  ou  iV. 

Si  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  commensurables,  nous  pourrons  rap- 
porter  les  longitudes  a  un  axe  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  k;  les  moyens 
mouvements  relatifs  seront  w  —  A:  et  n'  —  A:,  et  nous  aurons  a  satisfaire  a  la  con- 
dition 

n  —  k       i'  ,,   ,  ,        i'n'—in       i'n'—in 

n'—k        I  i' —  I  V 

Le  mouvement  relatif  des  points  de  conjonction  sera  nul.  Done,  en  assignant 
aux  V  points  de  conjonction  la  vitesse  constante  ky  les  conjonctions  des  deux  corps 
auront  toujours  lieu  en  ces  v  points. 

Theoriquement,  les  nombres  entierst  et  t*''sont  arbitraires;  mais,  pour  retirer 
de  la  conception  quelques  avantages,  on  doit  les  prendre  de  fagon  que  leur  rap- 
port soit  aussi  voisin  que  possible  de  -?>  et,  ce  qu'il  y  a  de  mieux  a  faire,  c'est 
d'adopter  les  numerateurs  et  les  denominateurs  des  reduites  successives  de  la 
fraction  continue  qui  exprime  —  •  Si  Ton  prenait  des  reduites  d'ordre  tres  eleve, 

on  aurait  Tinconvenient  d'avoir  un  grand  nombre  de  points  de  conjonction, 
mais  I'avantage  que  leur  vitesse  k  serait  tres  petite. 

53.  Th6or%me  concemant  les  satellites  de  Satume.  —  M.  Newcomb,  dans 
une  Note  de  V Astronomical  Journal^  t.  VIII,  n®  182,  s'est  demande  si,  dans  le 
systeme  de  Saturne,  il  existe  un  autre  cas  analogue  a  celui  d'Hyperion;  les 
resultats  de  la  theorie  de  M.  Newcomb  (Chapitre  precedent)  peuvent  s'enoncer 
en  disant  que  Taposaturne  d'Hyperion  est  anime  d'une  libration,  de  part  et 
d'autre  du  point  moyen  de  conjonction.  Nous  allons  reproduire  ici  la  substance 
de  la  Note  de  M.  Newcomb. 

Considerons  deux  satellites  M  etM',  dont  les  moyens  mouvements  presentent 

un  rapport  de  commensurabilite  approchee  de  la  forme  ^— r-i;  soient  R  la  fonc- 

tion  perturbatrice  pour  le  satellite  interieur  M,  R'  celle  qui  correspond  a  M'. 
Nous  aurons,  en  ayant  egard  a  I'aplatissement  de  la  planete  centrale  et  aux 
termes  les  plus  importants  de  R  et  de  R', 

R  —  ^  e*^_^ey  cos[(e4-i)/'— eV-BT], 
R'=  ^^  e'«4- -)  e'/cos[(i -f-i) /'- eV-BT'l; 

P  et  P'  designent  des  coefficients  constants  dependant  de  I'aplatissement  du 
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corps  central  dont  la  masse  est  /w„ ;  y  et  y'  sont  des  fonctions  de  a  et  a'.  Posons 

i  /i  nr  e  sincy.  A*  ==  e  coscy, 

(a)  < 

/  /j'l^  e- sincy',         A'=:e'coscT'; 

il  en  resultera 

U  ~  ^  (/^i  -^.  /-«)  _^  ^V  (A-  cosV  4-  fi  sin  V), 
ia  a' 

R'=-  ^-^(/i'«-^A''»)-^l?^(A'cosV  +  A'smV), 
en  faisant,  pour  abreger, 

V  =  (e  4-1) /'—//. 


Nous  aurons,  d'apres  les  forinulcs  (17)  (t.  I,  p.  171),  en  remplagant  par 
le  facteur/  omis  dans  R  et  R', 


//**7^ 


lUi 


dh 

na   d^ 

dk 

na  /}R 

dt 

niQ   dk  ' 

dt   " 

77*0    dk  * 

dk' 

n'a'  OR' 

dk' 

n'a'  <m' 

dt 

///o    <^^''  ' 

dt 

//lo    dh' ' 

ce  qui  devient,  en  tenant  compte  des  expressions  precedentes  de  R  et  de  R', 

dh  ^     .  m'  -. 

-i-  =       pnk    H a/^ycosV, 

dt  ^  /7^o        ' 

dk  f.  m'  . 

-7-  ^  —  pnk a /^ V  sin  V, 

di  niQ        '  a. 

oc=z  -,  <i. 
dh'  m  « 

IV-  =--       3'/t'A'-h  —  /I'y'cosV, 
e/^  '^  /Wo 

^T-^-  P^'n'k'-  —  n'y'  sinV, 

Faisant  abstraction  des  variations  de  a,  a',  /i  et  /i'  dans  les  seconds  membres, 
on  integrera  ces  equations  difTerentielles  en  y  substituant  les  expressions 

/i  =  c  sin  (e -H  ^/lO    H-A  sinV, 

/i'^c'sin(£'-hP'/i'0  +  A'sinV, 

k  :=:c  cos(e  -f-  ^nt)    4-  A  cosV, 
A-'zzz  c'cos(e'4-  ^'n'l)  4-  A'cos  V, 

oil  c,  c'  t  et  £'  designent  quatre  constantes  arbitraires.  Le  resultat  de  la  substitu- 
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tion  determine  les  parametres  A  et  A',  et  Ton  a  finalement 


(^) 


A=v   —  — '-zr-  sinV-hcsin   (e-hfi'i^). 

mo   I  —  pv  \  r       / 

a:=v V-  cosvH- ccos  (e  4- p/iO» 

mo   1  —  pv  X         r 


h'=^y  ^  — ^-yr—  sinV-4-c'sin(£'-hS'/i'0» 

7^0  I  —  p    V'  ' 

m>         v' 

mo  1  — |3'v'  ^         '^ 


(/-4-  i)  /i' —  m 


Si  les  constantes  c  et  c'  sont  nuUes,  les  formules  precedentes  se  simplifient,  et, 
en  tenant  compte  des  relations  (a),  il  vient 

,    ,  ,  mo    I  — (3v 

e'=±v'—  — ?^,,         w'^y      OU      ci'=:V-4-i8o°. 

mo  I  —  p  v' 

On  a  done  ce  theoreme  : 

Dans  le  cos  de  deux  orbites  primitivement  circulaires,  si  le  mous^ement  du  point  de 
conjonction^  suppose  unique^  est  faible  en  comparaison  des  mouvements  des  deux 
satellites,  les  perturbations  provenant  de  Vun  des  deux  corps  engendreront  dans 
r autre  une  excenlricitdy  et  la  ligne  des  apsides  de  chaque  orbite  passera  toujours 
par  le  point  de  conjonction, 

C'est  ce  que  nous  avions  demontre  anterieurement  (t^oirpage  ii6),  mais  sans 
avoir  egard  a  Taplatissement  de  laplanete,  qui  modifie  les  expressions  (c)  de  e 
et  e'  par  Tintroduction  des  termes  en  ^v  et  P'v'. 

On  reraarquera  que  ^v  est  le  rapport  des  mouvements  seculaires  des  perias- 
tres  causes  par  I'aplatissement  de  la  planete  au  mouvement  du  point  de  con- 
jonction.  Si  done  ces  deux  mouvements  sont  presque  egaux,  I'expression  (c) 
de  e  pourra  devenir  tres  grande,  et  si  Ton  a  ^v  >  i,  on  devra  prendre 

e  =  v —  75 — '—y         By=:V4-i8o*», 

mo  pv  —  I 

c'est-k-dire  que  la  direction  du  grand  axe  du  satellite  trouble  changera  brus- 
quement  de  i8o^. 

Si  les  constantes  c  et  c\  sans  etre  nulles,  sont  tres  petites,  le  systeme  presen- 
tera  une  libration  de  part  et  d'autre  de  Tetat  moyen  considere  ci-dessus. 

M.  Newcomb  trouve  ensuite  que  les  deux  pairesde  satellites  de  Saturne,  aux- 
quelles  s'applique  le  mieux  la  theorie  precedente,  sont  Mimas  et  Tethys  d'une 
part,  mais  surtout  Encelade  et  Dione  d'autre  part;  cela  resulte  de  I'inspection 
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des  valeurs  numeriques  de  la  quantite  v  ^     ^    ,  qui  est  la  plus  grande  dans 

ce  dernier  cas.  Pour  en  faire  le  calcul,  on  remplace  —  par  Testimation  photo- 

metrique  de  Pickering,  dont  on  a  deja  parle  (i;o/r page  loi). 
On  a,  dans  ce  cas, 

d\ 

n  =:262°,73i6,         2/1'=  263%o699,         e=i,         V  =  2/' — /;  -7- =  4- 0°, 3383. 

En  prenant  I'annee  pour  unite  de  temps,  designant  par  Vo  la  valeurde  V  a 
Tepoque  o,  et  remplagant^  par  sa  valeur,  M.  Newcomb  trouve,  pour  Encelade, 
en  partant  des  formules  (6), 

€  sincj:=o,024  sin(Vo-+-  i23°,60  -4-  c  sin(£  -+-  i6o'',oO» 
ecoscy  =10,024  cos (VoH-  1 23°, 60  -i-  ccos(e  -h  i6o*»,o/), 

oil  /  designe  un  nombre  d'annees;  la  valeur  de  e^,  deduite  des  formules  prece- 
dentes,  depend  de  I'argument 

qui  effectue  une  revolution  endixans  environ;  c'est  seulement  au  boutde  cette 
periode  d'observations  que  Ton  pourra  determiner  avec  quelque  precision  les 
constantes  c  et  e. 

Nous  allons  voir  comment  M.  H.  Struve  a  reussi  a  mettre  ce  fait  en  evidence 
par  ses  observations;  dans  le  cas  de  Mimas  et  Tethys,  il  a  decouvert  une  libra- 
tion  tres  curieuse  d'un  autre  genre;  c'est  cedont  nous  allons  parler  maintenant. 

54.  Perturbations  de  Mimas  et  de  TSthys.  --  Le  Memoire  de  M.  H.  Struve 
est  insere  dans  les  Astron.  Nachr.,  t.  CXXV,  n*"  2983.  Les  observations  faites  par 
cet  astronome  avec  la  grande  lunette  de  Poulkovo  lui  ont  montre  que  I'orbite 
de  Mimas  fait,  avec  Tequateur  de  Saturne,  un  angle  tres  appreciable  de  1^26', 
etque  le  perisaturne  est  anime  d'un  mouvement  direct  de  'd']i^±  10®  par  an; 
dans  les  memos  conditions,  le  noeud  est  affecte  d'un  mouvement  retrograde  de 
—  365®  =t  5®.  On  a  les  donnees  suivantes  : 

Mimas w  =  SSi^^ggi,    mouvement  annuel  du  ncBud,  AO  =  —  365"; 

T6thy8 «'=  igo^GgS,  »  »  A0'=  —  72". 

On  en  conclut 

2/1'—  /i  =  —  o<»,595  en  un  jour,  A0-+- A0'=  —  437°, 

—  —  2 1 7°  en  un  an,  l^n'—2n  —  M—  M'  =  -+-  3». 

On  voit  done  que  le  rapport  -  de  commensurabilite  du  rapport  —  est  assez  ap- 
T.  -  IV.  17 
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proche,  et  que  le  coefficient  du  temps  dans  Targument 

4/'—  2/— 0  —  0' 

est  a  tres  peu  pres  egal  a  zero. 

Considerons  la  fonction  perturbatrice  de  Mimas,  en  tant  qu'elle  provient  de 
Taction  de  Tethys,  et  supposons-y  nulles  les  excentricites.  Nous  aurons 


Soient  y  et  y'  les  inclinaisons  des  orbites  sur  le  plan  de  I'equateur  de  Saturne ; 
nous  aurons  (t.  I,  p.  3r5),  en  negligeant  y^  et  y", 

--cos/-f-  iy«sin0sin(/-0),  ^' =:cos/'4- -  y'*cos0'sin(/'- 0'), 
^  =  sin/—  i  y«cos0sin(/— 0),  4  =  sin/'—  -  /*cos0'sin(/'— 0'), 
J=ysin(/-e),  ^=y'sin(/'-0'); 

d'oii 

xx'  ■+-  yy'  -1-  zz' 


aa' 


=  cos(/— /')-  ry-  [cos(/— /')  — cos(/-f-/'— 20)] 

4 

—  ^y'*[cos(/-/')  — cos(/-f-/'— 20')] 

-h  -  yy'[cos (/ -  /' -  0  -h  0')  -  cos(/  -f-  /'-  0  -  0' )]. 

Pour  avoir  des  termes  dont  Targument  renferme  G  +  6',  il  fautbornerTexpres- 
sion  precedente  a  son  dernier  terme.  Nous  conserverons  en  outre  les  termes  qui 
produisent  les  mouvements  seciilaires  de  0  et  0';  nous  prendrons  ainsi 


^       V/a«+  a'«—  2aa'cos(/—  /')  +  aa'y/cos(/4-  /'—  0—  0')  4- J(y»4-  y")aa'cos(/—  /') 

En  developpant  suivant  les  puissances  de  y  et  y',  negligeant  le  quatrieme 
ordre  et  ne  conservant  que  les  termes  de  la  forme  voulue,  il  vient 

i  =  — -aa'[a«-f-  a'*—  2aa'cos(/—  /')]"* [yy' cos (/-4-/'— 0  —  0')  -4-  -(y'-h  y'*) cos (/—/')]. 

Or,  on  a  (t.  I,  p.  298) 

aa'[a«-+.a'«—2aa'cos(/— /')]"*  zzzi^B^'^cosC*/-//'), 
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oil  I  prend  toutes  les  valeurs  entieres  de  —  qo  a  4-  qo.  On  trouvera  ainsi 

i=  —  i  ryy'cos(/-f-  /'-  0  -  0')  4- i  (y'-4-  y")  cos(/ -  ^')1  2  ^^'^  ^^^^'^ ""  '^'^' 

On  doit  donner  a  Ha  valeur  3;  il  vicndra  done  ainsi 

^  =-  J  B<»)y/  cos (4 /'  -  a /  -  9  -  6')  —  g  (y*  -*-  /')B<»). 


m' 


Si  Ton  reunit  a  la  portion  -^  de  la  fonetion  perturbatriee  ce  qui  depend  de 
i'influenee  de  Taplatissement  et  de  celle  des  anneaux,  il  viendra 

oil  Ton  a 

^       a' 

X  designant  la  constante  de  Taplatissement,  et  c\  c'\  ...  des  coefficients  nurae- 

riques  dependant  de  a,  a\  a'\ 

Q  est  la  fonetion  perturbatriee  du  mouvement  de  Mimas.  On  aura  de  meme  pour 
celle  du  mouvement  de  Tethys, 

a'=-  ^  y'*- 7/mBf»Jyy'cosW. 

55.  Les  equations  bien  connues  (t.  I,  p.  169)  donneront,  en  remplaQant/(la 
masse  de  Saturne  est  supposee  egale  a  i)  par  /^^a^ 

■-TT  =-H6/w'/i*yy'  — 7 —  smW, 


(0 


dt=      2m',iy/-p^cosW. 

da  .     ,  ,aBf»)    .    ™ 

^  ^—L^m'anyy'      .     smW, 

-zj  =-+-m'/iy'— 7—  smW, 

-r:  =— p/i  --m! n  ^  — 7 —  cosW. 
at  ^  y     (\ 
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On  aura,  de  meme,  pour  Tethys, 

dn  B^^^ 

— p-  =: —  iimn'^yy'  a'  —7—  sinW, 

dt  ''         l\  ' 

dt'  ,     ,  a'^  ^B(»J 

-=4-    ^mnyy  _ -^  cosW, 

da'  W^^ 

(2)  <— -=-H   %  ma' n' yy' a' -J- %m^  y 

dy'  ,      ,B(»)    .    ^ 

dt  4 

-7-  =-—  Q'/i'—  mn'  ^,  a'  -7-  cosW. 
dt  ^  y         4 

On  a  d'ailleurs 

a —      K^**'  a    -4-  a — —  B^'^* 

<?«"■•'  da'    ^       da    ~  ' 

M.  H.  Struve  adopte  les  valeurs  numeriques  suivantes  : 

aB<')  .  a'B^^J  ,  ^^ 

=1:0,2572,  -. —   z=  0,4000, 


4     ■ 
-^=,,617.         ^ = 

y  =  0,025i,  y'=:  0,0190, 


log/i  =5,1446,        log/i'  =  4*8429        (en  degr^set  en  ann^es  juliennes). 

56.  Au  lieu  d'integrer  les  equations  (i)  et  (2),  comme  Ta  fait  M.  Newcomb 
(p.  108),  M.  Struve  considere  Texpression 

W  ==  4  U'  -+-   fn'  dt\-''i(t-\-   r  ndt\  —  Q-^  0', 

d'oii 


d^W          dn' 

dn       ,  d'-e' 

d^e       d*e       d^Q' 

dt*        ^   dt 

^  dt-^^dt* 

2 1 

dt*        dt*        dt* 

et,  en  ayant  egard  a  (i)  et  (2), 

(3)  — TT-  -^  A' sin  W  4-.?  sin  W  —7—  =0, 

^    '  at^  at 


TH^ORIE    DES    SATELLITES    DE    SATURXE.  1 33 

en  posant 

y      L\  y       4  "da  "  da' 

M.  H.  Struve  a  neglige  dans  s  les  termes  en  yy',  ce  qui  est  correct,  car 
ces  termes  sont  de  Tordre  de  ceux  que  Ton  a  laisses  de  cote  en  formant  les 
expressions   abregees  des  fonctions   perturbatrices;   il   a  mis  i  au   lieu  de 

(Ps.    (PO    d}t'        d}Q' 

Enfin,  pour  obtenir  la  formule  (3),  on  a  forme  ^>  -^y  -^  et  -^>  en  par- 
tant  des  equations  (i)  et  (2),  et  negligeant  les  termes  qui  contiendraient 


sin  ,-,       da    dy    dii 
COS  at     at     at 


On  a  pris,  par  exemple. 


d^e  ,        ,a^'  (^B^3)  ^p^ 

— -  ~  —  2m'nyy'-, r —  smW  -^-y 

dt^  ''4     Oa  dt 


mais 

d^e  r.dn  .     y'  aB^^^    .    „,  e/W 


u  ^  an  ,     Y  aD^-'    .    ,., 


dt*  ^  dt  7       4  ^^ 

L'equation  (3)  ne  contient  pas  /  explicitement.  On  pent  done  chercher  a  Tin- 
tegrer  en  posant 


d'oii 


dt  --^ ' 


^'W__^,e/W 


=  w 


II  vient  ainsi 


d*oii 


dt^  dW 

^,  ^'r,  dW'  4-  sin  W  eAV  =  o, 

I  W'-  -'  log(A»-+- 5W')  =z const.+  cosW, 
En  developpant  log  ( i  4-  Ti  --rr )  suivant  les  puissances  de  ^  --^>  il  vient 


h*    dt  J  ^     f———--lit   cii 

-■si[7r^-dr-2h^-dI^-^3h^-dF)  =  <^osW-Hconst., 


1  ^w     hw  s  dyv 

s     dt 
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d'oii 

I     rfW«         s    dW^  ™ 

— --;  --, , —  TTTi  —T-r  +  . . .  =  cosW-t-  const., 

d\\*   /  2    S    dW  \  ,.r         XJLT        r^ 

dt^    \        3  h*    dl  J  ^  ^ 

On  a,  d'apres  (4)»  cette  valeur  approchee 

—  =1 12/1  y'; 
s  ' 

d'oii 

2  s   dW  _^    dW  _o    AW 

3  A»    dt   -^  ndt"'^  nM' 

Or,  Tobservation  montre  qu'en  un  an  AW  n'est  que  d'un  petit  nombre  de  de- 
gres,  3^  tandis  que  /lA/  =  1 39600;  on  aurait  done 

a   s  dW 270     __    I 

3  A*  "dF  ""  139600  ""  520' 

ce  qui  est  assez  petit.  On  peut  done  se  borner  k 

^W' 

(5)  -^=:2/l«(C0SW4-C), 

ce  qui  est  Tequation  d'un  mouvement  pendulaire. 

Le  tout  est  de  savoir  si  ce  mouvement  est  r^volutif  ou  oscillatoire,  ce  qui  ar- 

rivera  selon  que  Ton  aura 

C«>i    ou    C*<i. 

M.  H.  Struve  a  tire  de  ses  propres  observations  et  de  celles  de  Washington 
les  valeurs  suivantes  : 

/.  e.  /'.  6'. 

o  00  o 

1876,  oclobreo,o 128,9  3o8  ^2i9>9  a86 

1888,  avril  0,0 337,1  64  161,7  184,1 

1889,  avril  0,0 87,4  59  286,1  110,8 

d'oii  il  a  conclu  ces  valeurs  de  W=  4^'  —  3/—  6  —  6', 

4-68»,    -^84^    4-8o», 

II  dit  qu'il  en  r^sulte  que,  durantces  treize  ann^es,  W  a  atteintun  maximum, 
ou  n'a  ^prouvd  que  de  tr^s  petites  variations,  ce  qui  exige  que  le  mouvement 
soit  oscillatoire,  et  C  <  i . 
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Pour  niicux  nous  en  rendre  compte,  supposons  C  =  3;  nous  aurons 

^>4A«;         AW>— ,iA^ 
Or 

Avec  les  valeurs  hypothetiques 


nous  trouverons 


d'oii,  en  un  an. 


1         '  ' 

nv  z=i ,  m:=.-z 9 

70000  5ooooo 


^  =  (3,5885), 


AW  >  1 4oooo<»  X  o, 0078, 
AW  >  1 100°. 


57.  Supposons 


nous  aurons 


s/ 


C  =  —  cosci); 


=r=^==^  :=z2hat;         W  variera  entre  —  w  et  4-  o) ; 

.   ,  0)         .   ,  W 
sm* sin*  — 


2  2 

en  faisant 


.     W         .     0)    .  ^,        .     w 

sin  —  =  sin  —  smo,  C=  sin  -, 

22^  2 


il  vient 

d(^ 


-  =  hdt, 


v/i— C'*sin«9 

9  =  am  u,        u=:  htf 

sinW  =  2C'sin  ame/Aamc^. 
On  aura  ensuite 


f'    •  w^.       r^C'  .  .  e/9         2C'  r^  .       .        2C', 

1     sinWa^=:   I  -T-sinamwAamw-r— i^ — =z-j-  j     sinr^dc^zzz  —j-  (i  —  C0S9), 

d'oii,  en  remplagant  cos^p  =  cosamA/  par  son  developpement  connu, 

sinWflf/  =  -T ^\— ^^ —  cos— i^  ht'^ -^ — r  cos  -^  ht-\-,,,  ]. 

h       AK\n-^         2K  i-h^*         2K  / 
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On  a  encore 


1  3 


(8)         f  dt  f   slnWdt^^t^^J^^sm-^.  ht-^-l  -Jl- sin  ~  ht -^- 
Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  ensuite,  en  prenant 


dl 


=  I  ndt,  SI'  =  I  n'  dt. 


et  omettant  lestermes  proportionnels  au  temps,  parce  qu'on  en  tiendra  compte 
en  modifiant  legerement  les  moyens  mouvements, 


SI 


U  z=z    em'n^yy'^^        dt        sin W dt, 
=i  —  \imn'^yy' — - —    j     dt  I     sin  Yf  dt, 


Si  done  on  pose 


n         ^'       •     /36oo   \       I      q^'      .    /36o%\ 

(9)  Q  =  7^^^"(-T-V"^3irfT'^^H'T-^V^--- 


(,o)  ^  =  ir  "T"' 


et  que  Ton  rcmarque  que,  a  cause  de  —  =  ->  la  formule  (6)  devient 

(11)  -5  =iim'yy'  — —     iH ;   , 

il  viendra 

(12)  «=- 


(i3)  SV=i 


m'  a 

2          m   a'  ^ 

SI' 
Si 

1  m   a' 

2  m!  a 

m  a'  m'  a 
m'  a 

r 

T  est  la  periode  de  la  libration. 

Supposons  que  les  observations  donnent 


d/  =  — Hsina^        */' =-+- H'sina^ 
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on  en  conclura 

,r       36o«  ,       sjK 

J=  >  11=:  —  a, 

a  7: 

H  = ^—^J-,        H'= ^—,!!L,^l-f-, 

m   a     I  -h  g  m   a'  m'  a   i-\-  a 

iH -,  —  ^  H 7—  ^ 

IT  _  j_  m  «[ 
II        1  m'  a 


La  derniere  formule  donnera  —  >  et  Tune  des  deux  precedentes   donnera 


— — >  d'oiiC; —  s'en  deduit  par  la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  puis 
h=  —  a;  apres  quoi  la  formule  (i  i)  fera  connaitre  m'. 

58.  M.  H.  Struve  a  discute  I'ensemble  des  observations  de  Mimas  et  de  Tethys, 
faites  depuis  W.  Herschel  jusqu'a  nos  jours. 
Le  probleme  qui  se  presente  est  le  suivant : 

Representer  toutes  les  longitudes  observees  de  Mimas  par  la  formule 

(i4)  /  =  X-h  n^  —  Hsina(^—  /o)> 

dans  laquelle  X,  n,  H,  a  et  /q  sont  des  constantes  inconnues. 

De  meme,  les  longitudes  observees  de  Tethys  doivent  etre  representees  par 
I'expression 

(i5)  l'  =  V  -{-  n't  -h  H'  sina(^  —  t^). 

Cest  un  probleme  assez  epineux,  et  le  materiel  dont  on  dispose  est  a  peine 
suffisant.  Donnons  quelques  indications  sur  la  solution  provisoire  obtenue  par 
M.  H.  Struve.  II  a  donne  les  valeurs  isolees  de  X  calculees  par  la  formule 

en  prenant  pour  n  deux  valeurs  tres  voisines,  comprenant  sans  doute  entre  elles 
la  veritable;  il  a  calcule  de  meme  les  valeurs  de  X'.  Ces  valeurs  de  X  et  de  X' 
devraient  etre  constantes  si  la  libration  n'existait  pas,  done  si  H  et  H' etaient 
nuls.  Les  Tableaux  ainsi  obtenus  montrent  que,  vers  i85o,  ontlieu  un  maximum 
de'k  =  l  —  ni  et  un  minimum  deX'  =  /'—  n't.  C'est  Tinverse  qui  a  lieu  vers 
J 885.  L'intervalle  est  de  trente-cinq  ans  et  doit  etre  a  peu  pres  egal  a  la  demi- 
periode.  M.  H.  Struve  adopte  finalement 

^0  =  1866,5,        Ti=68  ans, 
m         t  ,  I  I 

m'  ID  767000  IIDOOOOO 

T.  -  IV.  18 


1 38  CHAPITRE    Vlll. 

Finalement,  les  residus  de  la  formule  (12)  pour  I'epoque  moyenne  de  1789,8 
des  observations  de  W.  Herschel,  et  pour  les  epoques  des  observations  re- 
centes,  de  i85o  a  1889,  sont  inferieurs  a  1*^,8,  sauf  un  qui  est  de  3*^,8;  la 
plus  grande  valeur  employee  pour  la  libration  =4- 43°,  3  et  la  plus  petite 
=  -43^8. 

Pour  Tethys,  les  residus  sont  inferieurs  a  20'  (sauf  un  tres  grand,  de  2^07', 
pour  les  observations  de  W.  Herschel);  la  plus  grande  valeur  employee  pour 
la  libration  =  4-  2^19';  la  plus  petite  =  —  i°49'-  Ces  resultats  sont  deja  tres 
satisfaisants. 

59.  Lo  syst^mo  Encolade-DionS.  —  L'ensemble  des  observations  d'Ence- 
lade  et  de  Dione  montre  que  les  orbites  de  ces  satellites  sont  fort  peu  inclinees 
sur  I'equateur  de  Saturne.  Les  observations  de  M.  H.  Struve,  faites  de  1886  a 
1889,  indiquent  que  Texcentricite  d'Encelade  =  0,0047  environ,  et  que  le  peri- 
saturne  a  un  mouvement  direct  d'environ  120*^  par  an.  On  a,  comme  on  I'a  vu 
(p.  129),  in!  —  /I  =  1 23®, 6  en  un  an. 

II  en  resulte  done  que,  dans  Targument 

le  coefficient  du  temps  est  tres  petit;  il  y  a  lieu  de  chercher  si  cet  argument 
n'engendre  pas  une  libration.  Voici  les  valeurs  de  V,  fournies  par  Tobscrva- 
tion  : 

1886, a V  =  -h  4',  I 

1887,2 -+-  2,a 

1888,2 -h  2,3 

1889,2 -»-"4,7 

La  formule  (37)  de  la  page  309  du  Tome  I  donne,  pour  I'inverse  de  la  dis- 
tance des  deux  satellites, 

X  =  —2 — ; — —  e^ e  cos(2r  —  /  —  cj). 

A  4  2 

On  en  conclut,  pour  la  fonction  perturbatrice  du  mouvement  d'Encelade, 


oil  Ton  a 


ia  a 


V  =  2/'-/-cT,  hz=a^^     ^^'    =0,753, 


(3  =  ^+2'^^'^^'; 
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la  constante  p  depend  done  de  Taplatissement  et  des  inegalites  seculaires  des 
autres  satellites. 

On  en  deduit  (t.  I,  p.  169), 


dn            3/  d^ 

dm  __    /     d^ 

de  _         f     d^^ 

de            a«   dl' 

dt        na*e  de  ' 

dt            na*e  dis' 

et,  en  remplaQant/par  /i^a%  et  £1  par  sa  valeur  ci-dessus, 

-r-  =3/w'/i'Ae  sinV, 

at 

dxs       f^  ,     h         -. 

-yr  =  p/2  -—  nv n  -  cosV, 
dt       ^  e 

-J-  =zm'  nh  sinV. 
at 

Pn  est  plus  grand  que  in'  ^  n,  valeur  moyerine  de  -jjy  fournie  par  les  observa- 
tions; done  le  terme cosVdoit  etre  constamment  negatif,  et  V  ne  pent 

pas  atteindre  les  limites  =ii  90°;  il  doit  osciller  autour  de  zero.  En  remplagant 

dm 
It 


cosV  par  i,  Texpression  precedente  de  --r-  donnera 


2/1  —  /I  =  p/i  —  m!  n  — 

e 


Si  Ton  connaissait  ^/i,  cette  equation  donnerait /n'.  Les  observations  n'ayant 
pas  fait  connaitre  la  valeur  de  ^  pour  Encelade,  M.  H.  Struve  Ta  conclue  par  in- 
terpolation des  valeurs  correspondantes  pour  Mimas  et  Tetliys,  et  il  a  obtenu 
ainsi 


m'  = 


628000 


Mais  I'exeentricite  e  est  encore  troppeu  connue  pour  que  Tonpuisse  regarder 
cette  determination  comme  satisfaisante.  Enfin  les  donnees  actuelles  ne  per- 
mettent  pas  meme  d'estimer  la  grandeur  de  la  periode  de  la  libration.  M.  H. 
Struve  formule  ainsi  les  conclusions  de  son  travail  : 

I®  Les  conjonctions  de  Mimas  et  de  Telhys  oscillent  toujours  autour  du  point 
milieu  de  Varc  d'equateur  de  Saturne  compris  entre  les  noRuds  ascendants  des  deux 
orbites.  E lies  peui^ent  s* Eloigner  de  ce  milieu  d'ennron  45®  et  elles  accomplissent 
leur  libration  en  soixante-huit  arts  dpeupres. 

Cela  se  deduit  de  la  formule 

W:=4/'— 2/—  0  —  d'=2arcsin  [sin  —  sin9  j, 
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qui,  pour  /'=  /,  donne 


/— h  arc 


:sin  (sin  —  sin«p J; 


Tare  sin  reste  compris  entre  ± 


CO 
2 


2^  Les  con/onctions  d'Encelade  et  de  Dionese  font  loujours  aupdrisatume  d'En- 
celade,  ou  elles  oscillent  autourde  ce point. 

Gela  se  deduit  de  la  formule 

en  y  faisant  /'  =  /. 

Ges  resultats  remarquables  attestent  le  talent  de  M.  H.  Struve,  comme  obser- 
vateur  et  comme  theoricien. 
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LES  SATELLITES  DE  NEPTUNE,  DE  MARS  ET  DURANUS. 


60.  Du  satoUito  do  Noptune.  —  M.  Marth  {Monthly  Notices,  t.  XLVI)  a  appele, 
il  y  a  quelques  annees,  Tattention  sur  les  changements  notables  survenus  dans  la 
position  du  plan  de  Torbite  du  satellite  de  Neptune  depuis  sa  decouverte;  ces 
changements  ont  ete  confirmes  par  M .  H.  Struve,  qui  a  reuni  dans  une  publication 
vecenie  {Memoires  de  I'Academie  des  Sciences  de  Saint-Petersbourg,  t.  XLII,  n®  4) 
toutes  les  observations,  y  compris  les  siennes,  obtenues  avec  la  grande  lunette 
de  Poulkovo,  et  a  discute  Tensemble.  De  1848  a  1892,  la  longitude  du  noeud  de 
I'orbite  du  satellite  a  augmente  de  7**,  tandis  que  Tinclinaison  sur  I'equateur 
terrestre  a  diminue  d'a  peu  pres  autant.  II  fallait  trouver  la  cause  de  ces  chan- 
gements; j'ai  pense  qu'on  devait  la  chercher  dans  Taction  du  renflement  equa- 
torial de  Neptune;  Taplatissement  de  cette  planete  n'est  pas  perceptible  dans 

Fig.  4. 


les  lunettes,  a  cause  de  la  petitesse  du  disque,  mais  il  doit  exister,  et  il  suffira, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  d'un  aplatissement  assez  modere  pour  expliquer 
les  perturbations  dont  il  s'agit.  M.  Newcomb  avait  eu  la  meme  idee  de  son  cote. 
Je  vais  reproduire  la  substance  de  deux  Notes  publiees  dans  les  Comptes  rendus 
de  I'Academie  des  Sciences  (t.  CVIl  et  CXVIII). 

Soient  (^g.  4)  AC  Torbite  du  satellite  a  Tepoque  /;  A  le  noeud  ascendant; 
^A  =  0  sa  longitude;  9  I'inclinaison  de  I'orbite;  BC  la  position  de  I'equateur 
de  Neptune;  6'  et  q'  la  longitude  de  son  noeud  et  son  inclinaison. 
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On  aura  (t.  I,  p.  i%)f  Hi  l*uri  fait  abstraction  dc  I'excentricite,  qui  est  extre- 
nMininnl  pcalite,  at  dm  in/tgalit/is  p^riodiques, 

Si  Ton  n/^Kl'K^)  l<^^  perturbations  provenant  du  Soleil,  et  que  Ton  considerc 
uniquomont  cellos  qui  sont  caus6es  par  Taplatissement  de  la  planete,  la  fonc- 
tiun  pcrturbulrico  It  a  pour  expression  (voir  la  page  4) 


H     /mo^x- i  x,j^-:5Q-sin«c?j, 


oil  m^  d^HJgno  iu  masse  de  Neptune,  b  son  rayon  Equatorial,  xson  aplatisse- 
ment,  x,  ie  rapport  do  ia  force  centrifuge  k  Tattraction  pour  un  point  dc  Tequa- 
teur,  d  h  d6clinaison  MN  du  satellite  au-dessus  du  plan  de  Tequateur.  On  a 

fm^  =  /I'oS        sin  ^=  sin  C  sin  (c  —  0  —  AC), 
asiaM  =  8in«C  —  sin^C  cosaC^^  —  0  —  AC); 

en  u^gligeant  les  in^galit^s  p^riodiques,  on  pent  prendre 

sin*rf=  -  sin'C,         r^za^ 
a 


R=l /4«6*(x- ix|)cos»C. 


Kn  porunt  cetto  expression  de  R  dans  les  Equations  (i),  elles  deviennent 

,      rf®  6*/         1     \        ,-^<^cosC 

^  V      iW  ^V        >     \       ^<^cosC 

On  «i«  ii';iiU<^ur$«  d^ins  le  tmngle  sphErique  ABC» 

Ku  luulliplianl  1^$  e<|u;ilioii$  i^s)  p^r  —  ^  et  +  ^>  el  ajouUnt*  il  Tienl 

^     Hi  ^  'It^  M  ~      di      "  "^^ 

\vm%  r^nftle  C  re$te  c^mi^i^qi.  Po$4mbis 
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et  les  equations  (2)  deviendroni 

(5)  —  =  p[—  C0I9' -+-  cotcp  cos(0'  —  0)],         -1  =  —  p  sin(0'  —  Q). 

Soit  a  le  cote  BC  du  triangle  spherique  ABC;  on  a 

COS9  =z  C0S9'  cosC  -+-  sin9'  sinC  cosa, 

d'oii,  en  differentiant,  et  remplagant  -j-  par  sa  valeur  (5), 

p  sm9Sin(0'  —  0)  —  —  sin9'sinCsina  -7- >         ->-  = r^—-,  =  const. 

Done  le  cote  a  decroit  proportionnellement  au  temps.  Des  lors,  on  aura  cet 
ensemble  de  formules. 


<x=z  (Xo jlx Xjj/i^  cos  L, 


(6)  {  cos9  =  cosCcos9'-+-  sinC  sin9'cosa, 

sin9  sin(^'—  0)  =  sinC  sin  a, 
sin9  cos{d'—6)  =1  cosC  sin  9'  •—  sinC  COS9'  cosa, 

qui  permet  de  calculer  (p  etO  en  fonction  de  t  et  des  deux  constantes  arbitraires 
C  et  a^. 

61.  Le  pole  de  I'orbite  du  satellite  decrit  d'unmouvement  uniforme  un  petit 
cercle  ayant  pour  pole  le  pole  de  Tequateur  de  Neptune ;  si  done  la  trajectoire  en- 
tiere  du  pole  de  Torbite  etait  connue,  rien  ne  serait  plus  facile  que  d'en  deduire 
la  position  de  I'equateur.  Je  me  propose  de  voir  s'il  est  possible  de  determiner  (f\ 

O'et  X  —  -  x<  a  Taide  des  observations  dont  on  dispose  actuellement,  ou  plutdt 

de  voir  si  Ton  peutrestreindre  cesquantites  entre  certaines  limites.  J'ai  deduit 
des  nombres  rapportes  par  M.  H.  Struve,  a  la  page  62  de  son  Memoire,  par  un 
calcul  d'interpolation,  les  positions  suivantes  du  plan  de  Torbite  du  satellite, 

rapportees  a  Tequateur  et  a  I'equinoxe  terrestres  de  1887,0  et  les  derivees^ 


"S> 


dt 


^0  =  1857,18,        0o  =  i8o°,3o,         ^  — j  =-f-o«,i63,        90=1250,10,         /^j  =  —  00,124, 
(7)    /^,  =  i870,ir,         0,  =  i82o,3o,         ^  —  j  =-+-00, 1^2,         9,  =  i220,83,         (^)=— o^242, 
/,  =  i882,86,         0,  =  i84°,i3,        ^^^  =-hoo,i45,        9,=:i2oo,39,        (^\  =— oo,i52. 
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J'applique  Tequation  (3)  aux  trois  epoques  ci-dessus,  et  je  prends  la  moyenne, 
ce  qui  donne 

(8)  -r — >  =—  o,  542  cot©'—  o,84ocol0'  -—  o,o34sin0'. 

J'applique  maintenant  les  equations  (5)  a  Tepoque  moyenne,  en  remplaQant 
di^^  di  P^**  '^  nioyenne  des  trois  valeurs  (7),  0  et  9  par  0,  et  9,,  ce  qui  donne 

(  o«,  173  — psin(0'-  i82«,3), 

(  Qo,  i5o  =  p[—  cot  9'  -4- cot  1 22°,  83  cos(^'  —  i82«,3o)]  ; 

d'oii,  en  eliminant  p, 

(a)  cot  9'  =  0,892  sin  0'-+- 0,597  cos  0'. 

En  combinant  cette  relation  avec  Tequation  (8),  pour  eliminer  cot 9',  on 
trouve 

ib)  — — ^  =  -—  o,5i7  sin^' —  i,i64cos0'. 

sin  9'  ' 

Remplagons  dans  les  equations  (4)et  (5)  ~>  /ipar  leurs  valeurs  numeriques, 
6  par  0|  et^  par  —  0,173^;  nous  aurons 

^  =  i4,54;       log/i  =  4,34974, 


I 


(c)  X X 


(3,'2i34) 


2    *""  cosCsin9'sin(0'— i82°,3)' 

si  Ton  donne  a  0'  une  valeur  determinee,  les  equations  (a),  {b)  et  (c)  donne- 

ront  les  valeurs  correspondantes  de  9',  C  et  x x,. 

L'equation  (a)  pent  s'ecrire 

(a')  cot 9'  =  cot  i37«,o  cos(0'—  236^2). 

L'equation  (6)  montre  ensuite  que  Ton  a 

cosC>o,     pour     II3^9<0'<293^9. 

Cela  pose,  nous  allons  chercher  a  resserrer  autant  que  possible  les  limites 
entre  lesquelles  0'  pent  etre  compris. 

On  pent  toujours  supposer  cosC>o,  a  la  condition  d'echanger  au  besoin 
les  noeuds  de  Tequateur,  car  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  planete 
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n'intervient  pas  ici;  ce  qui  agit,  c'est  le  raenisque  equatorial.  On  voit  d'ailleurs 
que  les  equations  (5)  restent  les  memes  si  I'on  change 

0',  9'    el    cosC    en     i8o*>-+-0',     180^  —  9',     —  cosC. 

Nous  pouvons  done  supposer  p  >  o.  Puisque  ^  ^st  <  o  dans  I'intervalle  des 
observations,  on  doit  avoir 

sin(0'~  Oo)  >  o,         sin(0'  —  9,)  >  o; 

d'oii 

i84Si  <0'<36o°,4. 

Mais  on  a  vu  plus  baut  que  cosC  est  <  o,  quand  G'  depasse  293*^,9;  il  en  re- 
sulte 

(10)  i84%i  <0'<293%9. 

J'ai  fait  une  serie  de  calculs  numeriques,  en  attribuant  a  0'  des  valeurs  equi- 
distantes,  comprises  entre  les  limites  (10).  On  voit  par  la  formule  (a')  que  9' 
augmente  jusqu'a  137®  pour  diminuer  ensuite,  et  il  est  facile  de  demontrer,  a 
Taide  des  formules  (a)  et  (b),  que,  dans  le  meme  intervalle,  C  croit  constam- 
ment.  J'ai  determine  les  valeurs  de  <f'  et  de  C  par  les  formules  (a)  et  (ft),  et 

celles  de  -  —  et  -  ^>  pour  les  epoques  /©>  ^i  et  /j,  par  les  formules  (5);  (^) 

et  (-^j    representent  les  moyennes  arithmetiques  des  trois  valeurs  de  -^  et  ^• 
J'ai  ainsi  obtenu  le  Tableau  suivant  : 

6' '90,3  195,3  200,3  2o5,3  210,3  2i5,3  220,3 

9' 126,7  129,1  i3i,o  i32,6  i34,o  i35,i  i35,9 

C 7,1  12,1  16,4  20,5  24,4  28,2  3i,7 

(-T^) 0)*74  0,259  0,342  0,423  o,5oo  0,574  0,643 

P  \  a/  /  0 

(-^) 0,139  0,225  0,309  0,391  0,470  0,545  0,616 

— -f^j 0,108  0,194  0,279  0,362  0,441  o,5i8  0,591 

-(t-)   o,o55  o,i32  0,209  0,284  o,356  0,426  o,494 

1  /d^\ 

-  ( -1-  I   0,121  0,195  0,268  0,339  0,407  0,472  0,534 

"('y:)   0,164  o,236  o,3o6  0,374  0,439  o,5oi  0,559 

-(S)„=(Sm""  "'"^  '•"  "'"^  '''^  '''^  '''^  '''^ 

\di),'-[di), 3'*>  ''8         ''5  '.5  ''•''  '•* 

T.  —  IV.  19 


»  » 
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D'apres  les  equations  (9),  les  nombres  de  ravant-derniere  ligne  devraient 
etre  egaux  a  ^*'^    =  i,i5.  Mais  il  y  a  plus  :  d'apres  lesvaleurs  (7),  les  nombres 

de  la  derniere  ligne  horizontale  devraient  etre  egaux  a  ^'^L  =0,9;  mais,  a 

cause  des  erreurs  des  observations,  on  pent  admettre  1,0  ou  meme  1,1,  mais 
non  pas  3,o,  ni  meme  1,8,  i,5,  i,3  et  meme  1,2.  11  me  semble  que  Ton  peut 
admettre  des  lors  que  Ton  a 

J'ai  trouve 
—  (^)    '(5")    =''*^        ®^        ^>'7'        P^"^    ^'=23o«,3        el        0'=25o%3, 

©/'(So   ^''""^        "'        ''"^^^ 
Nous  arrivons  done  a 

(11)  22O«<0'<293\ 

J'ai  trouve,  en  prolongeant  le  Tableau  precedent,  que  toutes  les  valeurs  de  0' 
comprises  entre  les  limites  (11)  representent  egalement  bien  les  observations; 
on  a,  entre  ces  limites, 

de  fagon  que  la  valeur  de  9'  est  assez  bien  determinee;  enfin, 

32«><C<88«. 

62.    II  reste  a  trouver  comment  varie  x X|  lorsque  0'  varie  entre  les 

limites  (11). 

D'apres  la  formule  (c),  il  suffit  d'etudier  la  fonction 

i/3=cosCsin9'sin(0'—  ^j); 

or  on  trouve,  en  partant  des  formules  (a)  et  (ft), 

(1,000  sinO' —  o,o4o  cosO')  (0,517  sin^'-h  i,i64  cos^') 


u  z=. 


I  -h  (0,892  sin^'-H  0,597  cosO'y 


^o,5i7^«+i,t43^--o,o47  ;:  =  tane0'- 

1,7965*-+- i,o65 -5-1- 1,356  ^  °     ' 


u  = 


^  s'annule  pour  deux  valeurs  de  z,  qui  donnent 

0'=39%2,      e'=:I47^6,      0'=  2390,2,      0'= 327^6. 
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La  troisieme  de  ces  valeurs  rentre  seule  dans  les  limites  (ii),  et  la  valeur 
correspondante  de  x x^=  -r^-  0'  variant  de  220®  k  239*^,2,  x x,  diminue 

de  -7-  a  -—J  pour  augmenter  ensuite  jusqu'a  go  pour  G'=  290°.  Le  petit  Tableau 
suivant  donne  une  idee  de  la  variation  : 


{d) 


6'. 

I 

X X, 

2  * 

1 

I 

T. 

C. 

?'. 

C. 

0 
/  23o 

245 

147 

73 

h 
18,7 

0 
39 

0 
1 37 

1 
J  060 

I  25o 

242 

145 

72 

18,6 

52 

1 36 

i36o 

j  270 

182 

109 

55 

16,2 

66 

l32 

i56o 

)  275 

147 

88 

44 

14,5 

72 

i3o 

1600 

280 

114 

68 

34 

12,8 

76 

128 

1640 

285 

76 

46 

23 

10,5 

81 

126 

1660 

\  290 

33 

20 

10 

6,9 

86 

124 

1680 

ans 


Ayant  les  valeurs  de  x x^,  il  s'agit  d'en  conclure  Taplatissement;  mais  ici 

intervient  la  loi  inconnue  de  la  variation  de  densite  a  I'interieur  de  Neptune. 
Si  cette  planete  etait  horaogene,  on  aurait,  en  faisant  x  =  eo. 


X-^Xj. 


lo-^i^-  -5t.j; 


c'est  ainsi  qu'on  a  trouve  les  nombres  e©  du  Tableau  precedent.  Dans  le  cas 
presque  certain  de  Theterogeneite,  le  mieux  a  faire  est  peut-etre  de  voir  ce  qui 


arrive  pour  Jupiter  et  Saturne.  Pour  ces  planetes,  le  rapport 


I 

X X 

2 


1 

-a  pour  valeurs 


0,27  et  0,28.  En  admettant  o,v3  pour  Neptune,  on  trouve  x  =  e,  =  ae^, ;  on  a 
inscrit  les  valeurs  de  e,  dans  le  Tableau  (rf). 
Soient 

T  la  duree  de  la  rotation  de  Neptune, 

D  sa  densite  moyenne, 

T'  et  D'  les  quantites  analogues  pour  la  Terre, 

et  x'^  le  nombre  analogue  a  x^. 

On  a,  comme  on  sait, 


or, 


—  =  o,3oo, 


'■"288' 


2^^' 


=  0,3oo,  X,nri,4x. 
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II  en  resulte 


T=    ''^'' 


y/l20 


C'est  avec  cettc  formule  que  Ton  a  calcule  les  valeurs  ci-dessus  de  T. 

On  voit  que  les  petits  aplatissenients  correspondent  a  des  valeurs  moderees 
de  C,  mais  a  des  durees  de  rotation  assez  grandes.  Pour  avoir  des  durees  compa- 
rables  a  celles  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  faudrait  des  aplatissements  du  meme 
ordre,  c'est-a-dire  forts,  et  des  valeurs  de  C  au  moins  egales  a  80°. 

II  est  encore  un  element  interessant  a  connaitre  :  c'est  la  duree  G  de  la  revo- 
lution du  pole  sur  son  cercle.  D'apres  la  premiere  des  formules  (6),  cette  duree 
a  pour  expression 

=  -ft 7 \ X =  ^^^     ^  • 

— ;  /^  I  X X|  )  cos  C  " 

La  premiere  formule  (9)  permet  de  calculer  p  pour  une  valeur  donnee  de  0'; 
on  trouve  ainsi  les  valeurs  de  s  contenues  dans  le  Tableau  (d). 

Remarquons,  en  terminant,  que  la  theorie  precedente  pourra  peut-etre  trou- 
ver  une  application  a  certaines  etoiles  variables,  celles  dont  on  suppose  les  va- 
riations causees  par  des  eclipses  produites  par  un  satellite  obscur. 

Les  inegalites  seculaires  du  plan  de  I'orbite,  provenant  du  renflement  equato- 
rial de  Tetoile,  auront  pour  resultat  de  faire  varier  les  instants  des  milieux  des 
eclipses,  et  aussi  la  duree  de  ces  phenomenes.  Mais  il  y  aura  lieu,  si  les  deux 
corps  sont  assez  voisins,  comme  c'est  le  cas  pour  Algol,  de  tenir  compte  aussi 
de  Taction  du  satellite  pour  deplacer  Tequateur  de  Tetoile.  On  est  ainsi  con- 
duit a  un  probleme  interessant  que  le  lecteur  trouyera  dans  le  Bulletin  aslrono- 
mique^  t.  XI,  p.  337.  (Voir  aussi  Comptes  rendus,  t.  CXX,  p.  I2>.) 

63.  Sur  les  satellites  de  Mars.  —  Pbobos  et  Deimos,  les  deux  satellites  de 
Mars,  si  brillamment  decou verts  par  M.  Asaph  Hall  en  1877,  se  meuvent  a  tres 
peu  pres  dans  le  plan  de  Tequateur  de  laplanete;  ce  dernier  est  incline  de  27® 
ou  28®  sur  le  plan  de  Torbite  de  Mars.  On  pent  se  demander  si  les  plans  des  deux 
orbites  coincideront  toujours  a  tres  peu  pres  avec  le  plan  de  Tequateur,  ou  si  la 
coincidence  actuelle  n'est  qu'accidentelle.  Cette  question  a  ete  examinee  par 
M.  Adams  {Monthly  Notices,  t.  XL,  p.  10),  et  j'ai  presente  moi-meme  a  son  sujet 
une  Note  a  TAcademie  des  Sciences  {Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  p.  961). 

Si  Ton  connaissait  Taplatissement  x  de  Mars  ( le  rapport  x,  de  la  force  centri- 
fuge equatoriale  a  la  pesanteur  correspondante  est  connu,  x^  =  —  j,  la  ques- 
tion serait,  en  effet,  identique  a  celle  qui  a  ete  traitee  dans  le  Chapitre  VI  pour 
Japet,  Tun  des  satellites  de  Saturne.  Soient^  en  nous  reportant  a  \^fig^  2  de  la 
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page  93,  et  aux  developpements  voisins,  D  et  D'  les  poles  de  Torbite  et  de 
I'equateur  de  Mars,  et  C  un  point  de  I'arc  DD'  determine  comme  on  I'a  dit.  Les 
poles  des  orbites  des  deux  satellites  se  mouvraient  sur  deux  petits  cercles 
ayant  le  point  C  pour  pole.  Soil  p  le  rayon  de  ce  petit  cercle  pour  le  premier  sa- 
tellite, et  CD'=  i'\  rinclinaison  de  son  orbite  sur  Tequateur  resterait  toujours 
comprise  entre  ±{i'  —  p)  et  i'-\-  p.  II  suffirait  done  de  calculer  /'  et  p  pour  re- 
pondre  a  la  question. 

Malheurcusement,  ces  quantites  i'  et  p  dependent  de  Taplatissement  x  qui  est 

inconnu;  on  sait  seulement  qu'il  est  compris  entre  les  limites  —j^^TTk  (^-  ^^» 

p.  2o5).  M.  Adams  a  essaye  deux  hypotheses  :  (I)  celle  de  Thomogeneite,  qui 

5  I 

donne  x=  7>t|=  — ^>  et(II)  qui  suppose  que  la  distribution  des  densites  soit 

la  meme  a  Tinterieur  de  Mars  qu'a  Finterieur  de  la  Terre;  cela  conduit  a  la 
relation 


X  X 


Xi  X, 


en  designant  par  x'  et  x',  les  quantites  analogues  pour  la  Terre;  on  en  conclut 


I 

X— .  Q. 


En  admettant,  d'autre  part,  pour  la  position  de  Tequateur  de  Mars,  les  nom- 
bres  de  M.  Marth  (Monthly  Notices,  t.  XXXIX,  p.  473),  j'ai  trouve  que  Tincli- 
naison  de  Deimos  sur  Tequateur  de  la  planete  doit  toujours  rester  comprise 
entre  o®,i  et  i°,4  dans  I'hypothese  (I),  et  entre  0*^,2  et  2*^,2  dans  Thypo- 
these  (II);  pour  Phobos,  les  limites  sont  encore  plus  resserrees. 

Done,  pour  les  aplatissements  — z  et  — g>  et  aussi  pour  les  aplatissements 

intermediaires,  les  orbites  des  deux  satellites  s'ecarteront  toujours  tres  pen  de 
I'equateur  de  Mars. 

64.  Des  satellites  d'Uranus.  —  D'apres  les  mesures  et  les  calculs  de 
M.  Newcomb,  les  quatre  satellites,  Ariel,  Umbriel,  Titania  et  Oberon,  se  meu- 
vent  a  tres  peu  pres  dans  un  merae  plan,  incline  de  98®  sur  le  plan  de  Teclip- 
tique.  Les  differences  entre  les  quatre  inclinaisons  prises  deux  a  deux  sont  de 
Tordre  des  erreurs  des  observations. 

Si  la  force  perturbatrice  duSoleil,  qui  est  d'ailleurs  tres  petite,  agissait 
seule,  les  poles  des  quatre  orbites  decriraient  des  petits  cercles  autour  du  pole 
de  I'orbite  d'Uranus,  et  la  probabilite  que  ces  poles  soient  tres  voisins  a  un  mo- 
ment donne,  comme  ils  le  sont  maintenant,  serait,  sinon  nulle,  du  moins  extre- 
mement  faible.  II  existe  done  une  autre  force  perturbatrice  :  c'est  celle  qui 
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provient  du  renfleraent  equatorial  d'Uranus.  Si  Tequateur  de  cette  planete  a 
coincide  a  un  moment  avec  les  plans  des  orbites,  la  coincidence  aura  toujours 
lieud'une  fagon  approchee;  il  suffit  pour  cela  d'un  aplatissement  assez  faible. 

L'excentricite  de  I'orbite  du  premier  satellite,  la  plus  petite  des  quatre,  est 
egale  a  0,020.  II  est  possible  qu'en  determinant  a  plusieurs  reprises  la  position 
du  periurane,  on  lui  decouvre  un  deplacement  qui  pourra  faire  apprecier  la 
grandeur  de  I'aplatissement. 

Les  mesures  directes  faites  sur  le  disque  d'Uranus  pour  determiner  cet  apla- 
tissement n'ont  pas  donne  encore  de  resultats  bien  concluants  :  tandis  que 

M.  Schiaparelli  obtient  -^,  M.  Seeliger  a  trouve  I'aplatissement  insensible.  La 

duree  de  la  rotation  de  la  planete  est  absolument  inconnue. 

M.  Perrotin  {Vierleljahrsschrifl  der  astronomischen  Gesellschafty  t.  XXIV)  a 
observe,  en  1889,  les  bandes  d'Uranus,  et  trouve  qu'elles  font  un  petit  angle 
avec  le  plan  de  I'orbite  des  satellites,  et  le  plus  grand  diam^tre  de  la  planete 
lui  a  semble  etre  aussi  dans  ce  plan.  Ce  serait  une  confirmation  des  previsions 
de  la  theorie,  en  admettant  que  la  direction  des  bandes  coincide  avec  celle  de 
I'equateur.  MM.  Henry  avaient  trouve  anterieurement  {Bulletin  astronomique, 
t.  I,  p.  238)  que  les  bandes  font  un  angle  d'environ  4o**  avec  le  plan  de  I'orbite 
des  satellites.  Mais  ces  observations  sont  delicates  et  demandent  a  etre  reprises 
dans  de  bonnes  conditions  et  avec  de  puissants  instruments. 

II  est  bon  de  remarquer  que  les  mouvements  des  satellites  d'Uranus  et  de 
Neptune  sont  retrogrades,  tandis  qu'ils  sont  directs  pour  les  autres  planetes.  La 
meme  opposition  existe  tres  vraisemblablement  pour  les  mouvements  de  rota- 
tion. Cela  est  en  disaccord  avec  Thypothese  cosmogonique  de  Laplace.  M.  Faye 
a  cherche  a  expliquer  cette  singularite  dans  son  Livre  Sur  I'origine  du  Monde. 
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65.  Soil  f{x)  une  fonction  dont  on  sail  calculer  numeriquement  la  valeur 
pour  une  valeur  donnee  de  x.  On  pent  se  proposer  de  trouver  un  polynome  en- 
tier  en  a?,  qui,  pour  x  compris  entre  deux  limites  determinees  x'  et  x'\  prenne 
des  valeurs  peu  differentes  de  celles  de /(a?),  de  maniere  que  le  polynome 
puisse  remplacer  la  fonction  entre  les  limites  x  et  x\  avec  une  grande  approxi- 
mation au  point  de  vue  des  calculs  numeriques. 

Soient  a^  b,  c^  d,  e,  ,..,  k^  I  des  nombres  determines,  choisis  entre  x'  et  a?"; 
A,  B,  . . .,  L  les  valeurs  numeriques  correspondantes  de  f(oo);  on  verifie  imme- 
diatement  que  le  polynome 

^ .  (JT  —  6)(^  —  c). .  .{x  —  /)       |>(*^  —  ^)(^  —  c). .  .{x  —  /) 

(a  — ^)(a  — c)...(a— /)  "^      (6  — a)  (6  — c). .  .(6— /)  "*""* 

{x  —  ci)(.T  —  b)..,{x  —  k) 

prendra,  pour  a?  =  a,  6,  ...,/,  les  m6mes  valeurs  que /(a;).  On  comprend  que 
si  le  nombre  des  quantites  a,  b,  ...,  /est  suflfisant,  et  si  Failure  de  la  fonc- 
tion/(x)  est  reguliere  entre  x'  et  j/',  le  polynome  ne  s'ecartera  que  tres  peu  de 
la  fonction  pour  les  autres  valeurs  de  x  comprises  entre  j/  et  x'\  et  pourra  rem- 
placer cette  fonction  avec  une  grande  approximation.  La  formule  (i),  dans 
laquelle  on  remplace  X  par/(^),  est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 
Gauss  (*)  a  donne  une  transformation  tres  interessante  de  la  formule  (i), 


(*)  P^oir  dans  les  OEuvres  de  Gauss,  I.  UI,  le  beau  M6moire  Theoria  interpolationis  methodo  nova 
tractata,  etdans  le  Tome  I  des  M^moires  astronomiques  d'Encke  le  M6moire  Veher  Interpolation,  dsDs 
lequel  Encke  reproduit  des  lemons  faites  par  Gauss  en  1812. 


I.         "^  I'.   ',. 


.     »        "i 


\    >  _  \ c^  qa^  donne 


—    T 


T» 


1         i!«.-.  i:    &  -*rJl- 


V       \ 


u 


\.     \ 


• 


—  '    —    .*         7 


r&^^^l 


\         K 
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Ces  quantites  [a,  6],  [a,  h,  c],  . . .  restent  les  memes  quand  on  echange  entre 
elles  deux  des  lettres  a,  b,  c,  .  . . ,  ct  les  deux  quantites  correspondantes  dans  la 
serie  A,  B,  C,  ....  Les  formules  (3)  conduisent,  en  outre,  sans  peine  aux  rela- 
tions 

B  — A 


(4) 


c  —  a 


C*  C-C 


On  pourra  former  le  Tableau  suivant : 


a 


(5) 


/ 


B 


D 


E 


[a,b] 


[b,c] 


[c,rf] 


[rf.e] 


[e,n 


[a,  6,  c] 


[b,c,d'\ 


[c,  d,  e] 


[d,e,n 


[^,  c,  fl^,  e]  [a,b,c,d,ey/] 

[byC,d,e,f] 
[c,d,ey/] 


On  peut  prendre  les  lettres  dans  un  autre  ordre,  et  operer,  par  exemple,  la 
substitution 

a     b  c     d     e    f 

d    c  e     b    f    a 


(: 


La  formule  (2)  donnera  alors 


X  =  D-h 


(6) 


(.r- 

-d)[c, 

rf]-H(x 

{X- 

-d)(.r 

c)(.r 

(x- 

-d){.r 

c){x 

(X- 

-d){x 

c){x 

'  d){x  —  c)  [c,  dy  e] 
e)[b,c,d,e] 
e){x  —  b)[b,c,dyC,f] 
e)  (.r  —  b){x  —f)  [a,  b,  c,  <f,  e,  /] 


Si  Ton  jette  les  yeux  sur  le  Tableau  (5),  on  voit  que  les  quantites  {c,d\, 

[c,r/,  e],  [A,c,  rf,  e],  \b,  Cy  d,e,  /*],  \a,  b.Cyd,  ^♦/J,  . . .  y  figurent  toutes  sur  deux 

lignes  horizontales,  menees,  Tune  par  la  lettre  D,  Tautre  a  egale  distance  des 

lettres  C  et  D. 
T.  -  IV. 


20 
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En  operant  de  meme  la  substitution 


fa     b     c     d    e    f\ 
\d    e     c    f    b    g) 


} 


la  formule  (2)  donnera 


\  =  D  -h  {a;  —  d)  (d,  e)  -h  {jr  —  d)  {jc  ^  e)  [c,  d,  e] 
-h(jr  —  d){a:  —  e){ar-c)[c,d,e,f] 
-h  (^  —  e/)  ( J?  —  e)  (  j:^  —  c)  (x  — /)  [  b,  c,  d,  e,/] 
-+- (-3?  —  ^)  (^  —  e)  (  j:  —  c)  ( J?  — /)  (x  —  6)  [ 6,  c,  c?,  c, /,  ^] -h . . . . 

Ici,  les  quantites  [rf, e],  \c,d,e],  ...  figurent,  dans  le  Tableau  (5),  sur  deux 
lignes  horizontales,  menees,  Tune  par  la  lettre  D,  I'autre  a  egale  distance  des 
lettres  D  et  E. 

66.  Dans  les  calculs  astronomiques,  on  suppose  toujours  que  les  quantites 
a,  ft,  c,  . . .  sont  les  divers  termes  d'une  progression  arithmetique. 
Soita  laraison  de  cette  progression,  de  sorte  que 

b  —  a  zzzc  —  6  =  ...=  0i); 

pour  nous  conformer  a  Tusage  generalement  adopte,  nous  poserons 

Xz=zf{a),         B  =i/(a-hfi)),         C=/(a-i-2w),         .... 

Retranchons  chacune  de  ces  quantites  de  la  suivante  et  faisons 

/(a  4- «  -h  I  w)  — /( a  4-  «w)  =p(a  -t-  r^{(*}) ; 


les/*  seront  les  differences  premieres ;  on  a  mis  Targument  symbolique  a  -h « -+-  ^co 
pour  rappeler  que  cette  difference  est  obtenue  avec  les  deux  valeurs  de  la  fonc- 
tion  qui  correspondent  aux  valeurs  a  -h  1  h-  1  co  et  a  -h  eco  de  a?,  dont  la  moyenne 

est  a  -+-  e  -h^w.  On  calcule  de  meme  les  differences  secondes,  troisiemes,  etc. 
par  les  relations  generales 

/I  (a  4-  TTiw)  -/» (a  -h  r^w)  =P{a  4-  iw), 
/«(«  4- TTTco)  - /•«(« -h  iw)  :=/»(a  4- FTTw), 
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Ceci  pose,  on  peut  former  le  Tableau  suivant  : 

/(a— 3(k)) 

/(a  — 20))  /«(a  — 20)) 

/'(«-t)  /'(»-^) 

(8)  U^'')  /*(«)  /*(«)  /•(«) 

/■(-l)  /■(«+?)  /•(-;) 

/(a  4-0))  /«(aM-&))  /*(a-i-a)) 

/(a-h2a))  /'(a-h2a)) 

■  /(a  +  3w) 

Les  relations  (4)  donneront  ici 

""  0)20)  1.20)* 

Si  i'on  pose,  en  outre,  a?  =  a  +  no),  la  forraule  (a)  donnera 

/(a  +  no))  =/(a)  +  — /« (^a  +  -j  -i-        ;^^, /'(a  +  w)  +. . ., 

ou  bien 

(9)  j  _^»(n--0  .(n-.)(n-a)       /    _^3a>\ 

1.2''^  '  I  .2.3  "^      \  2  / 


C'est  la  fopmule  d'LQterpolation  de  Newton. 
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Appliquons  maintenant  la  formule  (6),  mais  en  prenant  les  lettres  placees 
sur  riiorizontale  do /(a)  et  celle  menee  entre  f(a)  ei/(a  —  co);  nous  trouve- 
rons 

/(a+/.co)=/(a)+— /'(^a---j  +  -      ^^^,       /'(a) 

H ^ 5 z ^/M« -I---- 

1.2.3.0)^  "^       \  2/ 

ou  bien 

(.0)  _^(,,4-.)/»(n-.)^,/    _a>\       (/>4-.)(/>  +  .)M/>-i)^>(,) 

I  I«2*0  \  '"/  I<2>0»l| 


(  /I  -h  2  )  (  /J  -h  I  )  /I  (  /i  —  I  )  (  /i  —  2  ) 
I .2.3.4*^ 


/•(-j) 


La  formule  (7)  donne  de  meme 


_^  (/^-^-2)(/^-+-  i)/i(/i  — I)(/^—  2)  ^j  /    _^  w\    . 

1.2.3.4.5  "^     \  2/ 


•   •    •   • 


Si  Ton  prend  la  moyenne  arithmetique  des  expressions  (10)  et  (11),  il  vient 


/(a4-/ia))=/( 


I  2  L    1 .2  1 .2    J    2 


/H-  l)/l(/l—  l)  ^      V  2/        -^      V  2/ 


I  .2.3 


[( /I  -i-  I ) /^ ( /I  "  I ) ( /I  —  2 )        (/t  -h  2)(/i-i-  i)/t(Ai  —  i)"1  /*(a 
1.2.3.4  1.2.3.4  J       '-i 


On  est  conduit  a  poser 
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Ces  moyennes  arithmetiques  seront  inscrites  a  Tencre  rouge  ou  au  crayon 
dans  le  Tableau  (8),  chacune  entre  les  deux  nombres  d'oii  elle  provient.  On 
trouvera  ainsi 

/(a  +  ,io))=/(a)+  -/'(«)+  —f^a)^^- -^-A- Lp(a) 

(/^-h2)(/l-4-T)/^(/^  — i)(n  — 2) 

1.2.3.4.5 rw^"" 

Si  Ton  se  reporte  a  la  figure  schematique  (5),  on  voit  que,  dans  la  formule 
de  Newton,  on  suit  le  chemin  OH,  tandis  que  dans  les  formules  (10),  (11)  et 
(12),  on  suit  respectivement  les  chemins 

OBCDE...,     OB'CD'E...,     OCE.... 

Fig.  5. 


/•     r'    r    /^    r 


H 


67.  Interpolation  des  fonctions  p6riodiques.  —  Gauss  s'est  propose  de 
trouver  une  fonction  T  de  la  forme 

T=::  -  ao-Hot,  COS^-Ha,  C0S2^-|-.  .  .-+-««  COS /l^ 

4- Pi  sin^-H  (3,  sin2r-h. .  .-h  ^^  sin/i^, 

connaissant  les  valeurs  A,  B,  C,  . . .,  L,  que  prend  la  fonction,  quand  on  donne 
a  /  les  2/n-  I  valeurs 
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D'apres  la  formule  de  Lagrange,  on  est  conduit  a  poser 


T=:       A 


.     t  —  b    .     t  —  c          .     t—l 
sin sin •  •  •  sin 

2  2  2 

.     a  —6    .    a — c          .    a  —  / 
sin sin •  •  •  sm 

2  2  2 


(i4)  \  .     t^a    .     t  —  c         .     t  —  l 

sm sm •  •  •  sin  — ^^— 

B  "  " 


.     b— a    .    b— c          ,     b— I 
sin sin •  •  •  sin 


On  verifie  immediatement  que  Texpression  (i4)  prend  bien  les  valeurs  A, 
B,  . . .  pour  /  =  a,  6,  . . . ;  reste  a  voir  qu'elle  est  de  la  forme  (i3).  Or,  le 
produit 


.    t  —  b   .    t  —  c        .    t—l 
sin  sin •  •  sm 


se  compose  de  n  groupes  de  facteurs  tels  que 


.    t —  b   .    t  —  c      I 
sm sin 


t  —  c       I  r        b  —  c  I        b^cW 


on  voit  que  le  produit  de  n  quantites  telles  que 

X-hiibcosr  4-  Gsin^ 

sera  bien  de  la  forme  voulue.  II  resterait  a  former  les  expressions  des  coeffi- 
cients ao*  aj,  ...,  p,,  .. .;  mais  nous  nous  bornerons  a  les  obtenir  dans  un  cas 
particulier,  celui  du  reste  qui  se  presente  dans  la  pratique. 

Supposons  que  les  2/2  +  1  quantites  a,  6,  ...,  /  forment  une  progression 

arithmetique  de  raison > 


,  27r  27r  ,  27r 


2/1  -H  I  2/1 -h  I  2/1  +  1 

Nous  commencerons  par  calculer  le  produit  de  2/1  +  1  facteurs 

.C\  rm  .        t  a       ,        t  —    b  ,         t / 

(i5)  Z  =  sin sin •••     sin  ^ i 

^     '  22  2 

oil  nous  ferons 

t  —  a 
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ce  qui  donnera 

Z  =  sin5  sin  ( -3 )  sin  (3  —  2 )  •  •  •  sin  Iz—^n )» 

\  2/1-1-1/  \  2/4  -hi/  \  2/l-hl/ 

ou  bien,  en  groupant  le  second  facteur  et  le  dernier,  le  troisifeme  et  I'avant- 
dernier,  etc., 

Z=:(— O^sinxj  I  sin*;;  —  sin*  )  (  sin*^  —  sin* )  •  •  •  (sin*-3—  sin* )• 

Z  ne  doit  differer  que  par  un  facteur  constant  de  la  fonction  sin(2/i  -h  i)z  qui 
est  aussi  un  polynome  du  degre  2/n-  i  en  sins,  et  s'annule  pour  les  valeurs 

o,     zh )     ± »      •••)     dz de  5. 

2  /<  -h  I  2  /*  -t-  1  2  /I  -h  I 

D'ailleurs,  on  sait  que  le  coefficient  de  sin^""^*5  dans  le  developpement  de 
sin (2 /I  -h  i)s  suivant  les  puissances  desinz  est  2^"(—  i)";  on  aura  done 

„ sin(2/i  -+-  i)z 


2*'* 


et  il  en  resulte,  d'aprfes  la  formule  (i5). 


.    t  —  b         .    /  — /        1    sin(2/i4-i) 
sm •  •  •  sin 


2  2*'*  sin 


Or  on  a  Tidentite 


sin(2/i-hi)3  , 

^— . —  z=z  I  4-  2C0S25  -h  2  COST'S 

01  r*  ^ 


2C0S2nZ. 

sinz 

On  en  concliit  done 

.     t—b         .     t  —  l       1-4- 2  cos(^— a) -h  2C0S2(f  —  a) -+-. .  .-h  2  cos/i(^  —  a) 
Sin sin  — 


2  2*'* 


et,  en  faisant  t  =  a. 


.     a  —  b  .     a  —  /       2/1 -t-1 

sm sin  1=  — z — 

2  2  2*'* 


En  divisant  membre  a  membre  les  deux  dernieres  equations,  il  vient 


t 

b 

t 

c 

t 

— ^ 

/ 

sin 

2 

sin 

2 

—  •  1 

•  •  sm 

2 

"^^ 

a 

— . 

b 

a 

— . 

c 

a 

_ 

/ 

sin 

— 



sin 

— 

^— ^    •    ' 

•  •  sin 

2 


.    iH-  2  cos(^  —  a)  '\- 1  cos2(^  —  a)  -H. .  .-H  2C0s/i(^  —  a) 

zn  A ' 9 

2/1  -h  I 
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d'oii,  parraison  de  symetrie, 

.     t  —  a    .     t  —  c          .     /  —  / 
sin sin sin 

B  "  " 


.     b  —  a,     b  —  c          .     b  —  / 
sin sm •  •  sin 


=  B 


9.  2  A 

I  -h  2C0S(^—  6)  -H  2  COS 2  (/  —  ^)  -H.  .  .-+-  2  COS n(t  —  b) 

2/1  -H  I 


) 


La  formule  (i4)  pourra  ainsi  s'ecrire 

(2/i-4-i)T=iA-i-B4-...-+-L-4-  ( A  cos  a -hB  cos  6 -4-. . .-+- Lcos/)2  cos^ 

-4-(AsinV7    -t^-Bsin^     -h. .  .-h  Lsin/)  asin^ 
-h  (Acos2a-+-  B  cos2/>>  -h.  .  .-i-Lcos2/)  2  cos  2^ 
-h  ( A  sin 2 a  -h  B  sin  2  6  4- ...  -h  L  sin  2  /)  2  sin  2  ^  -h . . . . 

Les  coefficients  a,  et  p,  de  la  formule  (i3)  auront  done  pour  valeurs 

2 

«!  = (A  cosier  -4-  B  cosib-h. . .-+-  LcosiY), 

2/1-4-  I   ^  ' 

(16) 

2 

S,= (A  siniVi  H-  B  sini6  -+-. .  .-h  LsiniV); 

a  reste  arbitraire,  et  les  quantites  b,  c,  . . .,  /en  resultent  comme  on  Ta  dit. 

Si  la  fonction  donnee  T  de  t,  supposee  periodique  et  de  periode  2ir,  se  deve- 
loppe  en  une  serie  illimitee 

T  =:  -  (Xq-\-  (Xi  COS  ^  -h . . .  -f-  «„  COS  nt-{- . . . 

-H  |3i  sin  /  -h . . .  -h  (3„  sin  nt-\- . . . 

et  si  la  serie  conver{?e  assez  rapidement,  on  pourra  la  limiter  a  ses  2/n-  i  pre- 
miers termes;   les  formules  (16)  donneront  des  valeurs  approchees  de  ao, 

68.  Les  formules  precedcntes  ne  sontguere  employees  malgre  leur  simplicite. 
On  pref^re  partager  la  circonference  en  un  nombre  pair  d'arcs  egaux,  parce 
qu'alors  la  reproduction  periodique  des  sinus  et  cosinus  donne  lieu  a  des  sim- 
plifications. Gauss  rattache  ce  cas  au  precedent;  mais  il  sera  plus  simple  de  le 
traiter  directement. 

Considerons  le  developpemcnt  periodique  de  la  fonction  T. 

(17)  Ti=  V  (a/COS«V  4-  P/sin/O- 

1=0 


. ,5i 
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Doiinons  a  /  les  in  valeurs 

O,       A,       2/j,        .  .  .,       (2/1  —  l)  A, 

comprises  dans  la  formule 

t  =:  rn,         ou        /«  =  — : 

2/1 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  T  seront  representees  par  To,  T,,  ..., 
Ta^  .| ,  et  designees  d'une  maniere  generate  par  T^.. 

Soity  un  nombre  entier  positif;  la  formule  (17)  donnera 

T cosjt  =  -  V  [«; cos( *  -hj)t  -h  oti cos( 4  — y ) t  -h  p,  sin (/ -hj)l  -H  (3/ sin (/ -—J) I], 

i 

T  siny^r^  -  V  [«/  sin (/-+-/)/  —  «/  sin(« — y)^  —  (3/  cos(f -+-y )/  -h  (3|  cos(£— y )/]. 

Donnons  a  /  les  a/i  valeurs  indiquees  ci-dessus,  et  faisons  les  sommes  des  va- 
leurs del  cosyV  et  deTsiny/;  ily  aura  des  simplifications  importantes  tenant  au 
choix  des  valeurs  de  t,  en  vertu  de  ce  theoreme  bien  connu  : 

Si,  dans  les  expressions 

V  cosll  =  P,  V  s'lnll  =  Q, 

on  attribue  a  /  les  valeurs 

27r       4^1  {m  —  i)27r 

O,         >        y        •  •  •  > } 

m         ni  m 

on  aura  Q  =  o,  quelle  que  soit  la  quantite  reelle  X;  il  en  sera  de  meme  de  P, 
excepte  le  cas  oil  X  sera  un  multiple  km^^m\  auquel  cas  on  aura  P  =  w. 
On  trouvera  done  tout  d'abord 

2, T. cosy /•/.=.- 2 «-         Z,'^^^-^, ^H^^^W^,— -    • 

'•  i  V.  r  r  J      • 

2  T,  .inyM  =  1 2  ft  r- 2  -  *^^^i^' ■<- 2  -  ^^=lS^1- 

Les  deux  ^  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  n'auront  des  valeurs 

r 

differentes  de  o  que  si  Ton  attribue  a  e  dry  des  valeurs  de  la  forme  ika,  ou  k 
designe  un  nombre  entier,  et  si  Ton  suppose 

T. -IV.  21 
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on  aura 
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(i  ± /)27rr 

cos  ^^ "^ =  2  n. 

2  n 


II  en  resultera  done 


d'oii,  en  attribuant  a  k  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  et  remarquant  que  Ton  doit 
supposer  a_y  =  p_y  =  o,  parce  qu'il  n*y  a  pas  d'indices  negatifs  dans  la  for- 
mule  (17), 


(18) 


2  T^  cosy /7i  =  n  ( ay  -h  a^^-j  -+-  ctm-^j  -4- . . . ) » 

r 

2  Tr  sinyVA  =  /i  ((3y  —  (3,„_y  -h  (3,„+y  —  ...). 


Si  la  serie  (17)  converge  rapidement,  de  fagon  que  Ton  puisse  negliger  oL^n-j 
devant  olj  et  Pa^-y  devant  Py,  les  relations  (18)  donneront 


(19) 


ay  =  i  2  T;.  cosyVA,  P^  ==  ^  ]S  '^'*  s^"^^^- 


Ces  formules  souffrent  deux  cas  d'exception  : 

I®  Si/ =  o,  on  trouve,  en  se  reportant  directement  a  la  formule  (17), 

2Tr  =  2/i(ao4-a,rt  4-...), 

r 

30)  «»=i2T,. 


2°  Si  y=  n,  alorsyrA  =  itr.  La  seconde  des  formules  (i8)  est  identique- 
ment  satisfaite,  et  la  premiere  donne 


(ai) 


«"=^2(-)'-T- 


II  n'est  pas  etonnant  que  Ton  ne  puisse  pas  determiner  p„,  car  il  n'y  a  que 


FORMULES    ET    METHODES    D 'INTERPOLATION.  1 63 

2/2  donnees, 

et  Ton  ne  peut  determiner  que  les  2n  inconnues 

ao>       ^\t       ^ly        •  •  •>       ^n-if       ^/i> 
Pl>       Pj>        •  •  •  »       P/«-l* 

On  peut  faire  diverses  combinaisons  de  nature  a  simplifier  les  calculs  :  ainsi, 
la  premiere  des  formules  (i8)  peut  s'ecrire 

r  =  n  — 1  /•  =  2  /I—  1 


nxj  =:^^  Tr  cosj'rh  -H  ^  Tr  cosjrhy 


r  =  0  r=/i 


ou  bien,   en  changeant,  dans  le  second  V>  r  en  /i-f-r,  et  remarquant  que 
njh  =  71/, 

/I  ay  =  2  '^'-  cosyVA  -h  (~  0^  ^  T«+rCOS/>/i, 

r=0  r=0 

r  =  /i — 1 

naj  =2  [T;.  -h  (—  iyT;,^r]  cosjrh. 

r-=o 

Changeons,  dans  cette  formule,yen  n  — y,  et  supposons  /2pair(ou  la  circon- 
ference  divisee  en  l^n'  =  in  parties  egales);y  et  n  — y  seront  de  meme  parite, 
et  nous  trouverons 

n ctn-j  =  2  [Tr  -I-  (- 1  y  T„+,] (- 1)*-  cosyVA, 


r  =  0 


et,  par  suite, 


r  =  /i  — 1 


(aa)  n(«y±«„_y)=2[T,-i-(-iyT„^.p][i±(-incosy>/i. 


r  =  0 


On  trouve  de  meme 


r  =  n  —  1 


(a3)  /i((3y±|3„_y)=2['^'-  +  (-')^T„^,]Li±(-i)'-']siny>/». 


/•  =  0 


II  convient  de  distinguer  deux  cas,  selon  quey  est  pair  ou  impair,  et  il  sera 
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commode  d'adopter  la  notation  suivante 
On  trouve  alors  aisement 

i**ypair;     2 /i  divisions,     hziz-, 

n 

-  {cLj  4-  a,,-y)  =  (o,  n)  -f-  (2,  ai  -h  2)  C0S2//j 

-f-  (4,  n  -h  4)  cos^jh  -f-. .  .-H  (/I  —  2,  2/1  —  2)  cos(/j  —  2)7^, 

-  (ay  —  a;,_y)  =  (I,  /I  -h  i)  cosy'A 

-h  ( 3,  /I  -h  3 )  cos  3jh  4-...-h(/i  —  1,2/1  —  i)  COS  ( /I  —  I  )y /i, 

r^  (Py  ■+-  ?n-j)  =:  (1,  /I  4-  i)  sinyA 

4-  ( 3,  /I  4-  3 )  sin  3y7i  -f-...-i-(/i  —  1,2/1  —  i)  sin  (n  —  i  )jh, 

■^  ((3y  —  P„-  y)  =  (2,  /I  -h  2)  sin  2y^ 

4-  (4,  /«  4-  4)  sin4y^  4-.  .  .4-  (/i  —  2,  2/1  —2)  sin (/i  —  2)y/i; 
/I  («(,  4-  a,»)  =  (0,  /i)         4-  (2,  /I  4-  2)  4-. .  .4-  (/I  —  2,  2/1  —  2), 
/I  (ao  —  «/*)  =  (i,/*4-i)4-(3,  /i4-3)4-...4-(/i  —  l,2/^  —  1). 

Les  deux  dernieres  de  ces  formules  ont  ete  conclues  des   relations  (20) 
et  (21). 

2*>y  impair;     2/1  divisions,     A=r-, 


(«)   ^  n 


'i  («>  +  «"-»  =  (7,)  +  {-J^)  cosV/' 


(b) 


-^  ( ;rir^)  ^^^^J^  +  • . .  -H  (7^-z.-^ )  cos(»  -  2)yA, 


J((3,  +  (3„_,)  =  (-L-)si..  y/.+(_l^)sin3y/,4-...+  (^,)  suHn-,)J/,, 

Enfin,  rappelons  que  la  fonction  periodique  Umitee  que  I'on  obtient  ainsi 
sera 

«o  -f-  «!  cost  ■+■  a,  cos2<  -+-...-(-  «„_,  cos(/(  —  i)t  -h  (x„  cosnl 
-H  Pi  siiU-H  |3,  sin 2^-1-. .  .-i-(3„_,  sin(/»  —  i)t. 
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Si,  par  exemple,  nous  faisons  n  =  6,  les  formules  (a)  et  (h)  nous  donne- 
ront 

lo), 

lo)]  sin  So", 
ii)]  sinSo", 
1 1 )]  cos  So", 
io)]cos3o'', 


6(««  +  «.)=      (o,6)-i-(2,8)  -h(4, 
6(a„-«,)=      (,,7)  +  (3,9)  +(5, 

3(a,  +  a»)=      (o,6)-[(a,8)-t-(4, 
3(«,  -«»)  =  -  (3,9)  +  [( 1,7)  -H  (5, 

[(',7)-(5, 
[(2,8) -(4, 


3(p,+  (30  = 
3(P,-(3,)  = 

3(«, -!-«,)=        (gj 

3(«i  —  «t)  = 


3(|3.-hP.):^ 

3((3,-p.)  = 


■[(l)-(^)]--' 

[(0-(A)]«»-. 

(5)-[G)-(^)]--- 
[(I)  -  ii)]  -^-^ 


On  Irouvera  dans  le  Tome  I  des  Annates  de  V Observatoire  de  Vans,  p.  137- 
i47f  et  dans  TOuvrage  de  Hansen,  Auseinanderselzungy  etc.^  premier  Memoire, 
p.  159-164,  les  formules  reduites,  analogues  aux  precedentes,  qui  se  rappor- 
tent  a  la  division  de  la  circonference  en  16,  24  ou  32  parties  egales. 

69.  II  peut  se  faire  que,  apres  avoir  effectue  le  calcul  d'interpolation  en  don- 
nant  a  n  une  certaine  valeur,  on  reconnaisse  la  necessite  d'avoir  recours  a  une 
valeur  plus  considerable.  Bans  ce  cas,  les  calculs  deja  effectues  sont  inutiles  et 
il  faut  recommencer  la  determination  numerique  des  fonctions  numeriques  T,, 
qui  avait  pu  exiger  beaucoup  de  temps.  On  doit  a  Le  Verrier  un  procede  inge- 
nieux  pour  eviter  cet  inconvenient  (twr  les  Annahs  de  V Observatoire ,  t.  I, 
p.  384).  Soit  a  un  arc  qui  ne  soit  pas  un  diviseur  exact  de  la  circonference;  on 
calcule  les  valeurs  To,  T^ ,  T2,  . . .,  l2n  de  la  fonction,  qui  correspondent  aux  va- 
leurs  o,  T,  2T,  . . .,  2/iT  de  /,  et  Ton  a  les  in  -h  i  equations 


an 


OLi 


Oty  -h  OCj  4-  .  .  .  -h  ««  ^=  To, 
«!  COST  4-  «!  cos  27  -h.  .  . 

{3i  sinr  -h  (3,  sin2T  -+-... 

«!  C0S2T  •+■  OL^  cos  4  7  -+-.  . 

(3,  sii)2T  -H  |32  sin^T 


a,t  cos /IT, 

{3„  sill /IT  1=  T,, 

OLn  cos  2 /IT 

-+-  (3„  sin2/iT  =  Ti, 


«!  cos  2  /I  T  -H  aj  cos  4  /2  T  -h 
(3,  sin  2 /I T-+-  (3,  sin 4/2? 


oLn  cos ninz 

(3„  sin/12/iTnzT,;,. 
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Ces  equations  sont  du  premier  degre  relativement  aux  2/14-1  inconnues 

^0>        ^1»  •  •  •  >        ^/l> 

Pl»        •  •  •  »       p/t» 

Le  Verrier  a  developpe  {loc,  cit.)  les  expressions  algebriques  des  inconnues 
et  il  a  applique  ensuite  les  formules  obtenues  a  la  determination  de  la  grande 
inegalite  causee  par  Jupiter  dans  le  mouvement  de  Pallas;  il  a  adopte 
T=42®i4'.  La  methode  d'interpolation  ainsi  presentee  satisfait  a  la  condition 
suivante  :  ayantdeja  execute  les  ealculs  necessaires  pour  la  determination  de 
2/i-f- 1  coefficients,  si  Ton  vient  a  reconnaitre  qu'on  doit  en  conserver  2m 
autres,  on  pent  le  faire  sans  avoir,  en  somme,  execute  plus  de  ealculs  que  si  Ton 
avait  eu  egard,  des  I'origine  du  travail,  aux  2n  -h  2m  -4-  i  coefficients. 

Le  lecteur  pourra  consulter  aussi  sur  ce  sujet  un  Memoire  de  M.  Hoiiel,  Sur 

le  develop pement  des  fonctions  en  series  periodiques  au  moyen  de  V interpolation 

(Annales  de  I' Observatoire  de  Paris^  t.  VIII),  et  un  Memoire  d'Encke  :  Ueber  die 

Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  periodische  Reihe  nach  Herrn  Le  Verrier  s 

Vorschlag  (t.  Ill  des  Memoires  astronomiques  d'Encke). 

70.  DSyeloppement  d'une  fonction  pSriodique  de  deux  variables.  — 
Une  pareille  fonction  pourra  s'ecrire 

a©  •+■  «i  cos  ^  -+-  at  cos  2^4-... 
-H  (3i  sin  ^  4-  P,  sin  2  ^  -H . . . ; 

les  coefficients  a,-  et  [3/  seront  eux-memes  des  fonctions  periodiques  de  t\ 

i   oLi  =1  a^l^  H-  a^l^  cos  t'  -h  a^V  cos  2  /'-+-.. . 
(26)  5*01  t 

^      ^  {  4-6V>sin£'4-6'/)sin2^'-H..., 

P/  ayant  aussi  un  developpement  de  meme  forme.  Supposons  que  Ton  donne  a  t 
et  /'  les  seize  valeurs 

TT  27r  iStT 

En  prenant  d'abord  V  =  o,  et  donnant  a  t  ses  seize  valeurs  numeriques, 
on  pourra  calculer,  par  les  formules  donnees  plus  haut,  les  valeurs  nume- 
riques de 

ocoj     ocj,     aj,     . .  . ,     a7,     ag, 

Pi»     Pi»      •  •  • »     P7* 

On  recommencera  Tensemble  de  ces  operations  pour  chacune  des  quinze 
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autres  valeurs  de  /'.  Avec  les  seize  valours  numeriques  de  ao,  par  exemple,  on 
pourra  conclure,  par  les  memes  formules,  les  seize  premiers  coefficients  de  son 
developpement  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t' .  On  procedera 
de  meme  pour  a,,  [3, On  voit  que  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  T 

qu'il  faudra  calculer  sera  ici  de  ib  =  25G. 

71.  Le  Verricr  a  eu  souvent  recours  a  Tinterpolation;  Tapplication  la  plus 
importante  qu'il  en  a  faite  se  rapportc  a  la  theorie  de  Saturne  {Annales  de  I'Ob- 
servatoircy  t.  XI,  Addition  au  Chapitre  XXI).  Apres  avoir  developpe  tres  com- 
pletement  les  expressions  analytiques  des  elements  elliptiques  de  Saturne,  il 
remarque  que,  dans  le  calcul  des  inegalites  du  second  ordrc  par  rapport  aux 
masses,  «  le  nombre  des  pctits  termes,  sensibles  jusqu'a  o",  oi,  devient,  pour 
.ainsi  dire,  indefini;  et,  commc  dans  certains  cas  ils  s*ajoutent  les  uns  aux 
autres,  loin  de  sedctruire,  on  eprouve,  apres  un  pareil  travail,  bien  qu'il  ait  ete 
verifie  directement  a  plusieurs  reprises  et  compare  terme  a  terme  avec  les  for- 
mules analogues  de  Jupiter,  on  eprouve  le  besoin  de  s'assurer  de  {'exactitude 
des  resultats  par  une  voie  differente  de  la  premiere  ». 

Le  Verrier  se  sert  des  developpements  algebriques  obtenus  comme  d'une 
premiere  approximation,  dej a  tres  precise ,  pour  passer  a  des  formules  oil  rien  ne 
puisse  etre  omis.  Soient 

a,     e,     /,     £,     GJ 

le  demi-grand  axe,  Texcentricite,  la  longitude  moyenne,  cello  de  Tepoque, 
cello  du  perihelie  de  I'orbite  de  Jupiter;  les  memes  lettros  accentuees  se  rap- 
porteront  a  Saturne;  soit  encore 


=  (  n  dty        p'=  I  '^' 


dt. 


Les  quantites  S/,  Se,  cSgj,  oa,  fournies  par  la  theorie,  sont  de  la  forme 

Ssin(5/'-2/)H-Ccos(5/'- 2/)-hS'sin(io/'-4/)-HC'cos(io/'— 40 
(26)       I  H-S,  sin/'-hSj  sin2/'  4-. . .-+-  S5  sin 5/' 

(        -hCoH-  Ci  cos/' 4-  C2COS2/'  H-. . .+  C5COS5/'; 

les  quantites  S,  C,  S',  C  sont  developpccs  suivant  les  puissances  du  temps 
(jusqu'a  t^  inclusivement),  mais  varient  ires  lentemenl.  Les  quantites  C,  et  S/ 
sont  developpees  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  2^  =  /'  —  /;  les 
coefficients  de  ccs  sinus  ou  cosinus  sont  eux-memes  developpes  suivant  les 
puissances  de  /. 
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Le  Verrier  part  des  expressions  des  derivees 

.  dt'       fP  p'       de'       dm' 

^^7^  Tt'    liF'    ~di'    -dT' 

exprimees  au  moyen  des  coordonnees  de  Jupiter  et  de  Saturne;  ce  sont  au  fond 
nos  equations  (A)  (t.  I,  p.  433).  II  se  propose  d'obtenir,  pour  i85o,  I'en- 
semble  des  perturbations  Se',  Sp',  e'^xa'  et  te\  en  reunissant  les  termes  des 
divers  ordres.  Pour  cela,  il  lui  faut  calculer  les  seconds  membrcs  des  derivees 
(27),  non  plus  avee  les  valeurs  elliptiques  des  elements  et  des  coordonnees 
elliptiques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  bien  avec  ces  valeurs  aup[mentees  des 
perturbations  (26),  deja  calculees  par  la  voie  analytique.  II  divise  la  circonfe- 
rence  en  32  parties  egales  a  cp  =  ii°i5',  et  attribue  a  la  longitude  moyenne 
elliptique  de  Jupiter  les  32  valeurs  o,  9,  29,  ...,  3i(p,  eta  la  longitude  moyenne 
de  Saturne  les  16  valeurs  o,  29,  4?.  •••»  3o(p.  On  considere  les  5i2  resultats 
obtenus  par  les  combinaisons  de  ces  diverses  positions  des  planetes.  On  donne 
dans  chaque  cas  les  valeurs  numeriques  de  S/,  Se,  etxs  et  Sa,  deduites  des 
expressions (26),  eny  supposantt=io^  ce  qui  correspond  a  i85o;  on  en  conclut 
Zv  et  logr,  d'oii  le  rayon  vecteur  r  et  la  longitude  vraie  v.  On  calcule  de  meme 
les  5i2  valeurs  individuelles  pourchacune  des  quantites 

le  calcul  exact  des  perturbations  des  latitudes  n'est  pas  necessaire  ici. 

A  Taide  des  donnees  precedentes,  on  a  pu  former  les  5i2  valeurs  nume- 
riques de 

\_die        i_^       lde[       j_    ,  dxs' 
n   dt        n}   dl^        n  dt        n        dt 

et  la  methode  de  Tinterpolation  a  permis  d'obtenir,  pour  ces  memes  derivees, 
des  developpements  periodiques  procedant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
inultiples  de  X,  et  de  /'.  On  a  integre  ensuite  par  les  formules 


/ 
/ 


<6 

€cos(/CH-/'/')6f^  = : y-— sin (/? -h /'/') -h  const., 

B  ^\nUK-^j'l')dt  —  -^  — rr—-. ^cos(y?  +  /7')  h- const., 


qui  supposent  <£  et  JS  constants.  On  a  done  ainsi  les  developpements  definitifs 
cherches  pour 

os',     dp'y     de'j     e'drs'. 
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Les  coefficients  numeriques  des  divers  sinus  et  cosinus  sont  censes  avoir  les 
valeurs  qui  conviennent  a  i85o;  quant  aux  termes  en  /,  t^  et  t^  qui  doivent 
completer  chacun  d'eux,  Le  Verrier  les  a  empruntes  a  ses  recherches  theo- 
riques  anterieures. 

II  nous  semble  que  si  Ton  voulait  etre  entierement  rigoureux,  il  faudrait 

determiner  les  valeurs  numeriques  des  derivees-^*  -^>  •••>  non  seulement 

pour  les  5i2  positions  considerees,  mais  encore  pour  chacune  des  cinq  epoques 
i85o,  235o,  285o,  335o,  385o.  On  auraitainsi  les  developpements  periodiques 

di '    d^  0' 

de  --j-y  --f~y  •  ••  avec  5  valeurs  differentes  pour  chaque  coefficient  d'un  sinus  et 

d'un  cosinus,  ce  qui  permettrait  de  developper  ce  coefficient  suivant  les  puis- 
sances de  t.  On  aurait  ensuite  a  effectuer  les  integrations  par  les  formules 


L     a*  OL^  OL^  J 

L    a*  a^  a®  J 


Les  termes  principaux  sont 


^^-^— ^  cos  a  t,         el         ' — -  sin  a  / ; 


a  OL 


les  termes  de  correction  pourront  etre  tres  sensibles  lorsque  a  sera  petit,  c'cst- 
a-dire  quand  il  s'agira  d'une  inegalite  a  longue  periode. 

Le  Verrier  a  trouve,  en  general,  un  accord  tres  satisfaisant  entre  les  valeurs 
theoriques  des  inegalites  et  celles  qu'il  en  a  deduitcs  par  Tinterpolation.  Cepen- 
dant,  il  y  a  des  differences  sensibles  pour  la  grande  inegalite;  en  outre,  Tinter- 

polation  a  donne  dans    .^^  un  petit  torme  constant,  qui  souleve  la  question  de 

la  variation  seculaire  des  moyens  mouvemonts,  quand  on  pousse  Tapproxima- 
tion  jusqu'aux  troisiemes  puissances  des  masses  perturbalrices.  Le  Verrier  a 
generalement  adopte,  dans  la  construction  des  Tables  de  Saturne,  les  nombres 
fournis  par  Tinterpolation,  sauf  pour  la  grande  inegalite,  dont  il  a  pris  les  coef- 
ficients determines  par  la  theorie  analytique. 

II  convient  d'observor  que,  dans  Tapplication  des  developpements  (26)  au 
calcnl  de  Ss,  Sp,  . . .,  os',  So  ,  . . .,  on  a  omis  les  inegalites  periodiques  provenant 
T.  —  IV.  22 
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d'Uranus  et  de  Neptune.  11  peut  se  faire  que,  la  convergence  laissant  un  peu  a 
desirer,  les  termes  d^rfj^  P2«-y»  •  •  •  ^^^^  '^s  formules  (i8)  ne  soient  pas  entie- 
rement  negligeables. 

On  sail  que  la  theorie  de  Le  Verrier  ne  represente  pas,  avec  toute  I'exactitude 
possible,  les  observations  de  Saturne;  il  y  a  dans  la  longitude  des  ecarts  de  5" 
a  6''  en  plus  ou  en  moins.  II  semble  cependant  que  I'interpolation  appliquee  a 
une  theorie  presque  parfaite  devrait  tout  faire  marcher;  aussi  pensons-nous  que 
c'est  en  revoyant  et  completant  le  travail  de  I'interpolation  qu'on  arrivera  a 
resoudre  la  difficulte,  et  c'est  pour  cela  que  nous  nous  sommes  permis  de  faire 
deja  quelques  remarques. 

Depuis  que  ces  lignes  onl  6t6  Sorites,  M.  Gaillot,  qui  fut  longtemps  le  collaborateur 
d6vou6  de  Le  Verrier,  a  public  (dans  les  Comptes  rendus  de  VAcademie  des  ScienceSy 
I.  CXX,  p.  26)  une  Note  imporlante  r^sumant  ses  recherches  el  ses  calculs  fails  depuis 
plus  de  dix  ans,  en  vue  d'am^liorer  la  repr^senlalion  des  obser>'alions  par  les  Tables. 
M.  Gaillol  a  d'abord  rep^t^  lous  les  calculs  de  Le  Verrier  pour  les  6poques  235o  et  285o, 
ce  qui  comble  le  desideratum  formula  a  la  page  pr6c6denle.  II  a  remarqu6  ensuile  que, 
dans  les  formules  lelles  que 


dm'  _  n'a'\Ji  —  e'^       dK 
dt   -  e'  "^  de'' 

ii  faul  donner  k  n'  sa  valeur  variable  fournie  par  le  calcul  analylique;  or,  c*esl  ce  que 

n'avail  pas  fail  Le  Verrier.  D'aulres  peliles  faules  onl  6le  relev6es  dans  le  d^lail  des 

d^o' 
calculs.  Le  r^sullal  final  est  tres  salisfaisanl;  ainsi,  la  valeur  num^rique  de  --7V  esl 

dt^ 

exlr^memenl  pelile,  on  peul  dire  nuUe.  Les  coefficienls  de  la  grande  in^galil^  re^oivenl 

des  corrections  tres  sensibles;  M.  Gaillol  adople  d^finilivemenl  les  valeurs  ainsi  corri- 

g6es.  Finalemeiil,  toutes  les  observations  de  Saturne,  de  1760  k  1890,  sonl  representees 

avec  une  precision  salisfaisanle,  la  plus  grande  erreur  ne  d^passant  pas  3''.  M.  Gaillol, 

pour  donner  plus  de  porl^e  k  ses  conclusions,  reprend  en  ce  moment  ses  calculs  d'in- 

lerpolalion,  en  donnanl  k  la  longitude  moyenne  elliplique  de  Saturne  32  valeurs,  au 

lieu  de  16. 
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CHAPITRE  XL 


FORMULES  DE  QUADRATURE.  -  CALCUL  NUMfiRlQUE  DES  PERTURBATIONS. 


72.  Des  QUADRATURES.  —  Fopmule  de  Cotes.  —  Soit  propose  de  calculer 
I'integrale 

(i)  ^^  /  y^'^' 

oil  J  designe  une  fonctionde  a?,  dont  on  peut  determiner  les  valeurs  nume- 
riques  pour  des  valeurs  donnees  de  a?.  On  peut  ramener  les  limites  de  I'inte- 
grale a  etre  o  et  i ,  en  changeant  la  variable  dMntegration  et  posant 

d'oii 


On  donne  a  /  les  n  -h  i  valeurs  equidistantes 


12  n  —  I 

n       n  n 


auxquelles  repondent  ces  valeurs  de  x 

(4)  g,    ^'"^"TT^'    ^'^'^~~jr'    '"'      ' 

Solent  Ao,  A,,  A^,  ...f  A;,  les  valeurs  correspondantes  de  y;  on  obtiendra 
une  valeur  approchee  de  I  si  Ton  remplacej  par  I'expression  Y  donnee  par  la 
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formulc  d'interpolalion  de  Lagrange 


_.             .     {nt  —  \){nt  —  i){nt  —  3)...(/i^ — n) 
Y  =       Ao 


A» 


4-A- 


(-i).(-70.(-3)...(-/0 

nt{nt  —  1)  {nt  —  3). .  .(nt  —  n) 

I . (  —  I ) . ( —  2 ) .  .  . ( I  —  n) 

nt{nt  —  i)  {nt  —  3).  .  .{nt  —  n) 
'i.  I .( —  1).  .  .(2  —  n) 

nt{nt  —  1)  {nt  —  o.).  .  .{nt  —  n) 
3.2. I. ...(3  —  n) 


nt{nt  —  I)  {nt  —  2). .  .{nt  —  /^  +  i ) 
-f-  A„ 


n{n  —  i)  {n  —  2).  .  .  I 


On  aura  ensuite 


/'  {nt  —  i){nt  —  2){nt  —  3).,.{nt  —  n)    , 

Ao    I       : z—. —. :r: : : at 


l  =  {h-s){ 


•f 


(-l)(-2)(-3)...(-/0 

r^  nt{nt  —  2){nt  —  3) {nt  —  n) 

Vo  i.(-i)(-2)...(i-//)  ^ 


On  obtient  la  formule  de  Cotes  en  prenant  successivement  pour  n  les  valeurs 
I,  2,  3,  ....  Pour  donner  une  idee  des  calculs  a  effectuer,  nous  allons  supposer 
n  =  3;  nous  trouverons 

Y—  -:^  (3^  — 0(3^-2)  (3^  —  3)  H-^  3^(3^  —  25(3^  — 3)  —  ^  3^(3^  — i)  (3^  —  3) 

H-4^3^(3^-i)(3^-2), 

2  ^  2    ^  '2 

2  • 

en  multipliant  par  dt,  et  integrant  entre  les  limites  o  et  i,  il  vient 

d'oii 


Dans  son  beau  Memoire  :  Methodus  nova  integralium  valores  per  approxima- 
tionem  inveniendi  {GEuvreSy  t.  Ill),  Gauss  a  donne  les  expressions  fourniespar  la 
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formuie  de  Cotes  pour  les  valeurs  i,  2,  . ..,  lo  de  /i;   nous  nous  bornons  a  re- 
produire  les  six  premieres  : 


n=L  i: 


i=(/'-^)(^-^^') 


n  =  .;         l  =  iH-^^)(^^l^'^^) 


n  =i3; 


■=<*-«)(^+'-^+^-4') 


/          w      /#         V /7A0  16A,  2A,  16A3       tA^n 

'^^  V  90         4^  i5  45         90  / 

/4iAo  9A1  9A,  34A3       9_\4       9A,       4tA6\ 

\  84o          35  280  io5   "^  280  "^  35          840  / 


Les  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  il  faut  calculer  les  valeurs  Aq,  A<  , . . .  de  j^, 
sont  d'ailleurs  fournies  par  la  serie  (4)»  en  y  donnant  a  n  les  valeurs  1,  2, 3,.... 

73.  Si  la  fonctiony  etait  un  polynome  entier  en  x,  et  par  suite  en  ^  de  de- 
gre  n,  on  aurait  y  =  Y,  et  la  quadrature 

I  =  (h  ^  g)  {(XqAo-\-  ociAt-^ . .  .-+-a„A„) 

representerait  exactement  la  valeurde  I'integrale  /   ydx.  Si  le  developpement 
de  J,  suivant  les  puissances  de  ^ 

ne  s'arrete  pas  au  terme  en  /",  la  correction  e  de  la  quadrature  dependra  des 
coefficients  K^''^*\  K^''^^^  . . .,  et  sera  de  la  forme 

Gauss  donne,  pour  n  =  i,  2,  . ..,  10,  les  valeurs  des  coefficients  numeriques 
^(«+o^  ^(«+2)^  ^  ^  ^  quand  il  s'agit  de  la  formuie  de  Cotes.  II  resout  ensuite  une  fort 
belle  question  :  au  lieu  de  calculer  les  valeurs  numeriques  A©,  ...,  A^  de  lafonc- 
tion  pour  des  valeurs  equidistantes  de  x,  il  suppose  qu'on  Tait  fait  pour  des 
valeurs  quelconques  a©,  a,,  ...,  an-  La  quadrature  et  sa  correction  conserve- 
ronl  la  meme  forme  que  ci-dessus.  Gauss  cherche  a  determiner  «©»  •••»««  de 
maniere  a  annuler  les  coefficients 
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de  sorte  qu'avec  n  -h  i  valeurs  particulieres  de  la  fonction  la  precision  soit  la 
meme  que  si  Ton  avait  employe  deux  fois  plus  de  valeurs  dans  la  methode  de 
Cotes.  II  trouve  que  a^,  ...,  a„  doivent  etre  les  racines  de  I'equation  que  Ton 
obtient  en  egalant  a  zero  le  polynome  X^^.,  de  Legendre.  Gauss  a  donne  (loccit,) 
avee  16  decimales  les  valeurs  numeriques  des  racines  des  equations  X,  =  o, 
X2=o,  ...,  Xo  =  o,  cellesdes  coefficients  ao,  a,, ...,  a„,  etenfin la  valeurdu pre- 
mier coefficient  ^^2"-+-*)  qui  ne  s'annule  pas.  M.  Radau  \iltude  sur  les  formules 
d* approximation  quiservent  a  calculer  la  valeur  numerique  d'une  integrale  definie 
{Journal  de  Mathematiques^  3*  Ser.,  t.  VI)]  a  etendu  les  calculs  precedents  jus- 
qu'a  Xg. 

La  methode  de  Gauss,  malgre  sa  superiorite  theorique,  n'est  pas  employee 
en  Astronomic,  parce  qu'on  verifie  mieux  les  calculs  lorsque  la  variable  inde- 
pendante  regoit  des  valeurs  equidistances,  et  aussi  parce  que  ce  n'est  pas  gene- 
ralement  une  valeur  numerique  isolee,  mais  une  serie  de  valeurs  d'une  integrale 
qu'il  s'agit  de  calculer.  Lesformules  tres  simples  employees  par  les  astronomes 
fournissentcette  serie  de  valeurs  sans  demander  beaucoup  plus  de  calculs  que 
s'il  n'y  en  avait  qu'une. 

74.  Soit  propose  de  trouver  la  valeur  numerique  de  Tintegrale  X  =^jf{cc)dx 
entre  deux  limites  donnees;  nous  faisons 

(5)  a?  =  a -h /Jw, 

et  nous  supposonsque  les  deux  limites  de  I'integrale  rentrent  dans  Texpression 
precedente,  en  y  faisant  /i  =  o  et  /^  =  /.  On  aura  done 


—  =   /   f(a-hn(»i)dn; 


I  designe  un  nombre  entier,  et  Ton  pent  ecrire 


(6) 


—  =   /   f(a-hn(,i)dn-h    I    ^-...-^  /    . 


Nous  alloDs  calculer  la  premiere  de  ces  integrates.  Nous  supposerons  qu'on  a 
forme  le  Tableau  des  valeurs  de  /(^)  pour  les  valeurs  comprises  dans  Texpres- 
sion  (5),  quand  on  attribue  a  n  les  valeurs  1 ,  2,  3,  . . .,  et  aussi  le  Tableau  des 
differences  successives,  comme  a  la  page  i55  du  Chapitre  X. 

Nous  remplacerons  en  outre  /(a-h/io)),  pour  les  valeurs  de  n  comprises 
entre  o  et  i,parcelleque  donne  Tune  des  formulesd'interpolation,par  exemple 
la  formule  (i  1)  du  Chapitre  precedent.  II  faudra  developper  les  coefficients  des 
differences  suivant  les  puissances  de  n,  et  integrer  entre  les  limites  o  et  i.  Le 
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resultat  sera  une  fonction  lineaire  et  homogene  des  quanfites 
au  lieu  desquelles  op  peut  introduire 

f{a),      /(a4-(o),      P{a),      p{a-hrs)),      P(a),      /^(an-co),        ..., 

en  ayant  egard  aux  relations 

Si  Ton  tientcompte  aussi  de  la  symetrie  du  resultat  par  rapport  aux  deux 
limites  o  et  i,  on  pourra  ecrire,  en  designant  par  Ao,  An,  ...  des  coefficients 
numeriques, 

(7)        /   /(^-+-''^)^'*  =  Aot/(«)-^/(«  +  «)]^-A,[/«(a)+/*(a4-a))] 

Pour  determiner  les  coefficients,  on  peut  choisir  une  fonction  particulibre 
f{a)  =  E^.  On  trouve  aisement,  pour  les  expressions  des  differences, 

/*(a4-w)     ^E^CE*---!)',        /«  (a-f-ico-hco)     =  E«^'"(E"— 1)», 
P  (^a  4-  ^W  E^( E«  -  I)',        p  (a  -h  itsi  -+■  ^)  =  E^-^'^-CE"  — 1)\ 


On  a  d'ailleurs 

/(a  H-  n(,y)dn  i=:E« 1-  const., 


(i) 


En  substituant  dans  la  formule  (7),  il  vient 


0) 


=1  A„(i  -H  E*-)  -+-  A,(E-^-+- 1)  (E">—  i)«+  A4(E-»''>-f-  E-'«>)  (E''>—  i)*  +  . . . , 


I!<      "T~  I     0) 
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II  convient  de  poser 

0)  _  CO 

E*— E     *=2M, 

d'oii 

to  (O  CO  

£"»■  4- E"  '  =:  2  v/r^rS*,  E*=:  «H-v/l-+-  WS 

o  =  2  log(a  -h  v^i  -h  «'), 

et  la  formule  (8)  devient 

(9)  7==  7 V    =  Ao-h  2»A,£^*4-2*AvW^4- 

2  v/i-h  a*  log(w  -h  VI  -^  «V 

II  suffit  done  de  developper  le  premier  membre  suivant  les  puissances  de  u 
pour  obtenir  les  coeflScients  Ao,  A^,  —  Or,  on  a 

,      /  / T\       u       I  w'        1 ,3  u^       1.3.5  tt' 

VI  H-  M*=  I  -h  -  «^-—  S  "    H ^  £/*—..  ., 

^  2  8  ID 

d'oii 

V/i+  wMog(M  4-v^H-  w')  =  afn--5-i/' ^  «^*H g  £/*  —  ...  j, 

2^l-^U^\0g(u-h\/l-\-U^)  26  90  1890 

On  pent  done  obtenir  sur  le  champ  les  coefficients  A©,  A2, . . . ;  on  trouve  ainsi 

(10)      <  *^o  2  2^ 

+  7^l/*(«)-^/'(«-+-Ca))]H-.... 

On  aura   /  ,   /  ,...,  en  augmentant  tousles  arguments  de  (o,  20), ...;  apres 
quoi,  en  portant  les  expressions  obtenues  dans  la  formule  (6),  on  trouvera 

—  =  -/  («)  -H/  (a-h  w)  -+-. . .-+-/  (a  4-  £0)  —  w)  -h  -/  (a-h  Tw) 

(..)      ;  "7^    [~/'(a)+/«(a  +  <o)+...+/'(a  +  «co-(o)  +  ^/«(«  +  tco)] 

+  ^  U  /■*(«)  +/'(«  +  w)  -1- . .  .-!-/*(«  +  »w  —  w)  -t-  ^/'(«  +  «w) 
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Cette  formule  resout  le  probleme,  mais  elle  peutetresimplifiee;  si  Ton  ajoute 
en  effet  toutes  les  equations  qui  definissent/^(a),/^(a -i- co),  ...,y-(a-|-  103) 
au  moyen  des  quantites/*,  la  plupart  de  ces  dernieres  disparaissent,  et  il  reste 

on  a  d'ailleurs 

+  \r  (« -I-  '■<"  +  ^)  -  ^/'  (« + '■"  -  j) ' 

et,  en  retranchant  de  la  formule  (la),  on  obtient 

-/«(a)+/»(a  +  w)-f-...-H/*(a  +  ta)  —  w)  +  -/*(a  +  «co) 

On  aura  de  meme 

Enfin,  on  peut  ajouter  au  Tableau  des  differences  une  colonne  a  gauche  de^ 

celle  des/,  celle  des  */;  on  sedonnera  arbitrairement  */(a  —  — )>  on  calculera 
les  quantites  suivantes  par  les  formules 


./(«+^)  =./(«- ^)^>(«), 
./(«+^)=./(«+^) +/(«+«). 


et,  si  Ton  pose,  d'une  maniere  generale. 


2  iK^  "^ '""  "^  i)  "^  '-^(^  ■*" '""  ■"  ?)j  ^'•^('^  "^  '^)' 


on  trouvera 


(i5)     -  f{a)  -H/(a-+-&))-+-.  ..-+-/*( an- £w  —  co)  4-  -/*( a -H /w)  =.»/(« -H  iw)  —  «/(a). 
T.  -  IV.  23 
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Les  formules  (i  i),  (i3),  (i4)  et  (i5)  donneront  ensuite 

(>6)  { 

Cette  formule,  qui  est  independante  de  la  quantite  arbitraire  ^fia  —  ^)»  se 
simplifiera  si  Ton  pose  la  condition 

en  ayant  egard  aux  relations 

i[y("  +  f)-'/(»-2)]=y(»). 
""  '    ■/(«+j)-'/(«-j)  =/«■'. 

il  vient,  quand  on  elimine  les  y(a)  et  y  (a  -h  -  j  entre  les  trois  dernieres  equa- 
tions, 


(«) 


•^  \         2/  2*'  12''  720''   ^        •  6o48o'' 


apres  quoi  la  formule  (16)  donne 


irt-»-*a> 


f{x)dx  =  &>     */(a  H-  f'w) /*(«-»-  'w) 

(A)  <      • 

720''  60480  "^  '  J 

On  aura  done  ainsi  la  valeur  de  Tintegrale  quand  les  deux  limites  sont  deux 
termes  de  la  progression  arithmetique  des  arguments.  Les  quantites  p  {a  -4-  /o)), 
ys  (^cL  H-  /(o),  /* (a  H-  10)),  . . .  vont  generalement  en  decroissant  assez  rapidement ; 
elles  sont  d'ailleurs  multipliees  par  des  coefficients  numeriquesde  plus  en  plus 
petits;  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  (A)  suffiront  dans  les  applica- 
tions a  TAstronomie,  etsouvent  les  deux  premiers.  On  voit  combien  est  simple, 
dans  la  pratique,  le  calcul  de  la  quadrature  ou  plutot  des  quadratures  repon- 
dant  aux  diverses  valeurs  entieres  et  positives  de  i.  On  aura  ainsi,  avec  la  plus 
grande  facilite,  toutes  les  valeurs  de  Tintegrale,  qui  correspondent  aux  divers 
termes  de  la  progression  des  arguments,  pris  successivement  comme  limites 
superieures  de  I'integrale. 
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Remarque.  —  Si  Ton  pose  u  =  \J—  i  sincp,  ou  bien  f/  =  ^  y/—  i ,  la  formule  (9) 
donnera,  pour  le  calcul  des  coefficients  Aq,  A2,  .  ., 


'—-z=\q  —  2' a,  sin-9  H-2*A4  sin*9  — . . . , 


2  9  cos  9 


2  v/i  —  l^arcsin^ 


Ao-2«A,|*H-2*A4?^— .... 


75.  II  est  souvent  avantageux  de  pouvoir  calculer  les  quadratures  en  prenant 
pour  limites  de  i'integrale  les  moyennes  arithmetiques  de  deux  termes  conse- 
cutifs  de  la  progression  des  arguments.  Soit  done  propose  de  trouver  la  valeur 
numerique  de 


a-hHD-4- 


=:    I  f{x^dx. 


CO 

a 

\ 


Si  I'on  decompose  I'integrale,  on  pent  ecrire 


(18) 


-K-  -  «-l — 

—  =  I      f{a-\-n(,i)dn->rj      ...-HI 


En  partant  de  la  formule  (12)  du  Chapitre  precedent,  on  voit  que  les  inte- 

grales 

1  1 

1       ndn^        I       (/I -Hi) /I (/I  —  i)dny 

_ '  _  ^ 

i  i 

sont  nulles,comme  etant  composees  d'elementsegaux  deux  a  deux  et  de  signes 
contraires.  II  reste  done  une  expression  de  la  forme 

1 

('9)  f     f(a-hn(»i)dn=:f(a)-hB^/'{a)-i-B,f^(a)-h... 


et  nous  pourrons  determiner  les  coefficients  numeriques  B^,  B4;  ...,  en  choisis- 
sant  la  fonction/(a7),  et  prenant/(a7)  =  E"^.  On  aura,  dans  ce  cas. 


1  ci>  a> 

Y 


/      /(a-H/iw)c^/i  —  E« 


E«  —  E 


CO 


' 
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et  si  ronremplace  dans  requation(i8),/(a),/''*(a),y^(a),  . . .  respectivement 
par 

il  viendra 

fa)  fa) 

^^^— =i-f-BslE^ -E    V   4-BAE'-E    V  -^..- 


03 


d'oii,  en  introduisant  la  meme  quantile  u  qu'au  n*^  74, 

(20)  7 =  I  -+-  a'BjM*  H-  2*Bj //*  -h. . .; 

log(//  -+-v/i  -+-  /^v 


or,  on  a 


u 


2    3         2.4   5         2.4.<i    7 


1 


nr  I  -H  -  «  '  —  TT^  U 


2 


17   ,,. 


par  suite. 


6  36o 


r>2  —  H 7>  134 —  ■;; — -r- » 

24  J7UO 


•  > 


La  formule  (18)  donnera  done 


t 

3  6 

on  obtiendra  les  integrales  /,/,...  en  augmentant  les  arguments  de  w, 

i  i 

20),  . ..,  et,  en  ayant  egard  a  la  formule  (18),  il  viendra 

Y 

—  =  /(a)  H-/(a  4-  0) )  -h .  .  .  -f-/(«  H-  ioi ) 

Ci) 

(21)  {  24 


Mais,  si  I'on  ajoute  membre  a  membre  les  equations  qui  definissent  /^(a), 
/*(a-hto),  .  ..,/^'*(a  H-rco),  au  moyen  des /*,  ces  dernieres  quantites  dispa- 
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raissent  toutes,  sauf  deux,  et  Ton  obtient 

/M«)  -+-/*(«  4-  0))  4  ..  .  ^P{a  +  £03)  r=/»  [a  -+-  lo  -^  ^)  -/  («  -  7)  ; 

de  meme 

de  meme  aussi,  pour  la  colonne  des  y  calculee  en  partant  de  la  quantite  arbi- 
traire  ^f(a  —  -  j> 

En  portani  les  valeurs  de  ces  trois  sommes  dans  Tequation  (21),  on  obtient 

-  =t/(a-|-  iw-h-)  -h  -^/*  (an- 101  H--)  ~-il-/»(a-i-£o)H-~  )  4-. .  . 
CO        -^  \  2/        ai*-'    \  2/       Sjbo-'    \  2/ 

-■4- j)-i/'("-j)-55i;/"  ("-!)-■■ 

Cette  formule  se  simplifie  si  I'on  determine  la  quantite  */(a  —  -  ]  par  la  con- 
dition 

<*)  ■/(«-j)=-4/'(''-7)-5il;/'(''-?)-- 

et  devient 


« -4- /  Ci) -»- -— 


f{x)dx  —  (»^    ^f(a-h  10)4--)  -h  —  /*>  (a4-  1  o)  4-  -  | 
(B)        \  -^..eo  L     V  2;       24      V  2 J 

Remarque,  —  Si  Ton  pose 

u  =. \J—  I  sin <p  =  5 v^—  I, 
la  formule  (20)  donne 

=1  —  2'B, sin*9  4-2*B4sin*cp  — . .. , 

? 


^ 

arc  Sin 


^  —  ,  -  2'B,5*  4-  2*B,^*  -  .  .  .  . 


76.  II  est  souvent  commode  de  pouvoir  calculer  les  integrales 

X'=/  f{x)dx,         Y'=/  f{x)dx. 


t 


1 82  CHAPITRE   XI. 

On  aura  d'abord 


' 


/n  ^0 

•^         CO  *^      I 

''    T  -? 

Or  la  formule  (12)  du  Chapitre  X  donne,  quand  on  la  developpe  suivant  les 
puissances  de  n, 

(a)    { 

d'oii,  en  multipliant  par  dn,  integrant  entre  les  limites  - —  et  o,  et  reduisant 

(24)  f  n^-^^^)dn^\f{a)^'^f{a)-^-^p{a)^^^p{a)-^^ 


II  en  resulte  que  —  se  composera  de  la  premiere  ligne  de  la  formule  (16),  la 
seconde  etant  remplacee  par 

Dememe,  Y'  se  composera  de  la  premiere  ligne  de  la  formule  (22),  la  seconde 
etant  remplacee  par 

c.=-y(«-^)-^/(«)-Hg/'(«)-,V(«-7)-p^'(«) 

Or,  les  formules  (17)  donnent 

en  vertu  de  cette  relation  et  des  analogues,  Texpression  de  C  devient 

«  =  -'/(«-?)-f4^('-r)-5^/"(-?)-- 
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Si  done  on  determine  ^fia  —  -j  par  la  condition 

<»■'    ■/('-j)=-i/'(«-j)*5^/'(-j)-i^^(-?)+- 
on  aura 


.n  -4-1(0 


(A')       '    -.— 


/n  1-1  UJ  r- 


720-^    ^  ^       60480 -^    ^  ^  J 


Passons  a  Texpression  de  Ci ;  on  pent  Tecrire 


-iK>-^(«-r)-;H 


Si  Ton  remplace/*(a)  par  -  \/*  («  -H  -)  -f-/M  «  —  -]   >  la  seconde  ligne  est 

identiquement  nulle,  et  il  en  est  de  meme  de  la  troisieme,  etc. ;  en  posant  en- 
suite  C,  =  o,  on  a  pour  determiner  C,  la  condition 

^       ^  •'  \  2/  2''^      '  12*'     ^      ^  720-'     ^     '         60480''     ^ 

et  il  vient 


(O 
<l-»-l(0  +  — 


77.  Faisons  application  de  la  formule(A)  en  calculant  les  valeurs  nume- 
riques  de  Tintegrale 


E(j7)=i  I     i  /  I sin'a?^a:, 


pour  les  valeurs  o*',  4"".  8** 48**  de  a:. 


1 84 
Nous  aurons  done  ici 
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TT 


w  =  4^  =  T5 '  logo)  =  2,8439374 ; 


il  faudra  calculer  les  valeurs  de 


A 


^)  =  \/ 


2 


sin'x, 


en  donnant  a  a;  les  valeurs  o**,  4**»  •••»  4^®.  On  formera  ainsi  le  Tableau  sui- 
vant  : 


8 
4 


4 
8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

40 

44 
48 


22 


20 


21 


22 


20 


24 


20 


27 


21 


22 


29 


0,0694743 

-4- 

2539 

-  1689 

0,0697282 

1 1 

—  1700 

-h 

85o 

0,0698132 

- 

o,o34  9066 

1 1 

-  1689 

85o 

0,069  7^82 

-+- 

0,034  9066 

3i 

-  i658 

"^ 

2539 

0,0694743 

-+- 

0,104  6348 

52 

—  1606 

~ 

4197 

0,0690546 

-+- 

0,174  1091 

74 

-  1 532 

58o3 

0,0684743 

-h 

0,243  1637 

94 

—  i438 

^^" 

7335 

0 ,067  7408 

-h 

o,3ii  638o 

f[8 

—    l320 

^^" 

8773 

0,066  8635 

-h 

0,3793788 

i38 

—   1182 

10093 

o,o65  8542 

-4- 

0,4462423 

1 65 

—  1017 

^^ 

11275 

0,064  7267 

-+- 

0 , 5 1 2  0965 

186 

—     83i 

^■^ 

12292 

o,o63  4975 

4- 

0,5768232 

208 

—    623 

^^ 

i3i23 

0,062  1 852 

-4- 

o,64o3207 

237 

386 

— 

13746 

0,0608106 

-+- 

0,702  5o59 

— 

l4l32 

0,0593974 

-+- 

0,763  3i65 

Pour  savoir  comment  ce  Tableau  a  ete  calcule,  il  suffit  de  dire  que,  pour 
eviter  des  multiplications  par  co,  on  a  determine  les  valeurs,  non  de  f{x)y 
mais  de 


0/(0:)  =. 0) 4  /  1 sin*x, 
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pour  X  =  —  8^,  —  4*".  o"**  •  • ;  on  en  deduii,  par  des  soustractions  successives, 
les  differences  des  quatre  premiers  ordres,  en  les  inscrivant  a  gauche,  ce  qui 
est  plus  facile  pour  ies  calculs  ulterieurs.  Reste  a  dire  comment  on  a  obtenu  ia 

colonne  des  \f(a  -f-  /w  -H  -)•  La  formule  (a)  donne 

(25)  0)7 (a  _-  J)  ^  ^  i  co/(a)  +  -^  r^r(a)  -  ^  a)/M«).  • ., 

on  a  d'ailleurs,  pour  a  =  o^, 

(tif{a)  =  4-  0,0698182,         «/*(a)  :z=  -  (-4-  0,000  o85o  —  0,000 o85o)  =  o, 

r,if^{a)  zz:  -  (-4-  o,oooooi  I  —  o,oooooi  i)  =:  o; 

il  en  resulte,  d'apres  la  formule  (25), 

w'/frt )  =  —  o,  o34  9066 ; 

avec  ce  nombre,  on  acheve  la  colonne  des  \f(a  4-  /  a>  -f-  -V  La  formule  (A)  donne 


ensuite 


E(j?)i=iGj*/(«  H-  «o)) o)r(<n-  £0))  H /'(«-+-  'w). . . ; 


on  calcule  les  \f(a  -h  lo))  en  faisant  la  moyenne  arithmetique  de 


|/(«4-£Ci)H — J       el  de      ^f(a-hi(xi—-\ 


On  opere  de  meme  pour/*(a -f- ia>)  ct/^(a -f- lO)),  et  Ton  pent  former  ce 
nouveau  Tableau  : 

a-hita.       a>/»(<H-«w).        (o/*(a-t-iu)).       u)'/(rtH-«w). a>/*(a-4-/(o).       H /»(a4-/w).  E(j:). 


0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0,000000 

4 

-h    21 

-     1694 

-+-    697707 

4- 

Ml 

-+- 

0 

0,069785 

8 

-^    42 

3368 

4-    1 39  3720 

H- 

281 

4- 

I 

0 , 1 39  ^60 

12 

-+-    63 

—     5ooo 

-4-  208  6364 

4- 

417 

4- 

1 

0,208678 

16 

-f-    84 

-    6569 

H-  2774009 

-+- 

547 

4- 

I 

0,277456 

20 

-+-  106 

-       8o54 

-h  3455084 

-+- 

671 

4- 

2 

0,345  576 

24 

-+-  128 

-     9433 

-4-  4128106 

4- 

786 

4- 

2 

0,412  889 

28 

-^  i5i 

10684 

-h  479  1694 

-t- 

890 

-+- 

2 

0/1793^59 

32 

-+-  175 

—  1 1783 

-4-  5444599 

4- 

982 

4- 

3 

0,544558 

36 

-+-   '97 

—   12707 

4-  608  5721 

-f- 

1059 

4- 

3 

0,608678 

40 

-+-  222 

—   13435 

-h  6714133 

-+- 

1120 

4- 

3 

0,671  526 

44 

» 

—  13939 

-+-  7329112 

-+- 

1 162 

4- 

4 

0,733028 

T. 

-  IV. 

24 
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Les  (s^p,  w/',  coy  sont  donnes  en  unites  dc  la  septieme  decimale;  dansE(a:), 
on  a  supprime  cette  derniere  decimale.  Les  valeurs  de  E(a?)  sont  identiques  a 
celles  obtenues  par  Legendre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  integral  tome  III, 
p.  73-74.  II  convient  d'ajouter  que  les  formules  dont  Legendre  s'est  servi  pour 
calculer  ses  Tables  elliptiques  sont  identiques  aux  formules  (A),  (B),  (A') 
et  (B'). 

78.  Calcul  des  intSgrales  secondes  par  la  mSthode  des  quadratures.  — 
On  a  frequemment  a  calculer  des  integrales  telles  que 


1=  r  dx  f 


dx  I    f{x)dx; 

nous  remplacerons /(a?)  par  sa  valeur  deduite  des  formules  d'interpolation; 
nous  supposerons 

f  (t)  „  .        ft) 

X  =z  a >  X  z=  a -\- Id) -\ ,  x^=za-\-ix. 

2  2 

ce  qui  nous  donnera 

—  ^  J  ^   ^  J  J{a-\-n(ss)dn^. 

Or,  on  pent  ecrire 

tirer  /    de  la  formule  (A')  en  y  faisant  /  =  o,  et  i  de  la  formule  (a)  integree. 
II  vient  ainsi 


+  n/(a)  -h  I  «'  [/•(«)-  ^/*{a)+.. .] 

d'oii,  en  multipliant  par  dn  et  integrant  entre  les  limites  —  et  -t-  -.  ce  qui 
fait  disparaitre  les  coefficients  des  puissances  impaires  de  n, 

"i       "t 
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d'oii,  en  reduisant, 

~  i  4 

Si  Ton  augmente  les  arguments  de  o),  20),  ...,  «a),  on  trouvera  les  valeurs 
des  integrates 


r:L  r:L 


en  ajoutant,  il  vient 


.  I  -4-  _        •» « 


/j    ^dn  I    f{o-\-n)dn=z  i/-(fl5)  _|_  y  (^ -h  w) -4-. .  .  4-*/(a -+- «w) 

(26)/  -    ^    [/*(«)-^/*(«H-w)-h...-h/'(a4-ia))] 


24 

17 
1920 


[/'(«)  -^/'(«  -^  0))  -^.  .  .-4-/'(a  4-  £co)] 


Or,  on  a 


•^*  (^  "^  j)  "^-^  V^  "^  "t)  "^ •  •  •  "^-^^  (^  "^  '^^  "^  j)  =/(^  "^  ^'^^  "^  ^)  — /(^) > 
il  en  resulte,  en  ajoutant, 

(27)     2 /■»(«)-!-  2/*(a-+-c»))H-...H-  2/^ (a  -h  £C))  —  2/(a  -+-  ioj  H-  ^)  — /(«)  —  /(«--  w); 

grace  a  cette  relation  et  aux  relations  analogues  pour  les  yet/^  laformule(26) 
pent  s'ecrire 


0) 

2 


(28)  _,,/ 


—  -/  (  a  -h  £  w  -f-  -  ) V  /  (  a  -4-  £  w  -h  -  I  -h  -—  /-  (  a  4-  1 03  4-  —  )  — .  .  . 

On  voit  que,  pour  pouvoir  utiliser  la  formule  de  reduction  (27)  dans  ie  cas 
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des  */,  nous  avons  suppose  formee  une  colonne  des  y,  en  partaot  d'un  nombre 
arbitraire  V(«),  et  determinant  les  suivants  par  les  relations 


y(a  -^  20))  =  y(a  4-  (o)  +  y  («  +  ^^ 


La  valeur  de  */(a  —  -  j  resulte  de  la  formule  (a), 

<^>  '/('-j)  =  -i/'("-T)-*^'(»-T)-- 

Nous  determinerons  "/(«)  par  la  condition  que  la  seconde  ligne  de  Tequa- 
tion  (28)  disparaisse,  ce  qui  nous  donnera 

^  [/(«)  -+-/(«  -  o>)]  -  3?^  IPia)  ^P(a  -  03)]  -^ .  . . 

d'oii,  en  rempla^ant  */(«  —  -  j  par  sa  valeur  (29), 

=  i/(«--)+ri^/'(«-7)-3^[/'(«)+/M«-co)]+..., 

et  enfin,  en  mettant,  au  lieu  de /Ma  —  -  ]> 

/'(a) -/'(a- CO), 

On  lrouvera,d'une  maniere  analogue,  troisautresformules  pourcorrespondre 
aux  formules  (A),  (A')  et  (B'). 


(A,) 


(B,) 
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Voici  Tenserable  : 

y(«)  =  --L/(«)+-I-/.(«)_glL_/.(«)+...; 


£1-1-  /  a>  H —     ^,M  -+-«(!>  p  .  V  X  V 

-^^tV'(a— )+3/H«)]-...; 


^£  ■¥  I  CO  -^fl  -4-  /I  (O  p 

J    ^     J    ^     /(•^)^-p'=w'r/(«-l-'w)  +  ^ /(a -+-'■">) 

y(  rt  —  ^  j    el    V(^)  ^^"^  *^s  m^mes  que  dans  les  formules  (B,); 

J           /(jr)rfx'=««lyU  +  /(o  +  ^j-J^/(a  +  tco  +  ^j 
(B;)    (  +J7_^,(«  +  ,-„_^iA ^y»/«  +  ,-„^.^\+..., 

J  1920-'      \  2/  193536''      \  2/ 

'/(a  —  -)    ct    y(a)  sont  les  m^mes  que  dans  les  formules  (Aj). 

79.  Calcul  numSrique  des  perturbations  par  la  m6thode  des  quadratures. 
—  Quand  il  s'agit  de  determiner  les  perturbations  causees  sur  une  comete  par 
Tune  des  anciennes  planetes,  on  ne  cherche  pas  a  obtenir  leurs  expressions 
analytiques,  car  les  series  seraient,  ou  divergentes,  ou  tres  lentement  conver- 
gentes,  en  raison  de  la  forte  exeenlrieite  de  la  comete.  On  pent  neanmoins  cal- 
culer  numeriqiiement  ces  perturbations  avec  une  grandc  precision.  Ce  calcul 
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est  utile  aussi  pour  les  asteroides,  car  il  y  en  a  tres  peu  pour  lesqucls  les  deve- 
loppements  analyliques  aient  ete  effectues. 

Dans  ces  calculs  numeriques,  qui  ne  sont  pas  le  but  principal  de  cet  Ouvrage, 
on  pent  suivre  plusieurs  methodes;  nous  n'en  donnerons  qu'une,  celie  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires.  Nous  partirons  des  formules  (A)  (t.  I, 
p.  433),  qui  expriment  les  derivees  des  elements  elliptiques  au  moyen  des 
composantes  de  la  force  perturbatrice,  rapportees  au  prolongement  du  rayon 
vecteur,  a  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  Torbite  et  a  la 
normale  au  plan  de  I'orbite. 

Nous  modifierons  un  peu  les  formules  (A),  en  designant  par  M  Tanomalie 
moyenne,  par  ^  Tangle  dont  le  sinus  =  e,  et  par  So,  SO,  . ..,  oM  les  perturba- 

tions  des  elements;  au  lieu  de  -^,  nous  donnerons  -^;  enfin,  pour  former 

-^^>  nous  retrancherons  -j-  de  la  derivee  de  la  perturbation  de  la  longitude 

moyenne. 

Les  composantes  de  la  force  perturbatrice  seront  representees  simplement 
par  S,  T  et  W.  Nous  trouverons  ainsi 

dh^       /sinu         W 


dt 


sin?    na}\l\^e'^' 


dd(p  W 

dt 


/•cosi> 


Aia*  y/i  —  e* 


d  drn            .                ©           W 
-J--  ^=  r  sm  J  lang  f 


(3o)         ^  H [— />Scos^-h(/>-h  /•)Tsin^], 

— r-^  =  —  rS  sin^v  -+-T(cosi/  -+-  cosw^)!, 
dt  na^ 

dSn 


dt 


r= -L=(ses\nw-i-T  ^) 


dSM  I     fp  cosiv  \  1  \rr    •  ,     fdSn 


2r)S ;- (/;-hr)Tsmtv-h   /  --. 

)  na}e  ^'^  '  J     d 


1     dt         nd^\      e  I  na}e   ^         '  J     dt 


dt. 


Soit  0)  la  raison  dela  progression  arithmetique  que  nous  adopterons  pour  les 
arguments  /,  en  employant  la  methode  des  quadratures.  Si  nous  remarquons 
que  la  masse  d'une  comete  ou  d'un  asteroide  doit  etre  consideree  comme  nulle 
devantcelle  du  Soleil,  nous  aurons 

n}  a}  ^  X:*,         na-  ^  i  —  e*  =  k  ^p, 
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et  les  formules  (3o)  pourront  s'ecrire  avec  plusde  concision 


•91 


I 


CO 

dde 
di 

CO 

ddo 
dl 

r.\ 

ddxn 

=  (9.  W)W,. 


=  (9,W)W„ 


(3.) 


CO 


CO' 


CO 


dt 

dM 
~dt 

dSn 
dt 

ddM 


=  (GJ,  S)S,  -h  (Bj,  T)  T,  4-  (nj,  W)  W„ 


'^^  =C^,  S)S,+(^,  T)T., 
^{n,  S)S, +(/*,  T)T„ 

^^    =(M,S)S,4-(M,  T)T,+coy*    ^~dt, 

•  a 


oil  Ton  a  pose,  pour  abreger, 


(^,W)  = 


rsinu 
p  cosw 


(cp,  W)  =  /'cosu, 

(nj,T):=:-^-^- r-^i y  (w,  W  )  iz:  r  Sill  U  tang  -^  y 


acosij/  sintr,  (4'>T)  ^=acos^{cosu-\-  cos«'), 


(32) 


(GJ,  S) 

(/I,  S) 

(M,  S)  =      /^col^j/  cosi^p'—  2/-cosi{^,         (M,T)r=—  (/?  -+-  r)cot^j/sin«^; 


3X:co    .     ,    . 
—  sin  4^  sin  w, 

ya 


(Al,l)— —    -, 


CO 


X:V/^ 


-  — S 


ro 


coW 


=  =T„ 


-W„ 


Le  calcul  des  quantites  r,  iv  el  u  se  fera  par  les  formules  connues 


s 


«'  =  — , 


logA:''=  3,550007; 


/r_  smcp 


e  = 


sin  1 


log  -= — r^  ==  5,3i4425, 


/£  —  e^sinw  =:M,        /?  ==  a  cos' ^j/, 
/•sinii^  =  acos^|' sinw,         /-cosw^^  a(cos«  —  sin^),         *j  rz  r -f- cr  —  9. 

Nous  supposerons  que  Ton  connaisse  les  elements  elliptiques  osculateurs 
pour  I'epoque  zero,  0,,,  o^,  ^o^  ^o*  ^o»  ^o-  L'intervalle  o)  est  pris  generalement 
egal  a  40  jours ;  on  a  alors 

log3/rco  1=  0,3 1 4763. 
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Dans  certains  cas,  on  peut  etre  conduit  a  donner  a  o)  une  valeur  plus  petite. 
Ainsi,  dans  le  calcul  des  perturbations  de  la  comete  d'Encke  par  Mercure, 
V.  Asten  a  employe  parfois  des  intervalles  de  2^5,  etmemede  |J,25. 


80.  Calcul  de  S,  T  et  W.  —  Soient  m!  le  rapport  de  la  masse  de  Tune  des  pla- 
netes  perturbatrices  a  la  masse  du  Soleil,  p  sa  distance  a  la  planete  troublee,  il 
suffit  de  se  rappeler  les  expressions 


k^m^ 


.'S 


des  composantes  de  la  force  perturbatrice,  et  de  remarquer  que,  relativement 
aux  axes  auxquels  se  rapportent  S,  T  et  W  (rayon  vecteur,  etc. ),  on  a 


et  il  en  resulte 


.'1 


d'oix 


(33) 


^=2*-'(p-,^.) 


K 


I 


I 


p3  ,./8  ' 


Le  signe  V  se  rapporte  aux  diverses  planetes  perturbatrices.  Dans  ces  for- 

mules,  k  doit  etre  exprime  en  secondes  d'arc,  afin  que  les  perturbations  des 
elements  soient  elles-memes  en  secondes.  La  Table  ci-dessous,  empruntee  a 
rOuvrage  d'Oppolzer  (^Lehrbuch  zur  Bahnhestimmung  der  Kometen  and  Plantleriy 
t.  II),  donne  dans  Thypothese  de  co  =  4o^  les  valeurs  de  log(co^m')  pour  les 
diverses  planetes  : 


Mercure si, 269a 

V6nus 7,5480 

La  Terra 7,6012 

Mars ^,7^39 


Jupiter 2,i3i755 

Saturne .  i  ,607  80 

Uranus 0,8096 

Neptune 0,8576 


/ 
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Reste  a  calculer  l\  r\  cl  Xj .  Soient  X'  et  P'  la  longitude  et  la  latitude  helio- 
centriques  de  la  planete  perturbatrice,  rapportees  a  I'equinoxe  moyen  x  de 
Tepoque  adoptee,  et  a  recliptique  xy  de  cette  meme  epoque. 

Soient 

3  le  pole  boreal  de  recliptique, 
Q  celui  de  Torbite  de  la  planete  troublee, 
P'  la  position  de  la  planete  perturbatrice, 
M'  sa  projection  sur  la  sphere. 


On  aura 


Posons 


xN  =  9,        7NA=i9,         a;N-hNC=:X',         CM' =  P'. 


NB=L',         B]Vr=zB. 


Fig.  6. 


Le  triangle  spherique  QsM'  dans  lequel  on  connait  deux  cotes  Qz  =  9, 
zW  =  90®—  P',  et  Tangle  compris  QsM'  =  90® -hX'  —  0,  donnera,  en  lui  appli- 
quant  le  groupe  des  formules  de  Gauss, 


(34) 


sinB'  —  sinP' COS9  —  cos^'  sin9 sin(X'  —  0), 
cosB'cosL'  =rcosP'cos(X'—  ^), 
cosB'  sinL'  =isin(3'  sin9  -i-cosP'cos9  sin(X'  —  5), 


ct  ces  relations  donnent  L'et  B'.  Soient  maintenant  P  la  position  de  la  planete 
troublee,  M  sa  projection  sur  la  sphere  celeste,  on  aura  MB  =  1/  —  u. 


(35) 


^'  =  /•'cosB'cos(L'—  u), 
r\'=L  /-'cosB'  sin(L'  —  u), 
t'  =  /'sinB'. 


Les  ephemerides  donnent/^,  X'  et  P';  les  formules  (34)  serviront  k  calculer 
L'  et  B',  apres  quoi  on  tirera  ^',  yj'  et  t'  des  formules  (35). 

T.  -  IV.  25 
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81.  Indications  sur  le  calcul  des  quadratures.  —  Supposons  que,  dans 
les  seconds  membres  des  equations  (3i),  on  remplace  les  elements  osculateurs 
0,  (p,  . . .  de  Tepoque  t,  par  ceux  Go,  ^o*  •  •  •  de  I'epoque  t^ ;  ces  seconds  membres 
deviendront  des  fonctions  de  /  et  de  constantes  connues.  On  calculera  leurs 
valeurs  pour  des  epoques  equidistantes 

a  —  2w,     a  —  0),     a,     a -h  CO,     ..., 
^0  —  6oJ,      Iq  —  20J,      t^  -h  20J,      Lq  -+-  6oJ,      .  .  .  , 

de  sorte  que  Ton  aura 

2 

Considerons,  par  exemple,  la  formule 


et  posons 


^2^  =  (e,Vf)W„ 


(0,W)W,=/(«  +  ja))=/(O. 


On  pourra  former  ie  Tableau  des  difTerences 


(36) 


Y(a-ia>) 


'/(« 


/(a—  aw) 


/(«— w) 


-  w 

2 


/(«) 


/(<H- w) 


/»(a-a>) 


/'(«) 


/^ 


(a-io,) 


On  aura  ensuite 


(37) 


CO 


'  f(i)dt=  /        /(Orf'- 

n  —~Ui 


On  emploiera,  pour  calculer  cette  quadrature,  la  formule  (A'),  page  i83. 


(38) 


J         /(Oe/^  =  co|^y(a4-ico)-~/«(a  +  /co)4-^/'(«  +  £co)-...J, 


a—  -  (i> 
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dont   les    deux   premiers    termes   suffisent  presque   toujours;   la    constante 
y(a —  -  j  sera  determinee  par  la  formule  (a'),  page  i83, 

oil  le  second  membre  est  connu;  on  pourra  ainsi  former  la  colonne  des  Vdans 
le  Tableau  (36).  Les  formules  (37)  et(38)  donneront 

(89)  50  ==  y ( a -+-I&) ) ^/(aH-fco)-H 

1  £ 

On  pourra  done  calculer  les  perturbations  SO  de  la  longitude  du  noeud  ascen- 
dant, pour  les  epoques  equidistantes/,,— 60,  /o—  20,  /„  -h  20,  ....  On  procedera 
de  meme  pour  les  autres  elements;  comme  les  perturbations  s'annulent  pour 
/  =z=  i^,  les  elements  Go,  9o»  •••  seronl  bien  osculateurs  a  Tepoque  i^.  II  faut 
remarquer  que  Ton  n'obtiendra  pas  la  valeur  de  S/i,  mais  celle  de  o)  S/i  =  [\o  S/i, 

car  dans  les  formules  (3i)  on  a  ecrit  avec  intention  co^  —rr  au  lieu  de  co  -^r-- 

II  y  a  lieu  de  considerer  d'une  fa^on  speciale  la  perturbation  SM  et  de  poser 

en  prenant 

a)^^  =  (M,S)S,+  (M,T)T„ 
0)  — 7- —  =  0)    I     — rr  at. 


dt  /,      dt 

On  calculera  S,M  comme  SG,  S^, Pour  ce  qui  concerne  S^M,  si  Ton  fait, 

pour  plus  de  clarte, 

on  aura 


'0       '» 


On  determinera  cette  integrale  seconde  par  la  formule  (A^),  page  1 89,  qui  donnera 


12 


les  constantes  d'integration  etant  determinees  par  les  formules 

\         2     /  24        \  2     /       5700       \         2     / 

*4>(a)=  -VO(a  — a))  —  zr^[24>«(a  —  a)) -4- **(«)] -h..., 
^    ^       24  i)7bo  ^  ■' 
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qui  permettront  de  former  les  colonnes  des  *$  et  ^$;  les  seconds  membres  des 
formules  precedentes  sont  connus. 

On  aura  done  des  valeurs  approchees  des  elements  osculateurs  aux  epoques 
/o  —  60^,  to  —  2o^,  to  4-  20^,  . . . ;  on  pourra,  avee  ces  valeurs,  reprendre  le  calcul 
des  quantites  (0,  W)W,,  etc.,  et  obtenir  ainsi  les  perturbations  definitives. 

Le  lecteur  pourra  voir,  dans  TOuvrage  d'Oppolzer,  comment  il  est  possible 
d'eviterce  double  calcul,  ou  plutot  de  le  faireau  furet  a  mesure  en  meme  temps 
que  le  premier.  Mais  c'est  un  detail  sur  lequel  je  ne  crois  pas  necessaire  d'in- 
sister  ici. 

82.  Transformation  pour  le  cas  des  orbites  tr^s  ezcentriques.  —  Au 
lieu  de  a  ou  de  n,  il  convient  d'introduire  la  distance  perihelie 

q  •=  a{\  —  e). 

On  aura 

dq       ,  ^  da  de  1  a  ,  .  dn  ,  d^ 

dt        ^  '  dt  dt  Z  n^  *  dt  ^  dt 

d'oii,  en  remplagant  ^et^  par  leurs  valeurs  (3o),  et  reunissant  les  termes 
en  S  et  en  T, 


^  = 1 S  -f-       . -f  -  (»  +  ^)  (^osw  -H  cosiv      T. 

dt  nJ\  —e-  /ii/i  — e'  L  '  J 


dt 

n  \J  \  — 

■e- 

RemplaQons 

et  transformoi 

is;  il  viendra 

dq 

S 

cos  w  -\-  e 

cos//      par » 

I  -4-  e  cosii^ 


qrsin*  — 


4T    ^  2    /  ,cr 


( 


d'oii,  en  mettant  -^J^u  lieu  de^et  introduisantS,  etT|,  par  les  formules  (32), 

(4o)  03  -^  =  — ^'Sismiv-t-  Y^T,  sm«-(  i-4-ecos'-j; 

c'est  la  formule  cherchee. 

En  second  lieu,  il  convient  d'introduire  le  temps  t  du  passage  au  perihelie. 
On  a,  pour  la  longitude  moyenne, 

L^=£-4-  J  ndt^LTS  -^  n{t  —  t), 

d'oii 

dL       de  drs  dr       ,  ,  dn 


dz I  /dzs       de\       ^  t  —  z  da 

'dt~  7i  \dt  ""  'dt)  ""        ia     dt^ 
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si  I'on  remplace  ^>  dt^^'dt  P^'*  l^^^^s  valeurs  (A)  (t.  I,  p.  4^3),  on  trouve  ai- 
sement 

^  _  2a       _  3a(/  — t)  /^^^.^       .   T  P\    .    ^P 


dt~~  k^ 


ks/p 


-^  (Se  sin (r  -+-  T  ^  W  g  f-  S  coscv  4-  T  (i  4-  -)  sinal , 


ou  encore,  en  introduisant  S|  et  T,  et  remplagant  -^  par  -t-^j 


[pcostr       3X(^  — t)      .      1 
ir  — — esintv  I 

^[^•sin.,.-^-^li=lls/?]T.; 

e'est  la  formule  demandee. 
Lorsque  Tinclinaison  est  tres  faible,  pour  eviter  le  petit  denominateur  sin©, 

il  y  a  lieu  de  prendre  pour  elements  — 1- — -a—  et  — l — ^—  au  lieu  de  ©  et  de  0. 

•^  r  r  sini"  sini''  ^ 

De  meme,  dans  le  cas  d'une  excentricite  tres  petite,  on  evitera  le  diviseur  e  en  in- 
troduisant —. — IT  et  —, — ,r  au  lieu  do  e  et  gt.  Nous  avons  deia  parle  de  ces  com- 

sini''  sin  r'  ^    ^ 

binaisons  d'elements  (t.  I,  p.  170),  et  nous  ne  developperons  pas  les  calculs. 

Remarque.  —  Pour  bien  faire  comprendre  Tesprit  de  la  methode  des  quadra- 
tures, il  convient  d'observer  que  Ton  ne  pent  pas  passer  d'une  epoquc  a  une 
autre  sans  avoir  a  tenircompte  de  toutes  les  epoques  intermediaires.  Supposons 
par  exemple  que  Ton  veuille  savoir  quelle  etait  la  distance  perihelie  de  la  comete 
d'Encke  le  i'*^  Janvier  1601.  On  sera  oblige  de  calculer  en  meme  temps  la  Valeur 
de  q  pour  toutes  les  epoques  intermediaires,  de  quarante  en  quarante  jours  par 
exemple,  ce  qui  representerait  une  masse  formidable  de  calculs.  Tandis  que,  si 
Ton  avail  le  developpement  analytique  des  perturbations  de  q,  il  suffirait  de 
remplacer  /  par  sa  valeur,  le  calcul  etant  aussi  rapide  pour  une  epoque  tres  eloi- 
gnee  que  pour  une  epoque  tres  voisine. 

Outre  les  Ouvrages  deja  mentionnes  sur  Tinterpolation  et  les  quadratures,  le 
Iccleur  pourra  consulter  : 

Enckr,  pUisieurs  Memoires,  dans  les  Irois  Volumes  des  Astronomische  Abhandlungen, 

Lagrange,  Oi£uvres,  t.  Ill :  Sur  une  nouvelte  espece  de  calcul  relatif  d  la  differentia- 
lion  et  a  r integration  des  quantites  variables. 

(jRLEY,  These  sur  le  calcul  numerique  des  perturbations  des  petites  planetes  au  moyen 
des  quadratures  {Anna  les  de  I'Ecole  Nor  male,  1868). 

Baillaud,  Sur  le  calcul  numerique  des  integrales  definies  (Annales  de  I'Observatoire 
de  Toulouse,  I.  II). 

F.  Tissbrand,  Sur  un  point  du  calcul  des  differences  {Comptes  renduSy  28  mars  1870). 

R.  Hadau,  Etudes  sur  les  for  mules  d' interpolation  {Bulletin  astronomique,  I.  Vlll). 

Watson,  Theoretical  Astronomy. 

Oppolzer,  Bahnbestimmung. 


\gS  CHxVPITRE    XII. 


CHAPITRE  XII. 

DES  PERTURBATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  COMfeTES  LORSQU'ELLES 

APPROCHENT  TRfiS  PRfeS  DES  PLANfeTES. 


83.  Les  formules  du  Chapitre  precedent  permettent  de  calculer  numerique- 
ment  les  perturbations  des  elements  elliptiques  ou  paraboliques  d'une  comete 
par  les  planetes.  Ce  calcul  presenterait  de  grandes  difficultes  si  la  comete  venait 
a  passer  tres  pres  de  Tune  des  planetes;  on  pent  heureusement  suivre,  dans  ce 
cas,  un  procede  tres  expeditif  qui  a  ete  indique  par  d'Alembert  dans  ses  Opus- 
cules mathematiques  (t.  I,  p.  3o5),  et  developpe  par  Laplace  dans  ses  recherches 
sur  la  comete  de  Lexell,  et  plus  tard  enfin  par  Le  Verrier.  Nous  allons  exposerce 
procede. 

Soient 

x,y,  z  les  coordonnees  rectangukires  heliocentriques  de  la  comete; 
x\y\  z'  les  coordonnees  de  la  planete,  que  nous  supposerons  etre  Jupiter; 
$,  Y],  X,  les  coordonnees  jovicentriques  de  la  comete,  rapportees  a  des  axes  paral- 
leles  aux  axes  fixes. 

Soient  encore 

/Wo  la  masse  du  Soleil;  m'  celle  de  Jupiter;  p  la  distance  de  la  comete  a  la  pla- 
nete;  r  et  /^  les  distances  au  Soleil. 


On  aura  les  equations 


'dt' 

yV.     ^  am  f      0m'    0m 


/   ,m1  -  -/     \ 
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En  faisant,  dans  la  premiere  des  equations  (i), 

et  tenant  compte  de  la.  formule  (2),  on  trouve  la  premiere  des  equations  sui- 

vantes  : 

d^P  'i  ( x^       x\ 


dt 


Les  equations  (i)  conviennent  au  mouvement  heliocentrique  de  la  comete; 
soientR  la  force  provenant  de  Tattraction  du  Soleil;  F  la  force  perturbatrice; 
on  aura 


Les  equations  (3)  conviennent  au  mouvement  jovicentrique  produit  par  I'at- 
traction  R'  de  Jupiter,  et  la  force  perturbatrice  emanantdu  Soleil;  on  aura 


R'=^, 


F'  =  A^o  v/(pi  -  '7^^  (  J-3  -  T^y -^  (^a  -  T^^ 


Si  nous  ecrivons  la  condition 

F       F' 

(4)  R-g7' 

nous  aurons  Tequation  d*une  surface  pour  tons  les  points  de  laquelle  il  y  aura 
un  egal  avantage  a  considerer  le  mouvement  heliocentrique  trouble  par  Fattrac- 
tion  de  Jupiter,  ou  le  mouvement  jovicentrique  trouble  par  Fattraction  du  Soleil. 

Si  Fon  designe  simplement  par  rn!  le  rapport  — »  on  trouve  que  la  condition  (4) 

devient 


(5)       ^^'^Y-.  +  ;7^-^^-         pV^3 =  pY7*-^?*-" ^^ 

Soit  pose 

— ^ i^— 7 i=COS0,  J-tz=:w; 

p  r'  /•' 

a  sera  une  fraction  petite,  car  c'est  evidemment  pres  de  Jupiter  seulement  qu'il 
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peut  y  avoir  avantage  a  faire  la  transformation  indiquee.  On  aura  ensuite 

Jrx^ -h yy' -¥-  zz'  =  a:' {x' -{-  t^)  -h y' iy' -\-  r^)  -h  z'(z' -hK)  —  r'^(i  h-  wcosQ), 

En  faisant  ces  substitutions  dans  I'equation  (5),  on  trouve 


m 


It 


=  ir j^  V  H-(l-|-2MC0s9H-M*)*--2(l-|-f/C0s9)(H-2f/C0s9-M/*)*, 


ou  bien,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  //, 


//i'2=  w^(i  —  4/^cos^  H-. . . ) sju^ (14-3  cos* 0)  -^  !\u^ cos 9  -i- . . . , 

I  -h  6  cos*  0 


in 


'*  =  a^ V^i-f-  3 cos' 0  [  I  —  2 w 


COS0 


I  -f-  3  COS 


d'ou 


10 -^•••j' 


in 


u~i- 


v/i 


4-  p  COS 


\v/i4-3cos*9/    » 


6  cos' 6 


3cos'0 


En  rcmplaQant  m'  par  — y-  dans  le  cas  de  Jupiter,  on  a,  dans  tons  les  cas, 


04  7 


\v/i4-3cos*@/ 


<  m'^  =  0,062, 


et  I'on  peut  se  borner  a 


9  = 


ni 


/i 


1 
s 


V^i  -+-3  cos*0^ 


c'est  I'equation  approchee  de  la  surface  cherchee,  en  coordonnees  polaires  p  et  0, 
Taxe  polaire  etant  le  prolongement  de  la  droite  SP  qui  joint  le  Soleil  a  la  pla- 
nete,  et  Forigine  au  centre  de  la  planete.  Cette  surface  est  de  revolution  autour 
de  la  droite  SP,  et  ne  diflere  pas  beaucoup  d'une  sphere,  puisque  p  varie  entre 
les  deux  limites 


m'^  r' 


et 


m 


I 

'5 


T-'*' 


dont  le  rapport  =  i ,  1 5 ;  on  peut  done  admettre  que  la  surface  definie  par  la  condi- 
tion (4)  est  sensiblement  une  sphere  de  rayon  =w'V,  ce  que  Laplace  (*)  nom  me 
la  sphere  d'actmtd  de  la  planete;  a  Texterieur  de  cette  sphere,  on  a  j.-  <  ^,1  il  y 
a  avantage  a  partir  du  mouvement  heliocentrique  de  la  comete,  et  a  determiner 


«/i 

)  Laplace  prend  '•'  1/  -  'w'*  pour  le  rayon  de  la  sphere  d'activit^. 
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F' 


Ics  perturbations  causees  par  la  planetc.  A  I'interieur  de  la  sphere,  on  a  ^  <  jr ; 

il  est  plus  avantageux  de  considercr  le  mouvemcnt  jovicentrique  et  de  calculer 
ensuite  les  perturbations  provenant  du  Soleil.  La  sphere  separe,  en  quelque 
sorte,  le  domaine  de  la  planete  de  celui  du  Soleil;  sur  sa  surface  meme,  on  a, 
dans  une  evaluation  approchee, 


m'  / '« 


y 


^=ini' 


i-h3cos»^\*" 


m 


'i 


Dans  le  cas  de  Jupiter,  on  trouve  que  le  rapport  ^  varie  sur  la  surface  de  la 

sphere,  entre  les  limites  ^m'=o,2^  et  y/iG/w'  =  o,43.  Voici  le  Tableau  des 
rayons  des  spheres  d'activite  pour  les  diverses  planetes,  exprimes  en  prenant 
pour  unite  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil : 


Mercure 0,001 

V6nus o ,  004 

La  Terre 0,006 

Mars 0,004 


Jupiter 0,322 

Salurne o,363 

Uranus 0,339 

Neptune o  ,576 


84.  Cela  pose,  considerons  une  comete  qui  s'approche  beaiicoup  de  Jupiter; 
tant  que  sa  distance  est  superieure  a  -^  environ,  nous  pouvons  calculer  lesvaleurs 

numeriques  des  perturbations  des  elements  heliocentriques  par  les  formules  du 
Chapitre  precedent.  Puis  on  determinera  les  coordonnees  heliocentriques  x, 

y,  z  et  leurs  derivees    .y,  ~-^  -^^»  a  Tinstant  oil  la  distance  p  devient  egale  a 

peu  pres  au  tiers  de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  On  en  conclura  les  valeurs 
numeriques  de 


Xdljo"  ~di         'Si 


df] 

dl  /o 


dv^ 
dt 


dt 


/d^\        dz       dz' 
\dt)o~~'  dt         dt 


Avec  ces  valeurs  des  coordonnees  jovicentriques  et  de  leurs  derivees,  on  calcu- 
lera  (*)  les  elements  de  la  section  conique  que  la  comete  decrit  dans  son  mou- 
vemcnt relatif,  a  Tinterieur  de  la  sphere  d'activite.  Cette  section  conique  pourra 
etre  une  ellipse  ou  une  parabole  et  meme,  le  plus  souvent,  une  hyperbole.  Si 
Ton  neglige  les  perturbations  de  ce  mouvement  a  Tinterieur  de  la  sphere,  on 

calculera  les  valeurs  de  ^>  ^»  ^»  :77'  7^  ct  ~i  a  la  sortie  de  la  sphere  d'activite. 


dt    dt 


dt 


Soienti,,  — (-j^j  lesvaleurs  obtenues,  x\,  •••t(-^)   lesvaleurs  corres- 


(»)  rof>  notro  Tome  I,  Chap.  VI. 
T.  —  IV. 
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pondantes  des  coordonnees  de  Jupiter  et  de  leurs  derivees;  on  aura 


X^X\-^1,,  ...,  ^zz:(:^)    ^{-£)^ 


dt  ~~\dt 


Avec  ces  valeurs  des  coordonnees  heliocentriques  et  de  leurs  derivees,  on 
pourra  calculer  les  elements  de  Torbite  heliocentrique,  qui  permettront  de 
suivre  la  comete  en  tenant  compte,  au  besoin,  des  perturbations  provenant  du 
Soleil. 

La  premiere  comete  de  1770  a  presente  des  difficultes  aux  astronomes,  qui  ne 
pouvaient  pas  arriver  a  representer  son  mouvement  par  une  parabole,  jusqu'a  ce 
que  Lexell  eut  reconnu  qu'elle  decrit  une  ellipse  en  cinq  ans  et  demi  environ; 
cette  orbite  satisfait  a  toutes  les  observations.  Une  difficulte  subsistait  nean- 
moins  :  une  comete  do  revolution  aussi  courte  devait  revenir  souvent;  or,  on  ne 
Tavait  pas  observee  avant  1770,  et  on  ne  Ta  plus  revue  depuis.  Lexell  a  donne 
une  explication  :  il  a  remarque  qu'en  1767  et  1779,  la  comete  avait  du  passer 
tres  pres  de  Jupiter,  et  que  Tattraction  de  cette  planete  avait  pu  diminuer  une 
premiere  fois  la  distance  perihelie  de  la  comete,  et  la  rendre  visible  en  1770, 
d'invisible  qu'elle  etait  auparavant;  en  1779  la  meme  attraction  avait  pu  faire 
reprendre  a  la  comete  sa  distance  perihelie  d'autrefois  et  la  rendre  de  nouveau 
invisible.  Mais  cette  induclion  demandait  a  etre  verifiee  par  le  calcul.  C'est  ce 
qu'a  fait  Burkhardt,  a  la  demande  de  Laplace;  ses  calculs  ont  montre  (*) 
qu'avant  1770  la  comete  decrivait  une  ellipse  de  demi  grand  axe  5,o6  et  de 
distance  perihelie  2,96;  en  1779,  Tattraction  puissante  de  Jupiter  a  de  nouveau 
transforme  Torbite,  lui  donnant  un  demigrand  axe  =6,37  et  une  distance 
perihelie  =  3,33.  On  comprend  ainsi  que  la  comete  n'ait  ete  visible,  ni  avant 
1770,  ni  apres  1779. 

Le  Verrier  a  repris  Fetude  de  ces  perturbations  dans  son  beau  Memoire  Sur 
la  theorie  de  la  comete  periodique  de  1770  {Annales  de  robservatoire  de  Paris^ 
t.  III).  La  discussion  complete  des  observations  lui  a  montre  que  les  observations 
de  1770  ne  determinaient  pas  entierement  les  elements,  mais  qu'on  pouvait  les 
exprimer  tons  en  fonction  d'une  indeterminee  susceptible  de  varier  entre  des 
limites  encore  assez  etendues;  il  a  fait  un  Tableau  des  systemes  d'elements  que 
la  comete  a  pu  prendre  posterieurement  a  i77<>,  do  sorte  que,  si  Ton  trouve 
dans  Tavenir  une  comete  dont  les  elements  coincident  avec  ceux  d'un  des  sys- 
temes precedents,  on  pourra  voir  de  suite  si  c'est  la  comete  de  Lexell  qui  nous 
serait  enfin  revenue.  II  faut  dire  toutefois  qu*en  donnant  a  I'indeterminee  cer- 
taines  valeurs,  on  trouve  que  la  comete  a  du  se  mouvoir  ulterieurement  dans 
une  parabole,  ou  meme  dans  une  hyperbole,  auquel  cas  il  n'y  aurait  plus  d'espoir 
de  la  retrouver  jamais. 

( *)  En  rcctiGant  une  faule  de  signe  reconnue  par  d'Arrest;  voir  le  n*  1087  dos  Astron,  JSachr. 
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85.  IntSgrale  de  Jacobi.  —  II  resulte  dc  ce  qui  precede  que,  sous  Tin- 
fluence  des  perturbations  d'une  grosse  planete  telle  que  Jupiter,  les  elements 
elliptiques  d'une  comete  peuvent  eprouver  des  variations  considerables.  Suppo- 
sons  que  Ton  ait  les  elements  de  deux  cometes  que  Ton  suppose  identiques, 
mais  qui  aient  ete  troublees  par  Jupiter.  Pour  decider  la  question  de  Tidentite, 
il  faudra  se  livrer  a  des  calculs  numeriques  tres  longs  et  souvent  inutiles.  11 
serait  precieux  d'avoir  un  criterium,  permettant  de  decider  a  priori  si  les  deux 
systemes  d'elements  peuvent  ou  ne  peuvent  pas  correspondre  a  une  memo 
comete. 

J'ai  pense  que  V integrate  de  Jacobi  serait  en  etat  de  repondre  a  cc  but. 

Rappelons  d'abord  dans  quelle  circonstance  cette  integrate  existe. 

Consideronsune  planete  P'  decrivant  uncercle  autour  duSoleil,  et  un  astreP, 
de  masse  evanouissante,  trouble  par  P'.  Prenons  le  plan  de  Torbite  de  P'  pour 
plan  desa:j;  soienta'  le  rayon  du  cercle,  /'  la  longitude,  m'  la  masse;  a:,  j,  z 
les  coordonnees  de  P,  p  la  distance  PP'. 

Les  equations  differentielles  du  mouvement  de  P  seront 


—  ^  —  ^k^mi^ — -, —y 


^  4.  ^  —  l^t^f  (f^'^^^l'  —  y       sin/' 


dt^  /•'    ~ ^  -» 


dt'  r^  p' 

/  p^=z  {x  —  a' cos/')*  -i-iy  —  a' sin/')*-h  ^S 

(6)  „        ,  dl' 

On  en  deduit 

(7)  '  -^rfir— J77ir  =  **''*'«'(-^sin/'-/co5/')(^-j^J, 


P" 


1'  djc  d'x       dy  d*y       dz  d*z       A'  dr 


\  dt   dl*         dt  dt'         dt  dt'        r'  dl 
(8) 


(#•     ,r«'cos/' — X  dx      rt'sin/' — y  dv       z  dz         1    / f/.r         „      dv  \'\ 


Or,  on  tire  des  formules  (6) 

d  /\       ^cos/'-f- j^sin/'\ 

7h\p  '^^  ) 


~r(a'cos/'-^)(^H-/i'a'sin/'W(a'sin/'-7)('^-/i'a'co^ 
\    (dx         .,      dy    .       \        n'  ,       .    ^  ,,, 
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et,  grace  a  cette  relation,  nous  pouvons  ecrire  I'equation  (8)  comnne  il  suit  : 

2  dt  \            7/7*                    /•  /  ""      '^^  ^  \P                   7i'"-  / 

(9)     {  '  I           I  \ 

En  combinant  Ics  formulcs  (7)  et  (9),  on  trouve 

{   /  (U'-  -r-  rh'-  -\-  rh^        A '  \           ,  /     rP  y            d'  .v\         .,     ,d  fi  JC  COS  /'  -+-  Y  si  n  /'  \ 

it  i dT^ 7)  -  ''   VW  -^'  -dl^-J  =  ^''''dl[-p a-- )  ' 


on  en  deduit  immediatement  I'integrale  de  Jacobi  (*) 

,     /    I  d.c^ -h  dy* -h  dz^       A-  ,/     dy  dj:\        ,,     , /i       .r  cos/'-i- )  >in /' \ 

^     ^      2  dt*  r  \     dl       -^   dt  J  \p  a'*  J 

Appliquons  cette  integrale  a  une  comete  troublee  par  Jupiter;  il  faudra  done 
negliger  I'excentricite  de  cette  planete.  On  aura,  en  designant  par  a,  p  et  1  le 
demi  grand  axe,  le  parametre  de  Torbite  de  la  comete,  et  son  inclinaison  sur  le 
plan  de  Torbite  de  Jupiter, 

d.r^^dY^-\-dz^       2A»        A«  dy  d,r        ,    r-        .  ,         k 

y-r = )  .V  -f;  —  y  —r-  -~  k  \p  cos/ ,  n'  _  --  ; 

dl^  r  a  dt       ^     dt  *  ^  a'  I ' 


il  viendra,  en  comparant  les  valeurs  a^,  p^,  i\  eta,,  p^,  i\,  qui  correspondents 
deux  epoques  t^  et  /,, 


1  2V7>oCOS/o 

^'0  a'\a'  \p 


2m'  (  ^  —  '^oCOsC-i-.roSin/; \ 


—  —  +  ^^i* -^^'  +  o m'  (--  —  -^'^-O'^^i  -hy,siji/; 
«i  a's/a'  '^        \pi  a" 

Prenons  pour  /«  et  /,  les  epoques  d'entree  dans  la  spbere  d'activite  et  de 
sortie,  nousaurons  p,  =  ?«;  en  outre,  les  differences  a;,  —x^^Xy  —  jo.  ^\  — /^sont 
petites,  parce  que  la  comete  ne  reste  pas  longtemps  a  Tinterieur  de  la  sphere. 
Nous  aurons  done  simplement 

1  2V^COS/o_     I     ^2V/^C0S£, 

(11)  —  -r- —    = h  — — ^z: 3=  y., 

«o  a'sja'  ('i  a\/a' 

Tel  est  le  criterium  cherche;  nous  Tavons  fait  connaifrc  dans  le  liuUedn 
asironomique  (t.  VI,  p.  289),  et  il  a  etc  depuis  employe  souvent  avec  avantage, 
notamment  par  M.  Schulhof. 

On  pent  en  etendre  un  peu  la  portee,  en  remarquant  que  Ton  n'a  pas  bcsoin 


(J)  Fair  les  Comptes  tendus  de  I'Academie  des  Sciences,  t.  IIF,  p.  6i. 
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de  supposcr  Torbitc  de  Jupiter  exactement  circulaire;  il  suffira  qu'elle  diflere 
peu  d'un  cercle  dans  le  voisinage  de  la  region  oil  s'operent  les  grandes  pertur- 
bations de  la  comete;  cela  sera  plus  exact  dans  le  voisinage  du  perihelie  ou  de 
Taphelie  de  Jupiler.  Mais  alors  on  devra  remplacer  n'  par 


dv^  _  k  sIp^  _  ksja! 
dt   ~     /•'»     " 


r.'2 


(sensibiement); 


on  aura  done  a  tres  peu  pres,  avant  et  apres  les  grandes  perturbations, 


(12) 


1 


2  \/a'  sJpq  cos 4  _   *     .    2  \Ja'  sjpx  cos£| 


|.'2 


y't 


oii/designe  le  rayon  moyen  de  Torbite  de  Jupiter,  pendant  la  duree  des  grandes 
perturbations. 

M.  Callandreau,  dans  son  Memoire  Surla  theorie  des  cometes  periodiques  (^Annates 
de  I'Observatoire,  t.  XX),  a  montre  comment  on  pouvait  tenir  compte  de  la  pre- 
miere puissance  de  Texcentricite  de  Torbite  de  Jupiter. 

86.  Considerations  g6n6rales  sur  les  cometes  p6riodiques  du  groupe 
de  Jupiter.  —Nous  reproduisons  dans  un  Tableau  les  elements  d'un  certain 
nombre  de  cometes  periodiques  : 


Encke 179o 

Blanpain* (»)... .  i819 

Helfenzriedcr*.. .  1766 

Tempel i873 

Barnard* 1884 

De  Vico iSU 

Tempcl-Swift .    .  1869 

Brorsen 1846 

VVinnecke 1858 

Lexell* 1770 

TempcI 1867 

Pigotr 1783 

Barnard  * 1892 

Brooks* 1886 

Spitaler* 1890 

D' Arrest 1851 

Tultle* 1858 

Finlay 1886 

Wolf 1884 

Bi6la 1772 

Holmes* 1892 

Brooks* 1889 

Faye 1843 


a. 

2, '21 

2,85 

2,93 

3,00 

3,08 

3, 10 
3,11 

3,14 
3,14 
3,16 

3,19 
3,26 

3,41 
3,41 
3,44 
3,44 
3,52 

3,54 
3,58 
3,58 
3,62 

3,67 
3,81 


CT 


—  Q.         /.    a(H-c).  «(i  —  e).  a. 


«3,  — /. 


i4 

9 

8 

li 

3 

5 

3i 

1 1 

2 

6 

45 

3i 

i3 

i3 

14 

20 

3 

25 

17 
21 

6 

1 1 


u 

182 

35o 

«77 
185 

3oi 

279 
106 

i3 

162 

224 

125 

354 
170 
177 

i3 
175 

26 
3i6 
173 

2l3 

12 

344 
201 


o 


335 

247 
80 

125 

126 
162 

223 

283 
ii3 
i84 

60 
233 

» 

53 
228 
1 53 
o 
20  5 
210 
2G8 

2> 

i85 
209 


4,09 
4,82 
5,45 
4,65 

4,84 
5,02 
5,16 
5,62 
5,5o 
5,66 
4,82 
5,o5 
5,40 

5,49 
5,06 

5,71 
5,88 
6,09 
5,58 
6,16 
5,11 
5,39 
5,94 


0,33 
0,88 
0,41 
1,35 

1,32 

1,18 
1 ,06 
0,66 

0,79 
0,66 

,56 

,47 
,43 

,33 

,82 

,17 
,16 

,99 
,58 

,00 

2,14 

,95 
,68 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 


58o 
555 
487 
571 
567 
556 
544 
475 

512 

5oo 

570 

487 

» 

533 

» 

519 
5o5 

502 

5i8 

49> 

» 

556 
529 


2 

o 

—  9 

o 
1 

o 
i3 

—  '7 

—  8 

—  4 

—  3 
1) 

—  3 
» 

— 10 
-+-2 1 

—  <7 

—  II 

H-22 

—  3 

-h2l 


Dans  ce  Tableau,  /est  la  longitude  du  point  de  Torbite  de  la  comete,  qui  est 


(^)  On  a  marqu6  dun  asl<3risque  cellos  des  cometes  (|»i  n'ont  6i6  observ6es  qu'a  une  apparition. 
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le  plus  voisin  de  I'orbite  de  Jupiter;  gt,  =  gt  -^  i8o*^  est  la  longitude  de  Taphelie 
de  la  comete  et  a  designe  la  quantite  definie  par  la  formule  (r  i).  On  peut  faire 
quelques  remarques  sur  cc  Tableau  : 

1^  Toutes  ces  cometes  sont  directes,  et  les  orbites  peu  inclinees  sur  Teclip- 
tique  :  lamoyennedes  inclinaisons  =  1 4'';  les  cometes  paraboliquesaucontraire 
sont  tantot  directes  et  tantot  retrogrades. 

1^  Les  distances  aphelies  ne  different  pas  beaucoup  de  la  distance  moyenne 
de  Jupiter  au  Soleil. 

3"^  Dix-huit  des  valeurs  de  gt  —  Q  sont  assez  voisines  de  o®  ou  de  i8o". 

La  liaison  des  cometes  precedentes  avec  Jupiter  ne  parait  pas  douteuse.  On 
peut  se  demander  comment  il  se  fait  qu'un  certain  nombre  d'entre  elles  n'aient 
ete  observees  qu'une  seule  fois,  et  que  les  autres,  recemment  decouvertes, 
n'aient  pas  ete  aperQues  auparavant.  Ce  qui  s'est  passe  pour  la  comete  de  Lexell 
est  une  indication. 

La  meme  chose  a  eu  lieu  pour  la  comete  Wolf  de  i884;  du  moins,  M.  Leh- 
mann-Filhes  a  montre  {Astron,  Nachr. ,  t.CXXIV,  n**2953)  que  cette  comete  a  passe 
tres  pres  de  Jupiter  en  1875,  qu'elle  a  eprouve  de  ce  fait  des  perturbations  con- 
siderables, et  qu'anterieurement  elle  decrivait  une  ellipse  de  distance  perihelie 
2,55,  assez  grande  pour  avoir  empeche  la  comete  d'etre  visible.  D'Arrest  a 
montre  de  meme  {Astron.  Nachr,,  t.  XLI,  n^  1087)  qu'en  1842  la  comete  de 
Brorsen  a  beaucoup  approche  de  Jupiter,  et  qu'anterieurement  sa  distance  pe- 
rihelie etait  i,5o,  plus  du  double  de  ce  qu'elle  a  ete  ensuite.  On  est  ainsi 
amene  a  penser  que  les  cometes  dont  il  s'agit  se  meuvent  dans  leurs  orbites  ac- 
tuelles  a  la  suite  de  grandes  perturbations  provenant  de  Jupiter,  qui  les  aura 
ainsi  capiuries.  Cette  action  perturbatrice  pourra  s'exercer  dans  I'avenir  dans  des 
conditions  telles  que  les  distances  perihelies  apres  la  perturbation  soient  assez 
grandes  pour  que  ces  astres  deviennent  de  nouveau  invisibles.  L'etude  des 
grandes  perturbations  des  cometes  par  Jupiter  est  done  extremement  interes- 
sante;  mais  elle  doit  etre  appuyee  dans  chaque  cas  sur  des  calculs  numeriques 
precis,  et  generalement  fort  longs.  J'ai  tente  une  recherche  analytique  dans  un 
cas  special,  celui  oil  la  comete  decrivait  d'abord  une  parabole,  et  je  vais  donner 
ici  unabrege  des  resultats  auxquels  je  suis  arrive  {Bulletin  astron.,  t.Vr,p.  241). 

87.  Capture  des  cometes  paraboliques.  —  CommenQonsparl'examend'un 
cas  particulier  que  Ton  peut  traitor  bien  simplement  avec  le  seul  secours  de 
la  formule  elementaire 

(.3)  '•'  =  ^•'(7-^ 

Soient,  a  un  moment  donne,  S  et  J  les  positions  du  Soleil  et  de  Jupiter;  je 
considere  une  comete  parabolique  en  Mo,  au  moment  oil  elle  penetre  dans  la 
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sphere  d'activite  de  rayon  JM^  =  p;  je  suppose  que  Tangle  SJMo  soit  droit,  et 
que  la  vitesse  initiate  {^o  de  la  comete  soit  dirigee  suivant  le  rayon  Mo  J,  ou  plutot 
fasse  avec  ce  rayon  un  angle  tres  petit.  La  vitesse  (^o  pourra  etre  calculee  par  la 
formule  (i3),  dans  laquelle  il  sera  permis  de  prendre 

ce  qui  donnera 

Si,  pour  simplifier,  on  fait  abstraction  de  Texcentricite  de  Torbite  de  Jupiter, 
sa  vitesse  s^'^  sera  dirigee  suivant  le  prolongement  de  M© J  et  aura  pour  valeur 


^0  =  -^ 


Dans  le  mouvement  relatif  autour  de  Jupiter,  la  vitesse  V  aura  pour  valeur 
initiale 

et  la  formule 

(.4)  v.  =  .w(^-l), 

dans  laquelle  R  et  A  designent  la  distance  a  Jupiter  et  le  demi  grand  axe  de 
Torbite  relative,  donnera,  pour  R  =  p  et  V  =  V^,, 

-Lev's-, )'P,=a-£- 

Le  premier  membre  de  cette  equation  se  reduit  a  ii,r,  quand  on  y  remplace 
— ,  et  ~  par  1047  et  0,062.  On  aura  done,  a  tres  pen  pres, 

A— ^ 
9 

cette  expression  du  demi  grand  axe  etant  negative,  Torbite  jovicentrique  est 
une  hyperbole  qui  s'ecartera  d'ailleurs  fort  peu  du  rayon  JM©,  d'un  cote  pendant 
la  premiere  partie  du  mouvement,  de  Tautre  durant  la  seconde.  La  comete  sor- 
tira  de  la  sphere  d'activite  tres  pres  du  point  Mo,  et,  puisque  la  distance  R  est 
encore  egale  a  p,  sa  vitesse  V,,  calculee  par  la  formule  (i/j).  sera  egale  en  valeur 
absolue  a  Vo,  mais  de  sens  contraire.  On  aura  done 

V  -  /  '  -  ^^ 
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II  ne  reste  plus  qu'a  combiner  cette  vitcsse  relative  V,  avec  v^,  pour  avoir  la 
Vitesse  absoluc  i^,  a  la  sortie;  on  trouvera  done 

*'i  =  A-  — — -  . 

Si  Ton  remplace,  clans  la  formule  (i3),  ^  par^,,  rpar  r,  et  a  par  a,,  on  aura, 
pour  determiner  le  demi  grand  axe  a^  de  Torbite  elliptique  de  la  comete  apres 
sa  grande  perturbation, 


d'oii 


r'  \r         a  J 

—  /•'  ''—J —  =  D ,  20  "f—^ —  =  3 , 1  'i ; 


4 


c'est  le  nombre  qui  repond  a  la  comete  de  Brorsen  ou  a  celle  de  Winnecke. 

On  voit  done  que,  dans  des  conditions  determinees,  tres  speciales,  il  est  vrai, 
Jupiter  pent  jouer  le  role  prevu  dans  la  transformation  des  orbites  des  cometes. 
Inversement,  cette  planete  peut  defaire  son  oeuvre  dans  la  suite  et,  dans  une 
seconde  rencontre,  restituer  a  Torbite  sa  forme  parabolique.  Pour  s'en  con- 
vaincre,  il  suffit  de  remarquer  que,  quand,  apres  un  certain  nombre  do  revolu- 
tions, la  comete  arrivera  a  passer  de  nouveau  pres  de  la  sphere  d'activite,  sa 
Vitesse  sera  plus  petite  que  celle  de  Jupiter,  parce  que  Ton  a  a^  </'.  C'est  la 
sphere  qui  marchera  cette  fois  a  la  rencontre  de  la  comete;  a  Ten  tree,  la  vitesse 
absolue  est 


la  vitesse  relative  a  pour  valeurs,  k       Y^  a  I'entree,  k  ^^----  a  la  sortie,  et,  en 

la  combinant  avec  la  vitesse  de  Jupiter,  on  retrouve  k  y  -:,y  la  vitesse  parabo- 
lique. 

II  y  a  lieu  de  penser  que  Ton  pourra  obtenir  les  valeurs  de  a,  qui  conviennent 
aux  cometes  periodiques  du  groupede  Jupiter,  en  prenant  pour  le  point  M^,  sur 
la  surface  de  la  sphere  d'activite,  une  serie  de  positions  moins  exceptionnelles 
que  celle  consideree  precedemment.  II  en  resultera  une  augmentation  des 
chances  pour  que  les  perturbations  de  Jupiter  produisent  le  changement  requis ; 
mais,  pour  aborder  le  cas  general,  il  faut  avoir  recours  au  calcul. 

88.  Je  continuerai  a  faire  abstraction  de  I'excentricite  de  Jupiter,  et  je  suppo- 
serai  que  la  comete  et  la  planete  se  meuvent  dans  le  meme  plan. 
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Soit  (^fig.  7)  Ho  Tangle  que  fait  la  vitesse  relative  V^  de  la  comete  avec  le 
rayon  vecteur  JMo  mene  de  Jupiter  au  point  M©  oil  la  comete  penetre  dans  la 


Fig.  7. 


sphere  d'activite.  Representons  par  X,  Y,  R,  0  les  coordonnees  jovicentriqucs, 

rectangulaires  ou  polaires,  de  la  comete.  A  I'entree  dans  la  sphere,  en  M©,  on 

aura 

R  =  p,        0  =  00, 

a  la  sortie,  en  M^, 

R  — p,       0  =  0,. 

Les  formules  bien  connues  (T.  I,  Chap.  VI)  donneront  les  relations  suivantes, 
pour  calculer  les  elements  P,  E,  11  de  Torbite  jovicentrique  (parametre,  excen- 
tricite,  longitude  du  perijove), 

P  =  7p-,p'sin'Ho, 


(i5) 


Mt 


E  siii(0o  — 11)  =  ,—-:  P  sinlloCOsHo, 
Ecos(0o— U)  — j^psin'IIo  — I. 


On  a  ensuite 


a:  JMo  =  —  00.        AJMo=  n  —  0„        AJM,  -^  0,  -  R  =  AJMo, 


d'oii 
(16) 


puis, 


0o4-0,  =  2H; 


Xzz:Rcos0,        Y  =  Rsiii0,        R  = 


i-+-Ecos^0  -  R) 


T.  -  IV. 


27 
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On  en  deduit  sans  peine  pour  les  valeurs  de  -^  ®t  de  ^  aux  points  M©  et  M,, 

f-^j  = ^  (sin0o4-Esinn),  Xo^pcosBo, 

(-jl)  =H ^  (cos0o-hEcosn),  Yo=psineo» 

( -^  J  = ^=^  (sin0tH-E  sinll),  Xi  =  pcos0,, 

1  ^  — j  =:H — y-?- (COS0,  H-EcosII),  Yj  =  p  sin0,. 

On  pourrait  ramener  les  expressions  precedentes  a  ne  dependre  que  de  p 
et  ©0,  si  Ton  remplaQait  P,  E,  II  et  0<  par  leurs  valeurs  (i5)  et  (i6);  mais  nous 
ne  ferons  cette  substitution  qu'un  peu  plus  tard. 

Soient  x  eiy  les  coordonnees  rectangulaires  heliocentriques  de  lacomete, 
r'  et  /'  les  coordonnees  polaires  de  Jupiter;  on  aura 


/ 


dt 


—  n'=z 


r 


W?' 


v^ 


X  =  /•'  COS  /'  -f-  X,  y  =  r'  sin  /'  H-  Y, 

dx             /   /   .    //       (^  dy         ,   t        II      ^Y 

-7-  =—  n'r' %ml'  4-  -77>  -jt  =  wVcos/'h-  — -  j 

dt                                   dt  dt                              dt 

dx^       dy*      ,.,         ,,   ,,  ,   ,  /cHf         ..       dX    .    ,A 


Si  Ton  designe  par  /^  etl\  les  valeurs  de  /'  qui  correspondent  aux   positions 
Mo  et  M,  de  la  comete,  et  si  Ton  remarque  que  V;  =  VJ,  on  trouvera 

On  a,  d'ailleurs, 
d'oii 

et,  en  ayant  egard  a  la  formule  (i8). 
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Si  Ton  remplace  (-^ )  '  •  •  •  P^r  leurs  valeurs  (i7)»  on  trouvera 
d'oii,  en  remplagant  0,  par  sa  valeur  (i6), 


(19) 


.E\/^s,„(^-n).„^.i'(r,-^) 


l[  —  /^,  mouvement  de  Jupiter  durant  le  passage  de  la  comete  dans  la  sphere 
d'activite,  est  une  petite  quantite  dont  on  ne  pourra  tenir  compte  qu'apres  unc 
premiere  approximation.  On  est  ainsi  conduit  a  prendre  comme  base  des  cal- 
culs,  dans  cette  premiere  approximation,  les  formules  suivantes,  danslesquelles 
nous  avons  suppose  en  outre  a^  =:  oo,  c*est-a-dire  Torbite  initiale  parabolique, 

(ao)  4  =  S, 

(ai)  s  =  4/^sin(/;-n)sin(eo-n). 

II  sera  facile  de  tenir  compte  ulterieurement  des  termes  qui  viennent  d'etre 
negliges. 

89.  Posons 

(23)  (3=:^  £,=64,9, 

(24)  90=^/;- 00. 

On  voit  que  ^q  est  Tangle  forme  par  le  prolongement  du  rayon  SJ  avec  JM^. 
En  vertu  des  relations  precedentes,  les  formules  (i5)  deviendront 


(25) 


m'  r' 


(3^X«siii»H< 


^^^^  ^  Esin(eo-n)zizpX'sinHoCosHo, 

E cos(0o  —  H)  =  pX«  sin^Ho  —  i. 
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Apres  quoi  les  formules  (21),  (24)  et  (26)  donneront  successivement 


Im'  r' 

s  =  i/-p-sin(cpo  +  eo-n)sin(eo-n), 

8  =  — =r^— ^  [Ecos(0o  — n)sin9o+Esin(0o— n)cos9o]» 
.     .  ^ ^        „    (i  —  [3X*sin'Ho)  sin(po— ?^'sinHoCOsHoCos9o 

\  2^  y  3  —  -—  A  COS  0.0  ~. r • 

Si  nous  representons  par  90*^-1-  cr'  Tangle  que  fait  la  vitesse  absolue  en  Mo 
avec  le  prolongement  de  SJ,  nous  aurons 

^   _^  '  (  VoCOsHo=— rosin(<po  4-<7')+ ^'sin^oj 

(28)  \ 

(  Vo  sinHo=:-4- i^ocos(9o-+-o"')  — ^^'coscpo; 
d*ou,  en  faisant 

et  ayant  egard  aux  valeurs  de  v^  et  vf  donnees  plus  haul, 

(  XcosHo=      sin  cpo— ^sin  (9o-+-cr')» 
(3o)  ! 

(  XsinHo  =  — COS90+ /cos(9o-4-a'), 

(3l)  X*=  1  +  /*— 2/C0S(7'. 

Dans  notre  premiere  approximation,  nous  pourrons  supposer  r^  =  r^  dans  la 
formule  (29),  ce  qui  nous  donnera 

(32)  l^^. 

L'expression  (27)  de  S  dependra  done  seulement  de  deux  quantites  variables 
suivant  les  circonstances  de  la  rencontre  de  la  comete  avec  la  surface  de  la 
sphere  d'activite,  par  exemple  de  (po  et  cr'qui  determinent  la  position  du  point 
de  rencontre  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  absolue. 

90.  Simplification  de  S.  —  II  est  possible  de  remplacer  I'expression  (27) 
par  une  autre  beaucoup  plus  simple.  Je  remarque  d'abord  que,  d'apres  la  for- 
mule (20),  si  Ton  veut  obtenir  pour  a,  le  demi  grand  axe  de  Tune  quelconque 
des  cometes  periodiques  en  question,  quelque  chose  comme  3  ou  4>  il  faut  que 
S  soitvoisin  de  o,3  ou  deo,4;  done  pas  trop  petit.  Or,  [3  =  64,9 est  assez  grand; 
X^  est  au  moins  egal  a 

(/  —  i)2z=(y/2  —  i)*=  ^-^  environ; 
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PX^  est  done  au  moins  egal  a  12.  U  faut  que  le  denominaleur  de  Texpression 
(27)  de  S  ne  soil  pas  trop  grand;  sin^H^  doit  done  elrc  petit. 

En  resoivant  les  equations  (3o)  par  rapport  a  sin^^  et  cos^o*  on  trouve 

A  sin  9o  =  —  (/cosa'  — i)  cosFFo  —  /sincr'sinllo, 
Xcos9o  =  —  /sincr'  cosHq  -+■  (/coscr'  — i)  sinlFo, 

ou  bien,  ces  expressions  approchees,  en  renipla?ant  cosHo  par  —  i, 

(  Xsin  <po=^  /coscr' —  i  —  /  sin  o-' sin  Ho, 


(33) 


(  Xcos9o= /sina'        4- (/cosa'— i)  sinHo. 


La  formulc  (27)  donnera  ensuite,  en  gardant  sin^Ho  seulement  dans  les 
termes  muhiplies  par  p, 

^_.  (1  —  (3A^sinMFo)sin9o-j-  ;3>.'sinFFoCOS9o 

i4-(3>»(i-~^sin«IIo 

On  est  amene  a  poser 


(34)  a=:;3A«y/i-^sinFFo, 

et  il  en  resulte 


I 
I  — 


3/1 
(i -f- w')  S  = /coso"' — I  4- w/sincr'  ^' 


ou  plus  simplement,  d'apres  ce  que  Ton  a  dit  de  la  grandeur  de  pX^, 

,o-x  ^^        /roso-'— I  H- ///sine' 

(3i>)  h=: :, 

^      '  14-//* 

Cette  expression  tres  simple  donno  S,  et  par  suite  a,  en  fonction  des  deux 
parametres  independanls  cr'  et  w.  Si  Ton  fait  cr'=  o,  w  =  o,  on  trouve 

e'est  la  solution  que  nous  avons  recliercliee  plus  liaut  (page  208).  On  a 


(36)  K~V  1-^-//-, 

ce  qui  donnc  unc  representation  de  u.  II  est  facile  de  voir  comment  varie  S.  On 
a  d'abord,  quand  a'  varie,  le  maximum 


^/ 5" 
I  -h  //-  —  I 

I  4-  //' 


b, zzz -^— — ^— -j —     pour    laiigc7'=//. 


2l4 
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du 


=:  U 


2—  l\l\  -h  ^/\ 


(l4-««) 


s\s      > 


cette  derivee  s'annulc  pour 


4 


«    ~  -jT  —  I  =:  1, 


et  le  maximum  maximorum  est 


s  — i- 


il  repond  done  k  u  =  i  el  (j'=  45**.  II  en  resulterait 


r'  __  f 

7 —  ■" ' 


../ 


ai  r=  —  1=  2,6. 
2 


Comme  le  rayon  vecteur  du  point  M ,  differe  peu  de  r\  on  voit  que  I'excentri- 
cite  de  I'ellipse  doit  elre  presque  egale  a  i.  Ce  cas,  qui  ne  s'est  pas  presente 
jusqu'ici,  serait  done  celui  d'une  eomete  ayant  une  distance  perihelie  extreme- 
ment  petite,  en  meme  temps  qu'un  grand  axe  fini,  et  mSme  peu  considerable. 


Fig.  8. 


Quoi  qu'il  en  soil,  on  voit  que  la  fonction  S  pent  arriver  a  avoir  des  valeurs 

unpen  superieures  a  v^2  —  i,  entre  o,4i4  ^t  o,5;  ii  en  resulterait  done  des  va- 
leurs de  a,  notablement  <3,i4.  Dans  le  Tableau  de  la  page  2o5,  la  eomete 
d'Encke  est  la  seule  qui  resterait  en  dehors. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  e,.  La  formule  (ii)  donne  ici 


I  isjn^{}  —  p])         I 


a. 


r'sjr' 


at 


r\/7' 


Or,  sur  la  parabole  initiale,  on  a,  par  une  propriete  bien  connue, 


—  __£o___ 


P^ 


on  pent  ecrire 


2sin'SMoG       2cos*lc7'4-£o)^ 


/?o  =  2r'cos*(7', 
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et  il  vicnt 
d'oii 

(87)  V^i  — e}  =  2v/S(v^C0S(7'— 2S). 

On  pourra  trouver  ainsi  e, ;  ii  faudra  loulcfois  que  ia  valeur  de  coso'  tiree  de 
Tequation  precedente,  ou  bien  do 


V  ^1  \  '^oj 


soit  infericure  a  j  .  Cela  donne  une  limile  inferieure  do  c,.  On  trouve  ainsi 

pour  ^/i  =  3,0 C|>  0,69 

»      ^1  =  3,2 C|>  0,0)4 

»      rt|=3,4 ^i>o,6o 

))      ^1=3,6 ei^OjSG 

»      rri  =  3,8 Ci>o,52 

91.  Nous  renvoyons  au  Memoire  deja  cite  de  M.  Callandreau  pour  Texamen  de 
plusieurs  questions  interessantes,  et  aussi  a  un  travail  important  de  M.  A.  New- 
ton, on  the  Capture  of  Comets  by  Planets,  especially  their  capture  by  Jupiter  (^Me- 
moirs of  the  National  Academy  of  Sciences,  Washington,  t.  VI).  Nous  nous 
bornerons  a  deduire  de  ce  qui  precede  la  formule  qui  sert  de  base  aux  re- 
cherches  de  M.  Newton. 

Les  equations  (20)  et  (21),  combinees  avcc  la  premiere  des  formules  (i5), 
donnent 

/oox  ^  —  V  ^ p^inllo 

Posons 

I  «•'=  -!=>         psinHo=  A, 
(39)  VV 

(  90"  +  /;  - n r=  ^,      00-  n  =--  w,, 

la  formule  (38)  deviendra 

(40)  </,— —     ,--7-7—.  -^ y, 

:\m   V   sill  W  oTOS'l 

\%  et  v'  designent  la  vitesse  relative  initiale  el  la  vitcsso  de  Jupiter;  d'apres  les 
relations  (39),  '|  est  Tangle  que  fait  Taxe  transverse  de  Tbyperbole  avec  la  di- 
rection de  la  vitesse  de  Jupiter;  A  est  la  distance  du  point  J  a  la  vitesse  relative 
V^,  et  cnfin  Wj,  est  Tangle  du  rayon  JMo  avec  Taxe  transverse.  Comme  le  point  M„ 
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est  asscz  eloigne  de  J,  la  tangente  a  I'hyperbole  en  ce  point  pent  etre  confondue 
avec  Tasymptote.  On  pent  done  dire  que  W^  et  A  designent  Tangle  de  I'axe  trans- 
verse avec  Tune  des  asymptotes,  et  la  perpendiculaire  abaissee  de  la  planete  sur 
Tasymptote.  Sous  cette  forme,  la  formule  (4o)  est  identique  a  celle  qui  fait  la 
base  du  Memoire  de  M.  Newton. 

Ce  Memoire  contient  beaucoup  de  resultats  curieux,  entre  autres  le  suivant, 
que  nous  nous  bornerons  a  mentionner  : 

«  Si,  dans  un  certain  intervalle  de  temps,  un  milliard  de  cometes  arrivent, 
sur  des  orbites  paraboliques,  a  etre  plus  rapprochees  du  Soleil  que  Jupiter, 
126  d'entre  elles  seront  transformees  en  des  ellipses  pour  lesquelles  la  duree  T 

de  revolution  sera  moindre  que-T',  la  demi-duree  de  revolution  de  Jupiter; 

pour  839,  on  aura  T<T';  pour  1701,  T<-T',  et  enfin,  pour  2670,  on  aura 
T<2r.  » 

On  voit  que  la  probabilite  est  bien  faible  pour  qu'une  orbite  parabolique  soit 
changee  en  un  coup  par  Jupiter  dans  Tune  des  orbites  elliptiques  des  cometes 
considerees. 

Au  surplus,  ce  qui  s'est  passe,  d'apres  des  calculs  rigoureux,  pour  les  cometes 
de  Lexell,  de  Brorsen  et  de  Wolf,  montre  que  c'est  une  orbite  deja  elliptique 
qui  a  ete  transformee  en  une  autre  moins  allongee;  Taction  finale  de  Jupiter  sur 
une  comete  parabolique  pent  resulter  de  plusieurs  approches. 
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INFLUENCE   D  UN   MILIEU   RESISTANT   SUR   LES   MOUVEMENTS 

DES  PLANfcTES  ET  DES  COM^TES. 


92.  Imaginons  un  fluide  repandu  autour  du  Soleil,  et  qui  oppose  une  certaine 
resistance  aux  mouvements  des  planetes  et  des  cometes.  II  en  resultera  done 
une  force  dirigee  suivant  la  tangentc  de  I'orbite,  mais  en  sens  contraire  du 
mouvement.  Cette  resistance  sera  supposee  proportionnelle  a  la  surface  S  de 
la  section  faite  dans  la  planete  par  un  plan  perpendiculaire  a  la  vitesse,  pro- 
portionnelle aussi  a  la  densite  p  du  milieu,  et  a  une  certaine  fonction  de  la 
Vitesse  V.  Quand  on  la  rapportera  a  Tunite  de  masse,  on  devra  mettre  en  divi- 
seur  la  masse  m  du  corps  considere.  On  pourra  done  ecrire,  en  designant  par  x 
une  constante 

Rr=iiSpF(Y). 

La  resistance  totale  sera  mR.  Admettons  que  la  densite  ne  depende  que  de 
la  distance  au  Soleil;  nous  aurons 

(I)  R  =  AF(Y)^(r),  9-^^^r),  /*  =  ^|,- 

II  s'agit  de  trouver  Tinfluence  de  cette  force  sur  le  mouvement  du  corps.  Pour 
y  arriver,  nous  aurons  recours  a  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires,  et  nous  emploierons  les  formules  (A)  de  la  page  433  de  noire  Tome  I, 
dans  lesquelles  nous  devrons  supposer  W  =  o,  car  la  force  perturbatrice  R  est 
toujours  dirigee  dans  le  plan  de  Torbite;  il  en  resultera  d'abord 

d^  d9 

dt=''^        Tt^""'^ 

ainsi,  le  noeud  et  Tinclinaison  restent  constants,  ce  qui  etait  a  prevoir. 

On  devra  remplacerensuite/m'S  ei/m'T  parS,  etT^,  en  designant  par  S,  etT| 
T,  -  IV,  28 
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les  projections  de  R  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  la  perpendiculairc  au  rayon  vec- 
teur,  ce  qui  donnera,  en  mettant  pour/'(i  -h  m)  sa  valour  n}a^, 

^  =  — 4^=.^  [Sje  siniv  4-  Ti(i  -f-  e cosvv)], 

de  '- 


de  i/rirTi  Tc     •  rr    (  ,      C0Sir4-e\1 

dt  na      I  \  i-f-ecosivyj 


^GJ  V^l  — 


-    —  Sjcostv  +  Ti  (  I  H isintv 

L       *  \        i-^ecoswj  J 


dt  na^  1  -h  ^—  e*   "^ 

On  trouve  aisement 

S,  =  —  n  =.y  l,=z  — K     .  > 

y/i -h  ef*-h  2ecostv  v  i -f- e*  4- 2  e?  cos  iv 

de  sorte  qu*il  vient 

da  2R  / r 

-77  = ^ ===i  v'  ^-  ^  -♦-  aecosw, 


t/e  2Rv/i  —  ^*  cos  w -he 


^^  '^^        V^i -f- e*-h  2ecosiv 

(2)  { 

^  _2R                     (i  — e*)« 

^^  '^              V^i  4- e* -f- 2ecos«' 


c^GT 2Rv/i  —  e^  sincv 


t//  /la 


\J  \-\-  e^-V-  2ecos«' 


P  designe  le  parametre  =  a{\  —  e^)\  nous  ne  nous  occuperons  plus  des  pertur- 
bations de  e,  parce  qu'elles  sont  moins  importantes,  et  d'ailleurs  faciles  a  cal- 
culer. 

On  doit  remplacer,  dans  les  formules  (2),  R  par  sa  valeur  (i). 


JR  =  /iF(V)  +  (r), 


/•  =: 


I  -he  cos  MP* 


^'^  Iv       *    I 1 

f  V==:  -p  VI  -he*-h2ecosiv, 

et,  dans  les  seconds  membres,  on  considerera  les  elements  du  mouvementellip- 
tique  comme  des  constantes. 

On  voit  que  ^  est  constamment  negatif  et  reprend  les  memes  valeurs  quand 
on  repasse  par  la  memo  anomalie  vraie  \s\  dans  les  revolutions  successives. 
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Done  a  diminue  sans  ccsse,  et  do  la  nicmc  quantite  dans  chaque  revolution; 
n  aiigmentera  toujours,etproportionnellement  au  nombre  de  revolutions  accom- 
piies;  il  y  aura  done  line  acceleration  seculaire  du  moyen  mouvement.  II  y  aura 
aussi  unc  diminution  sceulaire  du  parametre;  mais  on  ne  pent  pas  sc  prononeer 
a  priori  pour  Texcentricite,  parce  que  le  facteur  eosMt'  -he,  qui  figure  dans  I'ex- 

pression  de  -j-.y  est  tantot  positif  et  tantot  negatif. 

93.  Nous  faisons  niaintcnant  riiypotliese  que  les  fonetions  F(V)  et  '|(r)  sont 
proportionnelles  a  des  puissances  de  V  et  de  r, 

(4)  F(V)  =  V/',  +(/•)  =;!;,>  « = /' S'' 

II  vient  alors 

I  da  a/i     ,  ,  ,  V'-* 

--77—— ^  (1 -|-c'4-2ecos«r)  -        , 

a  dt  \  —  c-  '    r't 

de  \P-^ 

(5)  {      -7- =— 2//(cosir-he) — --» 

dm  ,    .        \>-* 

dt  /•/ 

II  y  a  lieu  de  remplacer  r  et  V  par  lours  valeurs  (3),  et  de  prendre  sv  pour 
variable  independante,  en  reniplagant  dt  par 

r*d\v 
dt^-j—^' 

On  Irouve  ainsi 

I   da  -ih'  ^  ''^  , 

- -J—  T^ —         — 7  (i -h  t'-4- 2^^C0S»r)    '     (l  4- 6' cos ir )''--, 

a  dw  i  —  f*  ^ 

de  ^^ 

-,-  =  —  2/i'(cos<i'  H-  6')(  I  -h  e^-h  aecosif)  -    (i  ■+■  ecostv)^'*, 

din  '-— 

e  -r-  :=: —  xA' Sill<v(l  4- ^'- -H  2eC0S<f  )    "     ( I -+- e  COS  ii' )''"', 


(6) 


h'  =  h 


pi     ' 


On  pourrait  songer  aussi  a  prendre  pour  variable  independante  Tanomalie 
cxcenlrique  u\  en  employant  les  forniules 


/•  =  ^/(i  —  6'cos^/),  V 


cos  N  -  -  c 


COSH— ,  siinrnzV' *^  __  , 


,  I  —  a  coi>u    , 

dl  t:^ du , 

n 
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on  Irouverait  aisement 


(7) 


1   da 
a  du 

de 
du 

drs 

du 


2h" 


1  —  e^ 


(i  4-  ecosu)~^ 


P-i 


=T  —  2  h^'  cos  u 


(i  — ecosw)   * 

p-i 
(i-f-ecosa)  * 


+9 


/>-! 


2/l' 


Sji—e- 


sina 


(i  —  ecosw)  * 

£-1 

(i  4-ecos//)  ■ 
(i  —  ecosw)  * 


-h7 


+7 


h'  —  hi.i  —  e^) 


a 


Mais  ces  formules  (7)  sont  moins  avantageuses  que  les  precedentes. 

On  voit  que  Texpression  (6)  de  -j-  prend  des  valeurs  egales  et  de  signes 

contraires  quand  w  se  change  en  2tc  —  q^ ;  done,  au  bout  d'une  revolution,  xs  re- 
prend  sa  valeur  primitive.  Ainsi,  la  longitude  du  perihelie  n'a  pas  d'inegalite 
seculaire,  mais  seulement  des  inegalites  periodiques. 
On  a,  maintenant,  ce  developpement  toujours  convergent 

£-1 

(8)        (1  + e*4- 2ecosiv)  *    (n- ecosw^)''-*  =:  Ao-+- Ai  cosiP -H  AiC0S2(p -h. . . , 

oil  les  coefficients  A©  et  A,  peuvent  etre  representes  par  les  expressions 


(9) 


Ao  =  -  /    (1  4-e*-+-2ecosiv)  *  (1  4- ecostv)'7-*c^«s 

2     /•''  ^— 

Ai=:-  I     (i-f-e'-f-2ecos^v)  '  {i-\-  ecosw)'''* coswdw. 


Les  formules  (6)  donnent  ensuite 

-T-  = 3— i  I  Ao(i  -t-e*)  -t- Aie4-  [A,(n-e*)  -f- 2eAo-f-eA,]  cosw 


•  •  ■  « 


de^ 
dw 


—  2h'\  Aoe-4-  -  Ai-t-f  Ao-f-eAi-+--^  A,j 


COSiV 


1. 

•  •  •  I J 


d'oii,  en  integrant, 


8a  =z  — 


Y^^y,  [Ao(i-+-e«)-f-A,e]w^, 


Se  =^—  2h'  (A^e  4-  -  Aj  j  u'. 


d,a  =  — 


2  ah' 


s  —  e- 


[Ai(i  H-  e')  4-  2eAo4-eA,]  sinwp'  — . . 


die  =  —  2AM  Ao  4-  eA,  4 —  A,  J  sinw—  . . . , 


INFLUENCE    u'tN    MILIEU    RESISTANT.  221 


o,a  et  o^e  representanl  les  inegalitcs  periodiques  que  nous  laisserons  de  cote; 
Sa  et  oe  sont  les  inegalites  seculaires,  dans  lesquelles  nous  pourrons  remplacer 
fv  par  /I/,  ce  qui  nous  donnera 

—  =r~  --— ,  [A,(l-4-e»)4-A,6>]w^ 
(10) 

de  =  —  2A'(.\oe-h  -  Ky)  nl. 

La  premiere  des  fbrmules  (9)  montre  que  Ao  est  essentiellement  positif ;  la 
seconde  donne,  a  Taide  d'une  integration  par  parties, 

Ai  =  —    /     (1  -h  6'*-+-  aecoscr)  *    (i  -t-  t'C0S(r)7-'[(/?  —  i)(i  h-  t'COSit^) 

-h  (7  —  2) ( I  -f-  e*  4-  2  e  cos »')]  sin'  wcfir. 

Cette  expression  est  essentiellement  positive  si  I'on  a  simultanement 

done  alors,  d'apres  (10),  oe  est  essentiellement  negatif;  I'excentricite  diminue 
sans  cesse. 

94.  Cas  des  orbites  peu  excentriques.  —  Developpons  les  expressions  (9) 
de  Ao  et  A,  en  negligeant  e^;  nous  aurons 

fJrl 
(i  -+-  e'-f-  2ccostf)  *    =z  I  -\-  {p  —  i)ecos«'; 

(i  4- ecosir)^"-  =  I -\-(r/ — '2)ecosw. 

Nous  en  tirerons  aisement 

Au  =  I , 

Ai  =  ip  -h  7  —  3)t% 


6<f 


—  1=  —  A  li' n  f,  oc  =1  —  h' nt(p-h  fjf  —  1 )  c. 

On  n'a  pas  reconnu,  dans  le  mouvement  de  laTerre,  ni  dans  les  mouvements 
des  planetes,  la  moindre  acceleration  seculaire;  mais  il  n'en  est  pas  de  meme 
pour  les  cometes,  ou  du  moins  pour  Tune  d'entre  elles,  la  comete  d'Encke. 

95.  Cas  des  combes.  —  On  ne  pent  plus  employer  dans  ce  cas  les  deve- 
loppements  suivant  les  puissances  de  rexcentricitc.  On  est  reduit  a  faire  des 
hypotheses  sur  les  exposants  p  et  y,  et  a  calculer  les  valeurs  correspondantes 
des  quantites  A^  et  A,  par  les  fbrmules  (9). 
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Avant  de  proceder  au  developpement  de  ces  hypotheses,  calculons  —  et  S^, 
en  faisant  e  =  sin  (p.  Les  formules  (lo)  nous  donneront 


—              T"  [Ao(i4-e')  4- A,e]/1/, 

n             cos*9  ^                            i    J      ' 

do——  (•?.Aoe-hAi)nt, 

^            coscp  ^                     1/       » 

d'oii 

00 

n            coscp  ""'''' 

en  faisant 

(13) 

U/..V 

Ao(H-  e')  H- A,  e               Ao(i  —  ^)  —  A, 
2Aoef4-Ai                  '        Ai -h  2A06' 

J'ai  calcule  les  valeurs  de  H^,^  pour  diverses  valeurs  entieres  et  positives  de  p 
et  de  9^  —  2.  Lorsque  p  est  impair,  les  expressions  (9)  de  A^  et  A,  sont  des 
fonctions  entieres  de  e,  que  Ton  calcule  sans  peine.  Lorsque^  est  pair,  A^,et  A, 
s'expriment  a  Taide  des  integrales  elliptiques  completes  de  premiere  et  de 
seconde  espece,  relatives  au  module  e.  Je  vais  donner  quelques  indications  sur 
le  calcul,  lorsque  p  =  2  et  q  =  2. 

On  a  alors 

ce  qui  est  I'hypothese  d'Encke.  On  trouve,  en  introduisant  d'abord  I'anomalie 
vraie,  puis  Tanomalie  excentrique, 

A  /         »x       4  I    r""/         1  xf^         O  —  e^y    r'^  (H-ecosw)*    , 

^•^0  ^       Jo     (i  — e«cos«a)» 

At-H2Aoe=:—  /    (1  + e'-f- 2ecosw')*(cosiV4- e)^^^ 


0 


_  2(1  — e«)* 


-e*)*      /*   cosa(n-ecosw)'  , 
J,         (i-e»cos«a)^ 


On  pent  ne  garder  que  les  puissances  paires  de  cosm,  et  remplacer  ensuite  u 
par  90®  —  u\  il  vient 


ir 


.    ,          •x       4           2(1  — e-)'    r' (i-+-6e'sin*a-he*sin^M)  , 
Ao(i  +  e')  +  A|e—     ^        J ^5 ^^"' 


0 


A,+  2Aoe:^     \,  J      ^3 ^^> 


0 

A*z=:  I  —  e*sin*£/. 
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On  peut  remplacer  e'^sm'-u  par  i  —  A^,  et  les  expressions  precedentes  de- 
viennent 

2(,^.  ^i)»    r'/S         8 


-.^-^la-i'-d"- 


tz 


Or,  la  formule  generale 


TC  TT  1C 

da  ..    r^    (in  .  .    /-»    rf« 


t^^p- 


=ZQ 


(2p-\-i){i^e^')J   ^.-2p(2^e^)J    ^^4.(2/>-i)y 

donne 

IT  IT  7C 

Si  Ton  represente  par  F,  et  E,  les  inlegrales  completes  de  premiere  et  de 
seconde  espece. 


It  7C 


on  trouve  sans  peine 

Ao(i  +  e«) -I- A,6' =  2  i=l^  fs -!^t^  E,  -  (5  4- 3e«)  F,  1, 

A,4-2Aoef.=  4-3^~[-^^ri^i-(i-^3e>)F.], 

I      8_(  I  -f-  6>^)  E.  —  (I  —  rM  (5  -h  3g')  F^ 
-'-"^  2  ''  ("i  4-  7  e*)  Ej  -  (I  -  e')  ( I  -h  3e»)  F,  * 

J'ai  suppose  e  =  o,85,  ce  qui  est  voisin  de  rexcentricite  de  la  comete  d'Enckc, 

et  en  entrant  dans  les  Tables  de  Legendre  avee  ['argument  0  =  arcsino,85,  j'ai 

trouve 

F,=  2,10995,        E,i=  1 ,22810,        II,.,  — 0,97. 

Cela  pose,  voici  les  valeurs  que  j'ai  obtenues  : 

IIi,s=r,<)i.        11,, .  =  (),<)-,        113.4=0, 9J>        H4,,  =  o,94,        H5,=  o,94, 

Hi, 3^  0,90,       lu,:,  =  o,9r>,       113.3^0,94.       IU,3  =  0,94,      n5.,  =  o,9i. 

Hi,v=  o,«)4.         H2,i=  <>,9i'         H3.i  =  o,93. 
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On  voit  que  ccs  valeurs  sont  assez  peu  differentes  les  unes  des  autres.  II  est 
facile  d'indiqucr  la  raison  de  ce  fait.  On  a,  en  effet,  d'apres  les  formules  (9)  et 

/     (i -i- e*4-2^costr)  *    (i  4- ecos(r)'7-*^(r 


A*. 7  —  n^  P-^ 


J'     (i -f- e*4- aecosii^)  *    (j -\- e cos iv)"/-^ {2 e  cos w-h  2 e^)cii%> 
u 

Or, 

2  e  cos  iv  4-  2  e*  =  I  -4-  2  e  cos  <r  -h  e*  —  ( i  —  e' ) ; 

il  en  resulte 


Pt9  —  ^7C  p-i 


n 


n- e*-f- 2ecos(v)  *    (1 -f-e  coscv)7-*^(f 


i-(i-e')^ 


f  ( 1  +  e» 


/»-H| 


2ecos<v)  *    (i -h  e  cosiv)f-^  div 


Je  pose 

(i3) 

I -+- e' 4- 2  c  cos  ir            ^        l-i-ecOSii^ 
n  — ,            r        , 

I  H-  6^*  4-  2  c                                 I  -\-  e 

et  il  vient 

H                                  "^ 

I  —  e*     Jo 

(14-e)*     z*^    iLti 


/   /  „  e(i-^e) 


H-  e  —  (I  —  e;)c7 


XII   P-i 

/    Y)  «   C^y-i^i^ 

On  pent  calculer  par  quadratures  les  deux  integrales  qui  fif^urent  dans  Tex- 
pression  de  a.  Soient 

"^09         "'Jl*  •   •   •  »         ■'Jv— !♦ 

^0»  Sl>  •  •   •  >         ^V— 1 

les  valeurs  numeriques  de  y]  et  de  J^  qui  correspondent  aux  valeurs 

o,  ->  . . .,         (v  —  i)  -  de  iv; 

V  V 


INFLL'ENCE    \)\s    MILIEll    RKSISTANT.  225 


on  aura,  pour  valour  approcbee  de  la  premiere  integrale 


I;  (  I  _1_  r,~~^  *"/~-  -4-         -4-  Y,^"  "'/  ~- ) 


et  une  expression  analogue  pour  la  seconde  integrale.  II  en  resultera  cetle  valeur 
approchee 

(10)  fJ  ~- , 1 • 

Voici  Ics  donnees  numeriques  qui  correspondent  au  cas  de  v  =  9, 

ii'o  =  o^  T,o  =  1 ,  000  o,  (Jy  =  1 ,  000  O, 

ii',  =  ao,  r^,  =  o,t)70i,  ?i  =  o,972  3. 

«'2=4o.  T,2  =  o,883  8,  (J*  =  0,892  5, 

"'3=60,  7,3—  0,7  )I   G,  ?3=  0,770  3, 

(ri  =  8o,  T,i  =  0,089  1,  ?;;■=  o,r)>o3, 

cr5=ioo,  r,5  — 0,4171,  ;-,  =  o,/|C)o8. 

ii'g=  lao,  Tr,6  =  o,-25i9,  ?K=o,3io8, 

il'7=l4o,  7)7-—  0,1'2*.4  8,  57=0,l88r>, 

«'8=i6o,  r,R=:o,o36  5.  5»~o,io8  8. 

On  trouvera,  par  exemple,  pour/?  =  2  et  y  =  4,  les  valeurs  suivantes  : 

0 1 , 000  o  1 , 000  o 

1 o , 93 1  I  o , 903  1 

i 0,7/18  8  0,661  8 

3 o,5i4  4  0,380  6 

\ o ,  !i9'5  5  o ,  1 86  6 

0 0,1371  0 ,057  '.K 

6 o,oi88  0,0124 

7 o,oi'.>.  5  0,001  5 

8 o , 00 1  1  o , 000  I 

3,6893  3,2094 

d'oii 

3,689.3  g,^ 

7=  ~ — ^=  i,i56, 
6 , 2094 

apres  quoi  la  formule  (i/j)  donnera  W^.s  =  o,c)'38. 

On  voit  que  les  premiers  elements  des  deux  integrales  sont  voisins  de  i  et  ([ue 

lesderniers  sont  petits;  le  rapport  cj  sera  done  generalement  voisin  de  i,  mais 

>i,  car  les  elements  de  Tintegrale  placee  en  denominateur  sonl  inferieurs  a 

ceux  de  I'integrale  qui  figure  au  numerateur  de  t.  D'ailleurs,  dans  la  formule 

(i4)»  (y  est  multiplie  par  i  —  e  =  o,i5,  quantie  relativement  petite.  Pour  de 
T.  -  IV.  29 
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grandes  valeurs  dc  p  et  de  q,  on  aiirait  ties  sensiblement  i  =  i ,  ct,  en  vertu  de 
la  formule  (i4)» 


9. 


En  renjarquant  que,  approximativement,  yj  =  J^  =  cos^— »  M.  Radau  Irouve 
Texpression  Ires  approchoe 


„            y  -\-  e        I  —  c             I  ^  o ,  08 1 

"/','/  =  " -^      ,~~  — ; 7  =^0,920  -h 


9.  I -h  e  p -h  iq  —  ^  ^  p'\-iLq  —  l\ 

On  voit  done  que,  au  point  de  vue  de  la  representation  des  observations,  on  ne 
gagnera  rien  a  augmenter  les  valeurs  de/?  et  de  q. 

96.  Voyons  maintenant  ce  que  les  observations  de  la  comete  d'Encke  nous 
ont  appris  au  sujet  du  milieu  resistant.  Les  calculs  de  V.  Asten  sur  les  appari- 
tions de  la  comete  cntre  les  annees  1819  et  i865  ont  montre  qu'en  une  revolu- 
tion le  moyen  mouvement  diurne  et  Tangle  9  dont  le  sinus  =  e  eprouvent  les 
variations  suivantes  (M  : 

a/^  ==  4-  0",  1 04.1,         ^9  z=  -  V, 68  ±  o\  1 5. 

On  a  d'ailleurs 

n  =  1070'',        9  =57°49'- 

L'equation  (i  i)  donnera  done 

"/»,7  =  -"  o  COS 9—;^      .      ,j  =0,971  ; 

d'apres  Tcrreur  probable  de  ocp,  on  doit  s'attendre  a  voir  varier  H^,^  de  zh  —  de 

sa  valeur,  soit  de  ±0,039.  0"  pourrait  done  avoir  des  valeurs  comprises  entre 
1,01  et  0,93.  L'examen  des  valeurs  de  H^,^  donnees  a  la  page  223  montre  que  les 
valeurs  de  /?  et  de  y  restent  presque  arbitraires.  La  valeur  absolue  de  S/i  ne 
donne  rien,  si  ce  n'est  la  grandeur  du  coefficient  h. 

De  1 865  a  1871,  V.  Asten  a  trouve  que  Tacceleration  du  moyen  mouvement 
est  sensiblement  nulle;  les  nouveaux  calculs  de  M.  Backlund  donneraient, 
durant  cette  periode, 

o\oi^<on  <  o",  I. 


(»)  II  resulte  de  I^,  au  bout  du  temps/,  /  elant  oxprime  en  jours,  rin6galil6 

I                                  //\-                    /     t    \- 
-+-  -  o'.  10  j4  X  i>.()o  X  I  —  )  =  -1-  r»'/.4  ( 

•J.  \  I '200/  \  I  JiCO 

daus  la  longilude  de  la  comete. 
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II  y  a  done  eu  la  un  changement  dont  la  cause  est  restee  inexpliquee.  Do 
1871  a  1881,  M.  Baeklund  a  trouve  une  cerlaine  valeur  de  on,  et  de  1881  a  1891, 

une  valeur  plus  petite  de  ~  environ.  La  resistance  a-t-elle  diminue  reellement? 

M.  Baeklund  trouve  une  autre  explication  possible  dans  Tinfluence  des 
grandes  perturbations  de  la  comete  sur  la  resistance  elle-meme;  mais  alors  il 
arrive  a  cette  conclusion  que  I'exposant  q  serait  negatif,  de  sorte  que,  toutes 
choses  egales  d'ailleurs,  la  resistance  augmenterait  avec  la  distance  au  Soleil. 
Mais  cela  est  bien  improbable,  car  alors  d'autres  cometes  pcriodiques  auraient 
du  accuser  Texistence  du  milieu  resistant.  M.  Baeklund  pense  que  le  moyen 
d'echapper  a  cette  contradiction  consiste  a  supposer  le  milieu  resistant  discon- 
tinu ;  la  resistance  serait  alors  variable  avec  les  points  de  rencontre  de  la  comete 
avec  ce  milieu,  et  son  expression  ne  pourrait  pas  etre  developpee  en  serie  sui- 

vant  les  puissances  de  -  •  S'il  etait  possible  d'observer  la  comete  tout  le  long  de 

son  orbite,  on  arriverait  a  reconnaitre  les  points  oil  se  produisent  les  maxima  on 
les  minima  de  resistance. 

Un  apergu  des  dernieres  recherches  de  M.  Baeklund  a  ete  public  dans  le 
Bulleiin  astronomiquey  Tome  XI,  page  473;  Tensemble  paraitra  prochainement. 
Nous  devons  dire  que  I'auteur  a  ete  amene  a  conserver  dans  Texpression  de  Tano- 
malie  moyenne  un  petit  terme  periodique,  provenant  de  la  resistance,  et  dont  le 
coefficient  est  d'environ  5". 

On  nous  permettra  d'indiquer  un  point  qu'il  y  aurait  peut-etre  lieu  d'exa- 
miner.  On  a  remarque  que  le  noyau  des  cometes  periodiques  diminue  dans  le 
voisinage  du  perihelie  (voir  une  Note  de  Valz,  Comptes  rendus,  t.  VII);  la  surface 
de  la  comete  diminuant,  il  doit  en  etre  de  meme  de  la  resistance.  II  pourrait 
done  en  resulter  un  facteur  r^  avec  y'>o,  ce  qui  ramenerait  a  Tune  des  conclu- 
sions de  M.  Baeklund.  Enfin,  le  diametre  de  la  comete  d'Encke  n'est  pas  le  meme 
dans  toutes  les  apparitions;  la  loi  de  ces  changements  est  inconnue;  il  doit  en 
resulter  des  variations  plus  ou  moins  regulieres  dans  Tintensite  de  la  resistance ; 
il  y  aurait  peut-etre  lieu  d'avoiregard  a  la  diminution  de  la  masse  de  la  comete, 
a  la  suite  des  emissions  de  matiere. 

C'est  Encke  le  premier  qui  a  reconnu  la  diminution  progressive  de  la  duree 
de  la  revolution  de  la  comete,  et  a  conclu  a  Texistence  du  milieu  resistant,  dont 

il  supposait  Taction  de  la  forme  -;;-•  Ses  calculs  ont  etc  poursuivis  par  V.  Asten, 

maissurtout  par  M.  Baeklund,  qui  amerite  la  reconnaissance  des  astronomes  par 
son  immense  labeur.  Oppolzer  avait  cru  remarquer  une  acceleration  seculaire 
du  mouvement  de  la  comete  de  Winnecke,  mais  les  recberches  du  baron  de 
Haerdtl  ont  montre  qu'il  n'en  etait  rien. 

97.  On  pourrait  supposer  un  milieu  resistant,  repandu  dans  tout  Tespace,  tel 
que  Tether,  dans  lequel  se  deplacerait  le  Soleil,  entrainant  avec  lui  les  planetes 
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et  les  comeles;  la  question  est  alors  de  savoir  ce  qui  en  resullerait  pour  les 
mouvements  relatifs  des  planetes  et  des  cometes  autour  du  Soleil. 

Cette  question  a  ete  envisagee  deja  a  plusieurs  reprises,  notamment  par 
Euler  (^voir  le  Bulletin  des  Sciences  mathemaliques,  1879,  P'  '-^^)»  ^^>  dans  ces  der- 
niers  temps,  par  M.  Bredikhine  (^Annates  de  I*  observatoire  de  Moscou,  t.  VI).  Je 
suis  revenu  moi-meme  siir  ce  sujet  (Bulletin  astronomique^  t.  X,  p.  .')o4)f  et  je 
vais  reproduire  une  partic  des  calculs  contenus  dans  ce  dernier  article. 

Soient 
lescoordonnees  absolues,  la  vitesse,  la  masse  et  la  surface  du  Soleil; 

X,     Y,     Z,     V,     /;/,     S 

les  quantites  analogues  pour  une  planete; 

xSoF(Vo)     el    xSF(V) 

les  resistances  que  le  milieu  ofTre  aux  mouvements  du  Soleil  et  de  la  planete. 
Nous  avons  les  equations  differentielles  suivantes  qui  se  rapportent  a  I'axe 
des  X, 


fr  =    >'o  '^*  ,.3  —  >^  ^0  F  ( Vo ) 


'^'0-^^—         y"'0"^,.3    —  '^'^^Ol   V  ^O^y-    -^^-> 


/// 


^*X  .  x  ^  ^,_.     I     d\ 


/"'o'^^-p,   -3tS    F(V)     ^      -j-^y 


On  en  conclut 


0 


Soient  a,  p,  y  les  composantes  de  la  vitesse  de  translation  du  Soleil;  on  aura 

^Xo  ^/x  djc        ..,     /       dxy    (^     dy-y    [      dzy- 


"-ijj-(?-s)-(v+«j 


et  il  viendra 


('7)  7?7^  --.-/(.^„-^,;0  -  -  --■  S  -^(^-  4-«j  +  -  S,-^  a, 

et  deux  autres  equations  pareilles  pour  lesy  et  les  z;  x,  y,  z  sont,  comme  on 
voit,  les  coordonnees  de  la  planete  rapportees  a  des  axes  de  directions  inva- 
riables,  se  coupant  au  centre  du  Soleil. 


INFLUENCE    D  UN    MILIEU    RESISTANT.  229 

Si  I'on  suppose  le  Soleil  et  la  planete  spheriques,  de  rayons  R©  et  R,  et  de  den- 
sites  moyennespo  ^t  p,  on  aura 

3//?o -=  SoRoPo>         3/;^=z:SRp, 

d'ou 

S,      S         R    0 

niQ  '  m  '~  Ro  po 

Pour  les  planetes,  ^^  est  petit;  en  outre,  dans  le  cas  des  cometes,  —   est 

extremement  petit.  On  pourra  done  supprimer  les  derniers  termes  dans  les  se- 
conds membres  des  equations  (17),  et  prendre 

oil  Ton  a  pose 


r^    ~"^'  dt^   ^    /•»    "     '  dt^  ^     r»    -'^' 


Y  —  — /<      .    '     -.-  +3    .  h  =  x—. 


(18) 


.). 


V      \dl    '  "^J'  m 


F(V)  /ds  ^ 

^'=-''-V-\-dt^'/ 


v-(§-)'-(S-0'-(.^-/y 


98.  II  faut  niaintenant  calculer  Tinfluence  de  la  force  perturbatrice  dont  les 
composantes  suivant  les  axes  fixes  sont  X,  Y,  Z,  sur  les  elements  du  mouve- 
ment  elliptique  de  la  planete;  nous  nous  bornerons  aux  elements  a  et  e.  Nous 
prendrons  pour  plan  fixe  des  xy  le  plan  de  Torbite  primitive  de  la  planete,  Taxe 
des  X  etant  dirige  vers  la  position  initiale  du  perihelie.  Nous  partirons  des  for- 
mules  (A)  (l.  I,  p.  4^3),  dans  lesquelles  nous  devons  faire 

/m'S  =:      \  cosiv  H- Ysintr, 
fm'T  =— X  sini^H- Ycosw^, 


II  viendra 

da  9. 


dl        n  i/ 1  —  e^ 
('9)     ' 


[(i  H-  e  costr)     ( Ycos  w  —  X  sind)  -\-  e%\\\sv(\  cos(^p'-f-  Ysini^p')], 


^77=   V_! ^   [(cos(^'-h  cos//) (Ycos  (r  — X  sin <v) -h    sin(v(X  cos«^4- Ysintr)]. 


dl  ,j^ 


On  a  ensuile 


.r3z/-cos(v,         j^r=/-siniv, 


d.r  na         .  dy  na       ,  .  dz 

(20)  -- = sin  if,  -77  =: -__^.=  (cosn'H-e)»  ;77  ~  ^• 

dt  ^x  —  e^  dt        ^i—e-  «^ 
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Les  forinules  (i8),  (19)  ct  (20)  donnent  ensuite,  apres  reduction, 


da 
dJ 


ih        F(V) 


n  y/i 


/^i 


/  de 
It 


(21)       V^^^-^ 


asiniv  — 

V)  r  na 

—    —  p  -  r^__.^(coSil' 


j3(cosjr-4-  e)  —  na 


\  -\- e^  -\-  9.  e  cos  11' 


^) 


H-  cos//  I  a  sin»r  —  i  rosir  —  ///z  — —  ) 


99.  Supposons  d'abord    la  resistance  proportionnelle  a  la  vitesse,  de  sorte 
que  nous  pouvons  prendre 


F(V) 


\ 


-  =  I. 


Nous  trouvons,  en  negligeant  les  inegalites  periodiques,  pour  ne  conserver 
que  les  termes  seculaires. 


/  sin  \v  dt  =:  o,  1  cos  w  dt  =  —  r/, 


et  la  premiere  des  formules  (21)  donnera 


oa 


a 


—  —  7.  hi. 


dn 


n 


—  -^3/il; 


d'ou  une  acceleration  seculaire  du  moyen  mouvement,  independante  du  mou- 
vement  de  translation  du  Soleil;  —  serait  le  meme,  a  une  epoque  donnee,  pour 
toutes  les  planetes  on  cometcs. 

Passons  au  calcul  de  Sc;  nous  trouverons  sans  peine,  dans  les  memes  condi- 
tions que  precedemment, 


cos//  S\l\i%>dt  rr-.O, 


cos// 


/  cos  // 


dl~ ly 

Q 


9. 


et  la  seconde  des  formules  (21)  donnera 


3  v/i-^** 


2       na 


i.?f*l; 
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e  n'aurait  done  d'inegalite  seculaire  que  si  Ton  a  egard  au  iiiouvement  de  trans 
lation  du  Soleil,  et  eette  inegalite  ne  dependrait  que  de  la  composante  p. 

100.  Je  suppose  en  second  lieu  la  resistance  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse  (les  caiculs  sont  plus  faciles  que  dans  le  cas  du  carre).  On  aura  done 

F(V>     .,,     (dx      Y     (dv       y      ^ 

on  a  d^ailleurs 

(22)  VJz=a»4-;3*-hy-, 

et,  en  ayant  egard  aux  relations  (20),  on  trouve  sans  peine 

F'(^)       XT9         «    ^  \ -h  c' -h  9.e  co^iv  6(cosiT'-h  e)  —  a  sinif 

V  I  — e*  \/j  —  e^' 


La  premiere  des  formules  (21)  donne  ensuite 


da 

ill         V      ^                 I -f- e'              .              /^          inae  \ 
—  p  /?  —  na 4-  a  SI  II  w  —  1  3  H 1 

dt 

n\!  \  —  e^  y                       \l  \  —  e^                          \         \' \  —  e^/ 

\'«          «    ,  I -h  6*       inae^          ina          .                 ina 
X     V*-f-/«*rt- --\ ^ rzsintvH 

cos  ^v 


\ 


Si  Ton  a  egard  aux  relations  etablies  precedeinnient  et  a  la  suivante, 


3 


/                  ,         .->  6?-  —  2  -h  2  ( r  —  e* )  * 
/  cos  2  n'  dt  -—- / , 


on  trouve,  apres  un  calcul  assez  long. 


ou  bien 


^a 
a 


L  asj\  —  e;*  i -f- v '  —  ^*  V^  i  H- v  >  —  ^'J 


En  remettant  pour  V*  sa  valeur  (22),  on  peut  ecrire 


a-  r: — '-=  -H  y^  H ; (  ^  -h  3    ,^ -_^      ) 

L       I  4- \  F  —  <?-  iH-yi  —  e'    V^  \  t/    I -hoy/ 1  —  6'V 


da 

—  ==  —  2/1/ 

(23) 


av^i  —  6'*(i  4-3 


v/.-e')J' 
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cette  quantite  est  toujours  negative;  il  y  aurait  done  toujours  une  acceleration 
seculaire  du  moyen  mouvement. 

Le  calcul  de  ce  est  encore  plus  long.  J'ai  trouve 


|a«=-,„[,^-( 


,  —  le*  —  v/i  —  e'  )  (a»  —  (3-)  -H 

(24) 


4  A-*     e\^i  —  6'* 


2  '  /  ^  ■    '  (f     t-^^i  -e^ 


2^  V^^V    i4-vi-^'  ^   /J 


Si   Ton    suppose  Texcentricite  petite,  et  qu'on  la  neglige  dans  le  second 
membre,  il  vient 


'^=-a-'"^;l(^^''^S)' 


v/ 

de  sorte  que,  pour  une  orbite  convenablement  placee,  on  pourrait  avoir  Be  posi- 
tif  ou  negatif,  suivant  le  signe  de  p  qui  est  la  composante  de  la  vitesse  du  Soleil 
dans  la  direction  du  petit  axe  de  I'orbite  elliptique  initiale. 
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CHAPITRE  XIV. 

DE  LA  FIGURE  DES  ATMOSPHfiRES  DU  SOLEIL  ET  DES  PLANfeTES. 

THtORIE  COSMOGONIQUE  DE  LAPLACE. 


101.  Soil  0  {fig.  9)  le  centre  de  gravite  du  Soleil  ou  de  la  planete  que  I'on 
considere;  ce  corps,  de  masse  M,  est  anime  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme  autour  de  Ojs,  de  vitesse  co. 

L'atmosphere  AB  est  supposee  tourner  avec  la  meme  vitesse  autour  de  Os. 
Ghacun  de  ses  points  est  soumis  a  Tattraction  du  corps  central  et  k  I'attraction 


de  Tatmosphere;  il  faut  yjoindre  la  force  centrifuge  quand  on  etudie  Tequi- 
libre  relatif.  On  neglige  I'attraction  de  Tatmosph^re,  qui  doit  gtre  tres  faible. 

Dans  Tetat  d'equilibre,  la  forme  d'une  surface  de  niveau  BD  doit  etre  telle 
qu'en  chaque  point  la  resultante  des  forces  qui  sollicitent  une  molecule  soit 
normale  a  la  surface,  ou  bien  que  le  potentiel  soit  constant.  Prenons  deux  axes 
rectangulaires,  Ox  et  Oj,  dans  le  plan  de  Tequateur;  soient  x,  y,  z  les  coor- 
donnees  d'un  point  quelconque  N  de  la  surface  de  niveau  consideree.  On  devra 


avoir 


/M 


y/x-  -\-  y- 


^1 


■+-  -  Ci)'(j7*-+-v*)  =  const. 


Gette  equation  suppose  que  Ton  neglige  Taplatissement  du  corps  central,  de 
T.  -  IV.  3o 
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faQon  que  son  attraction  sur  le  point  N  soit  la  meme  que  si  toute  la  masse  etait 
concentree  en  0. 

Soient  ON  =  r,  :;0N  =  0 ;  on  aura 

et  I'equation  generale  des  surfaces  de  niveau  de  Tatmosphere  deviendra 

'   -  w'r' sin'9  =  const. 


ou  bien 

r  b^  b 

en  designant  par  k  une  constante  positive,  et  faisant 


102.  Discussion  de  T^quation  des  surfaces  de  niveau.  —  Toutes  ces 
surfaces  sont  de  revolution  autour  de  Oz\  il  suffit  d'etudier  la  section  meri- 
dienne,  dont  on  a  Tequation  (i)  en  coordonnees  polaires. 

On  a  les  formules 


(3) 

On  doit  done  avoir 
en  faisant 


sin©  =  6y/ y^ , 


.s0=:    y/^ 


•*  —  ^b^  kr  -h  2  ^^ 
cos 


r 


r  >  /'o         el         U  >  o, 


(4)  U=rr'-36«X7H-a6%         r,-  ^. 

Ainsi,  la  surface  de  niveau  est  tout  entiere  exterieure  a  la  sphere  r=  r„. 
Soit  yj  Tangle  que  fait  la  tangente  en  N  avec  le  prolongement  du  rayon  vec- 
teur  r.  On  a,  d'aprfes  les  formules  (3), 

(5)  tangY)=:/-7-- 


dr       v/( 3 At  —  a 6 ) ( r«  —  3 b*kr-\-  2 b*) 

L'equation  U  =  o  a  toujours  une  racine  negative,  et  n'en  a  qu'une,  d'apres 
le  theorfeme  de  Descartes.  La  condition  de  realite 

4/?*  -h  277*  <  o 
donne 

I  —  k*<o. 
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Ceci  nous  amene  a  distinguer  deux  cas  : 

T"*  /*>  T.  L'equation  U  =  o  aura  deux  racines  positives;  soil  r'  la  plus  petite. 
Le  rayon  vecteur  r  devra  etre  compris  entre  r^  et  r'; 

Pour 

/•  =f  /•<,,         ^  =  o, 

La  formule  (5)  montre  que  t-.  s'annule  pour  ^  =  t*  mais,  pour  cette  valeur, 
on  a 

b^  h 

U  =  -r^  (I  — A:'),         U<o;  done  '''<7' 

r  ne  pent  done  pas  recevoir  cette  valeur,  et  6  croit  constamment  de  o  a  -  quand 

r  augmente  de  r^  a  f .  On  obtient  ainsi  Tare  DB  qui,  d'apres  la  formule  (5),  est 
normal  aux  rayons  OD  et  OB.  La  courbe  meridienne  se  composera  de  quatre 
arcs  egaux  au  precedent. 

103.  Gonsiderons  maintenant  le  cas  de  X:  =  i .  On  a  alors 

U  =  (/-  — ^)'(rH-a^), 


v/^ 


sin0  =  b 


cos©  =  (^.-/)y/— ^:j— , 

3/>  rdB 

langY)  =  -7_ rnnr-r    —   --7— ' 

v/(3r-  ib){r-\-'xb)         «^ 

On  remarquera  que  Texpression  de  tangY]  a  perdu,  au  numerateur  et  au  de- 
nominateur,  le  facteur  6  —  r;  r  croissant  de  OD  =  /o  =  ^  a  OB  =  6,  6  croit  de  o 
a  90^,  ce  qui  nous  donne  Tare  DB  (Jig.  10).  Au  point  B,  on  a 

tangY)  =  v^3,        Y)  =:  60". 

r  continuant  a  croitre,  0  croit,  depassant  90°;  pour  r  =  00,  on  a 

sin0=:o,        cos0  =  — I,        0z=i8o*». 

La  courbe  a  une  branche  infinie  BH  qui  a  une  asymptote  parallele  a  Oz,  car 
on  a 


r  s\n6=:z  bi/  3 ;-,  \imrsin6  =  b^3. 
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II  Taut  prendre  les  parties  symetriques,  et  Tun  a  pour  la  courbe  meridienne 
I'ensenible  represente  dans  ^^fig-  lo. 

La  surface  a  une  nappe  fermee,  et  deux  nappes  infrnies.  II  y  a,  tout  te  long 
de  I'equateur,  une  arete  sailtante  qui  sert  de  jonction  entre  la  parlie  fermee  et 
les  nappes  infinies. 

Fig.  .... 


La  surface  de  niveau  qui  reponda  ^=  i  est  ce  que  Ton  appelle /a  fu'yace/<'6n° 
de  I' atmosphere.  Au  point  B,  on  a.  d'aprcs  (a  ), 


L'atlraction  est  exactement  egale  etopposee  a  la  force  centrifuge;  de  sorte 
qu'une  parlicule  materielle.  placee  en  fi.  ne  pese  plus  vers  le  point  S. 

i04.  Soient 
W  la  function  des  forces, 

R  la  resultante  de  I'attraction  centrale  et  de  la  force  centrifuge, 
f  I'angle  que  fait  R  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur  r,  en  allant  dans  le 

sens  des  8  croissants. 

On  a 

m  \ 


(6) 


1  R  cosy  — 
I  K  sin»^  - 


On  en  conclut 


(7) 


I  Rcos»  =  (a*/-sin*6— — 

!  ' 

I  R  sin9=:  <i)*rsin9cos9. 


Pour  que  la  resultante  soit  tournee  vers  I'interieur  de  la  masse  fluide,  it  faut 
qu'elle  soit  dirigee  suivant  la  normale  interieure,  laquelle  fait  avec  le  prolon- 
gement de  r  un  angle  obtus.  On  doit  done  avoir 

C0E7<0. 
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D'ailleurs,  R  est  essentiellement  positif.  Done,  d'apres  (7),  on  doit  avoir 

CO-/- sin* 6—  ^— T-  <  o, 

ou  bien 

/•'  sin*0  —  b^  <o. 

La  masse  doit  done  etre  tout  entiere  a  Tinterieur  de  la  surfaee 

/•*  sin*0  —  ^3  __  Q^ 

que  Roche  appelle  la  surface  limite. 

Cette  surface  de  revolution  a  pournieridienne  une  courbeBL,  B'L',  qui  admet 
I'axe  Oz  pour  asymptote. 

La  nappe  fermee  de  la  surface  libre  et  les  autres  surfaces  de  niveau  inte- 
rieures  sont  done  toutes  comprises  en  dedans  de  la  surface  limite. 

105.   Considerons  en  dernier  lieu  le  cas  de  X:  <  i . 

On  a,  en  designant  par  a:  et :;  les  coordonnees  rectangulaires  d*un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  meridienne, 


j7=:  /•  sin  6*=  bsj^k 


vA^^ 


=  \/'-- 


z  =:rcos6=  i/  /•*—  3^»X:-H  - — 


dz        /•»  —  b^ 


.t 


dr  I 

On  voit  que  x  augmente  constamment,  de  o  a  byj'ik,  quand  rcroit  de  r^  a 
rinfini.  Mais,  si  Ton  a 

,        lb  ,2 

z  commence  par  decroitre,  jusqu'a  ce  que  r  prenne  la  valeur  &,  apres  quoi 
z  croit  jusqu'a  Tinfini.  Nous  avons  ainsi  une  courbe  telle  que  FGL  La  surface 
de  niveau  semble  s'etre  ouverte  en  GG,. 

Pour  A<  «>  z  croit  immediatement  et  sans  cesse;  on  a  une  courbe  meri- 
dienne telle  que  QPQ'. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  si  le  fluide  atmospherique  qui  entoure  le 
Soleil  est  en  exces  a  un  moment  donne,  c'est-a-dire  s'il  depasse  la  surface 
libre,  cette  partie  excedante  doit  s'ecouler  par  Touverture  GG,  dans  le  plan  de 
Tequateur,  et  alors,  la  force  centrifuge  balangant  I'attraction,  les  particules 
correspondantesde  matiere  se  trouveront  libres,  ne  feront  plus  corps  avec  toute 
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la  masse,  et  se  mouvront  en  vertu  seulement  de  rattraction  solaire  et  de  leurs 
vitesses  initiales.  EUes  formeront  des  anneaux  cireulant  autour  du  Soleil,  mais 
devenus  independants  de  ratmosphere. 

106.  Caloul  de  6  dans  le  cas  du  Soleil  et  de  la  Terre.  —  Soient  ^  la 
duree  de  rotation  du  Soleil,  T  la  duree  de  revolution  d*uneplanete  dont  Torbite 
a  un  grand  axe  egal  a  ia.  On  a 

^TT  [\r^a^        ... 

1 

(8)  ^=a(iy, 

gj  —  T*  • 

Done  b  estle  demi  grand  axe  de  Torbite  d'une  planete  qui  accomplirait  sa  re- 
volution dans  le  temps  G  =  25^*.  Si  Ton  admet  que  les  donnees  a  et  T  se  rap- 
portent  a  la  Terre,  la  formule  (8)  donne 

b  =  Oy  i6Sa  =  o,  i68  x  2i5  rayons  solaires, 
^  =  36  rayons  solaires. 

L'atmosphere  solaire  ne  s'etend  done  pas  a  la  moitie  de  la  distance  de  Mer- 
cure  au  Soleil,  puisque  le  demi-grand  axe  de  Torbite  de  Mercure  =  83  rayons 
solaires. 

Considerons  maintenant  le  cas  de  la  Terre,  et  designons  son  rayon  par  p.  Si 
Ton  suppose  que  a  et  T  se  rapportent  a  la  Lune,  on  aura 


d'ou 


a^=z6op; 


T 

-  =  27  =  3'  environ. 


La  formule  (8)  donnera  done 

b=  -^-6,7p. 

Ainsi  done,  Tatmosphere  de  la  Terre  pourrait  s'etendre  jusqu'a  une  distance 
egale  a  plus  de  six  fois  le  rayon  terrestre. 

Poisson  a  trouve  dans  sa  Mecanique  (t.  II,  p.  611,  2*  edition) 

b  ■=!  6,61  p. 
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Mais  il  faut  remarquer  qu'on  trouve  ainsi  seulement  une  limiie  superieure  de 
la  hauteur  de  Talmosphere.  Poisson  pense  que,  bien  avant  cette  hauteur,  Tair 
est  iiquefie  par  le  froid. 

107.  Les  rayons  vecteurs,  maximum  et  minimum,  de  la  surface  libre  sont 
egaux  a  6  et  -5-;  Taplatissement  est  «•  Ces  memes  rayons  sont  ^  ct  «-t  pour  une 
surface  de  niveau  interieure  a  la  surface  libre.  L'aplatissement  est 

2b 

J  - 


3//" 

il  est  plus  petit  que  ^t  car  Tinegalite 


revient  a 


2b        I 
^"JkP^  3 


et  cette  derniere  inegalite  a  ete  demontree  pour  le  cas  de  X]>t. 

Ainsi,  Tatmosphere  du  Soleil  ne  s'etend  pas  a  la  moitie  de  la  distance  de 
Mercure  au  Soleil;  on  sait  que  la  lumiere  zodiacale  va  bien  au  dela  de 
Torbite  de  Venus,  et  meme  au  dela  de  celle  de  la  Terre.  D'autre  part,  la  lu- 
miere zodiacale  parait  sous  la  forme  d'une  lentille  fort  aplatie  et  Taplatissement 

est  beaucoup  plus  grand  que  x-  Pour  ces  deux  raisons,  la  lumiere  zodiacale 

n'est  done  point  Tatmosphere  du  Soleil,  et  puisqu'elle  environne  cet  astre  les 
particules  qui  la  composent  doivent  circuler  autour  du  Soleil  suivant  les  memes 
lois  que  les  planetes;  «  c'est  peut-etre,  dit  Laplace,  la  cause  pour  laquelle  la 
lumiere  zodiacale  n'oppose  qu*une  resistance  insensible  aux  mouvements  des 
planetes  ». 

108.  R6sum6  du  syst^me  oosmogonique  de  Laplace.  —  Quoique  les  ele- 
ments du  mouvement  des  planetes  varient  beaucoup  de  Tune  a  I'autre,  ils  ont 
entre  eux  des  rapports  qui  peuvent  nous  eclairer  sur  leur  origine.  Ainsi,  toutes 
les  planetes  se  meuvent  autour  du  Soleil  dans  le  sens  direct,  et  presque  dans  le 
meme  plan.  Les  satellites  se  meuvent  autour  de  leurs  planetes  dans  le  meme 
sens,  et  a  peu  pres  dans  le  meme  plan  que  les  planetes.  EnBn,  le  Soleil,  les  pla- 
netes et  les  satellites  dont  on  a  observe  les  mouvements  de  rotation  tournent  sur 
eux-memes  dans  le  meme  sens,  et  a  peu  pres  dans  le  plan  de  leurs  mouvements 
de  translation. 

Un  phenomene  aussi  extraordinaire  n'est  point  Tedet  du  hasard.  II  indique 
une  cause  generale  qui  a  determine  tons  ces  mouvements.  Laplace  evalue  la 
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probabilite  pour  que  les  quarante-deux  mouvements  connus  de  son  temps 
(mouvements  de  revolution  et  de  rotation  du  Soleil,  des  planetes  et  des  satel- 
lites) soient  directs,  quand  on  les  rapporte  a  la  position  de  Tequateur  solaire. 
II  trouve  plus  de  quatre  mille  milliards  a  parier  contre  un  que  cette  disposition 
n'est  point  Teffet  du  hasard.  Cette  probabilite  est  encore  augmentee  considera- 
blement  aujourd'hui,  puisqu*au  lieu  de  quatre  planetes  telescopiques  entre 
Mars  et  Jupiter  on  en  connait  plus  de  4oo  qui  ont  toutes  des  mouvements  di- 
rects, et  meme  dont  les  plans  font  avec  le  plan  de  Tecliptique  des  angles  ne 
depassant  pas  le  {  d'un  angle  droit. 

Nous  devons  done  etre  convaincu  qu'une  cause  primitive  a  dirige  les  mouve- 
ments planetaires. 

Un  autre  phenomene  egalement  remarquable  du  'systeme  solaire  est  le  peu 
d'excentricite  des  orbites  des  planetes  et  des  satellites  (pour  les  anciennes  pla- 
nfetes,  les  excentricites  sont  au-dessous  de  0,20,  etde  o,35  dans  le  cas  des  nom- 
breux  astero'ides).  Ainsi,  Ton  a,  pour  remonter  a  la  cause  des  mouvements  pri- 
mitifs  du  systeme  planetaire,  les  quatre  phenomenes  suivants  ; 

Les  mouvements  des  planetes  dans  le  meme  sens,  et  a  peu  pres  dans  un  meme 
plan; 

Les  mouvenrients  des  satellites  dans  le  meme  sens  que  ceux  des  planetes; 

Les  mouvements  de  rotation  de  ces  differents  corps  et  du  Soleil  dans  le  meme 
sens  que  leurs  mouvements  de  translation  et  dans  des  plans  peu  differents; 

Le  peu  d'excentricite  des  orbites  des  planetes  et  des  satellites. 

109.  Laplace  remarque  que,  quelle  que  soit  la  nature  de  la  cause  qui  a  pro- 
duit  ou  dirige  les  mouvements  des  planetes,  il  faut  qu'elle  ait  embrasse  tons 
ces  corps,  et,  vu  la  distance  prodigieuse  qui  les  separe,  elle  ne  pent  avoir  ete 
qu'un  fluide  d'une  immense  etendue.  Pour  leur  avoir  donne  dans  le  meme  sens 
un  mouvement  presque  circulaire  autour  du  Soleil,  il  faut  que  ce  fluide  ait  en- 
vironne  cet  astre  comme  une  atmosphere.  La  consideration  des  mouvements 
planetaires  nous  conduit  done  a  penser  que  Tatmosphere  du  Soleil  s'est  etendue 
primitivement  au  dela  des  orbites  de  toutes  les  planetes,  et  qu'elle  s'est  resser- 
ree  successivement  jusqu'a  ses  limites  actuelles. 

Ici,  il  convient  de  citer  un  passage  important  de  Laplace  {Exposition  du  Sys- 
time  du  Monde,  6*  edition,  p.  4^2)  : 

«  Herschel,  en  observant  les  nebuleuses  au  moyen  de  ses  puissants  teles- 
copes, a  suivi  les  progres  de  leur  condensation,  non  sur  une  seule,  ces  progres 
ne  pouvant  devenir  sensibles  pour  nous  qu'apres  des  siecles,  mais  sur  leur  en- 
semble, comme  on  suit  dans  une  vaste  foret  Taccroissement  des  arbres  sur  les 
individus  de  divers  ages  qu'elle  renferme.  II  a  d'abord  observe  la  matiere  nebu- 
leuse  repandue  en  amas  divers  dans  les  diflerentes  parties  du  ciel  dont  elle  oc- 
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cupe  une  grande  etcndue.  II  a  vu  dans  quelques-uns  de  ces  amas  cette  matiere 
faiblement  condensee  autour  d'un  ou  de  plusieurs  noyaux  peu  brillants.  Dans 
d'autres  nebuleuses,  ces  noyaux  brillent  davantage  relativement  a  la  nebulosite 
qui  les  environne.  Les  atmospheres  de  chaque  noyau  venant  a  se  separer  par  une 
condensation  ulterieure,  il  en  resulte  des  nebuleuses  multiples,  formees  de 
noyaux  brillants  tres  voisins  et  environnes  chacun  d*une  atmosphere ;  quelquefois 
la  matiere  nebuleuse,  en  se  condensant  d'une  maniere  uniforme,  produit  les 
nebuleuses  que  Ton  nomme  planetaires .  Enfin,  un  plus  grand  degre  de  conden- 
sation transforme  toutes  ces  nebuleuses  en  etoiles.  Les  nebuleuses,  classees 
d'apres  cette  vue  philosophique,  indiquentavec  une  extreme  vraisemblance  leur 
transformation  future  en  etoiles  et  Tetat  anterieur  de  nebulosite  des  etoiles 
existantes.  Ainsi  Ton  descend,  par  le  progres  de  la  condensation  de  la  matiere 
nebuleuse,  a  la  consideration  du  Soleil  entoure  autrefois  d'une  vaste  atmosphere, 
consideration  a  laquelle  je  suis  remonte  par  Texamen  des  phenomenes  du  sys- 

teme  solaire Une  rencontre  aussi  remarquable,  en  suivant  des  routes  oppo- 

sees,  donnea  Texistencedecetetat  anterieur  du  Soleil  une  grande  probabilite.  » 

110.  Considerons  done  une  nebuleuse  tres  etendue,  a  condensation  centrale, 
animee  d*un  certain  mouvement  initial,  et  soumise  a  Tattraction  mutuelle  de  ses 
divers  points.  Si  Ton  considere  le  mouvement  relatif  de  la  masse  autour  de  son 
centre  de  gravite  0,  il  y  aura  un  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  du  couple 
resultant,  qui  sera  le  plandel'equateur,  et  Ton  aura,  en  appelant  Oz  la  normale 
a  ce  plan.  Ox  et  Oy  deux  axes  fixes  situes  dans  le  plan  de  Tequateur,  x  ^i  y 
les  coordonnees  d'un  element  de  masse  quelconque  m. 


(9)  ^=  V — ?; 

(0  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation;  p  designe  la  distance  de  la  molecule  m  a 
I'axe  Oz,  et  I,mp^  le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  a  0^;  co  est  con- 
stant. 

Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  appliquer  la  theorie  exposee  plus  haut  et 
relative  a  Tatmosphere  du  Soleil.  Cette  atmosphere  ne  peut  pas  s'etendre,  dans 
le  plan  de  I'equateur,  a  une  distance  plus  grande  que  la  quantite  b  definie  par  la 
relation 

(10)  b^=-L-.. 

T.  -  IV.  3i 
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Supposons  que,  du  temps  t^  au  temps  /,  le  corps  se  contracte  en  restant  sem- 
blable  a  lui-meme,  toutes  les  distances  telles  que  p  acquerant  le  facteur  x-^  i  ; 

d'apres  (9),  co  aura  le  facteur  -^>  et  d'apres  (10),  b  le  facteur  x^.  Ainsi  (/ig.  1 1) 

()B'=:OBoXx'; 

mais  si  le  point  B„  de  la  surface  est  venu  en  B,  on  a 

OB=:OBoXx; 
done 

OB'^OBxx';         OB'<OB 

Ainsi,  le  point  B'cstentre  le  point  Bet  le  point  0.  Done  la  portion  de  la  masse 
conlenue  entre  B'  et  B  va  cesser  d'appartenir  a  I'atmosphere  et  elle  formera  une 
serie  d*anneaux  circulaires  tournant  librement  autour  du  point  0. 

Fig;.  II. 


Les  choses  ne  se  passeront  pas,  en  general,  avec  cette  grande  simplicite  et  Ton 
pent  se  borner  a  dire  que  la  limite  de  I'atmosphere  pent  tomber  en  dedans  de 
I'atmosphere,  ce  qui  exige  la  separation  d'une  partie  de  la  masse. 

On  voitqu'au  point  de  separation  la  vitesse  lineaire  du  point  Best  superieure 
a  celle  du  point  B',  puisque  le  rayon  OB'B  tournait  avec  la  vitesse  angulaire  co, 
et  que  Ton  a  OB  >  OB'. 

On  s'explique  done  ainsi  qu'il  y  ait  des  zones  de  vapeurs  successivement 
abandonnees  : 

c<  Si  toutes  les  molecules  d'un  anneau  de  vapeurs  continuaient  de  se  conden- 
ser sans  se  desunir,  elles  formeraient  a  la  longue  un  anneau  liquide  ou  solide. 
Mais  la  regularite  que  cette  formation  exige  dans  toutes  les  parties  de  I'anneau 
et  dans  leur  refroidissement  a  du  rendre  ce  phenomene  extremement  rare. 
Aussi  le  systeme  solaire  n'en  offre-t-il  qu'un  seul  exemple,  celui  des  anneaux 
de  Saturne.  Presque  toujours  chaque  anneau  de  vapeurs  a  du  se  rompre  en  plu- 
sieurs  masses  qui,  mues  avec  des  vitesses  tres  peu  differentes,  ont  continue  de 
circuler  a  la  meme  distance  autour  du  Soleil.  Ces  masses  ont  du  prendre  une 
forme  spheroidique  avec  un  mouvement  de  rotation  dirige  dans  le  sens  de  leur 
revolution,  puisque  leurs  molecules  interieures  avaient  moins  de  vitesse  rcelle 
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que  les  superieures;  elles  ont  done  forme  autant  de  planetes  a  Tetat  de  vapeurs. 
Mais  si  l*une  d'elles  a  ete  assez  puissante  pour  reunir  successivetnent,  par  son 
attraction,  toutes  les  autres  autour  de  son  centre,  Tanneau  de  vapeurs  aura  ete 
ainsi  transforme  en  une  seule  masse  spheroidique  de  vapeurs,  circulant  autour 
du  Soleil,  avec  une  rotation  dirigee  dans  lesens  de  sa  revolution.  Ce  dernier  cas 
a  ete  le  plus  commun;  cependant  le  systeme  solaire  nous  offre  le  premier  cas 
dans  les  petites  planetes  qui  circulent  entre  Mars  et  Jupiter 

))  Maintenant,  si  nous  suivons  les  changements  qu'un  refroidissement  ulte- 
rieur  a  du  produire  dans  les  planetes  en  vapeurs  dont  nous  venons  de  concevoir 
la  formation,  nous  verrons  naitre,  au  centre  de  chacune  d'elles,  un  noyau  s'ac- 
croissant  sans  cesse  par  la  condensation  de  Tatmosphere  qui  I'environne.  Dans 
cet  etat,  la  planete  ressemblait  parfaitement  au  Soleil  a  Tetat  de  nebuleuse  oil 
nous  venons  de  le  considerer;  le  refroidissement  a  done  du  produire,  aux 
diverses  limites  de  son  atmosphere,  des  phenomenes  semblables  a  ceux  que  nous 
avons  decrits,  c'est-a-dire  des  anneaux  et  des  satellites  circulant  autour  de  son 
centre,  dans  le  sens  de  son  mouvement  de  rotation,  et  tournant  dans  le  meme 
sens  sur  eux-memes.  La  distribution  reguliere  de  la  masse  des  anneaux  de  Sa- 
turne,  autour  de  son  centre  et  dans  le  plan  de  son  equateur,  resulte  naturelle- 
ment  de  cette  hypothese,  et  sans  elle  devient  inexplicable  :  ces  anneaux  me 
paraissent  etre<les  preuves  toujours  subsislantes  de  Textension  primitive  de  Tat- 
mosphere  de  Saturne  et  de  ses  retraites  successives.  Ainsi  les  phenomenes  sin- 
guliers  du  pen  d'excentricite  des  orbes  des  planetes  et  des  satellites,  du  peu 
d'inclinaison  de  ces  orbes  a  Tequateur  solaire,  et  de  I'identite  du  sens  des  mou- 
vements  de  rotation  et  de  revolution  de  tous  ces  corps  avec  celui  de  la  rotation 
du  Soleil,  decoulent  de  Thypothese  que  nous  proposons  et  lui  donnent  une 
grande  vraisemblance. 

»  Si  le  systeme  solaire  s'etait  forme  avec  une  parfaite  regularite,  les  orbites 
des  corps  qui  le  composent  seraient  des  cercles  dont  les  plans,  ainsi  que  ceux 
des  divers  equateurs  et  des  anneaux,  coincideraient  avec  le  plan  de  Tequateur 
solaire.  Mais  on  conijoit  que  les  varietes  sans  nombre  qui  ont  du  exister  dans  la 
temperature  et  la  densite  des  diverses  parties  de  ces  grandes  masses  ontproduit 
les  excentricites  de  leurs  orbites  et  les  deviations  de  leurs  mouvements  par  rap- 
port au  plan  de  cet  equateur.  »  (Laplace,  Exposition  du  Systeme  du  Monde,  G*  edi- 
tion, p.  5o2-5o4.) 

Remarque.  —  La  formule  (lo)  donne,  en  appelant  T  la  duree  de  rotation  de  la 
nebuleuse,  au  moment  de  la  formation  d'un  anneau  a  la  distance  b  du  centre  du 
Soleil, 

^'A'  -  I'M  • 

comme  T  est  aussi  la  duree  de  revolution  de  la  planete  qui  s'est  constituee  aux 
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depens  de  Tanneau,  on  retrouve  ainsi  la  troisieme  loi  de  Kepler  (on  a  neglige 
I'excentricite  qui  fait  que  b  pent  differer  un  peu  du  demi  grand  axe  de  Tor- 
bite). 

II  y  a  quelques  difficultes  quand  on  veut  poursuivre  le  developpement  de  la 
theorie  de  Laplace  jusqu'a  Texplication  des  moindres  details.  La  plus  grosse 
provient  du  mouvement  retrograde  du  satellite  de  Neptune,  et  d'une  circon- 
stance  analogue  qui  se  presente  pour  les  satellites  d'Uranus  (*). 

Mentionnons  encore  ce  que  dit  Laplace  de  I'origine  probable  de  la  lumiere 
zodiacale  : 

«  Si,  dans  les  zones  abandonnees  par  Tatmosphere  du  Soleil,  11  s'est  trouve 
des  molecules  trop  volatiles  pour  s'unirentreelles  et  aux  planetes,  ellesdoivent, 
en  continuant  de  circuler  autour  de  cet  astre,  offrir  toutes  les  apparences  de  la 
lumiere  zodiacale,  sans  opposer  de  resistance  sensible  aux  divers  corps  du  sys- 
teme  planetaire,  soit  a  cause  de  leur  extreme  rarele,  soit  parce  que  leur  mou- 
vement est  h  fort  peu  pres  lememeque  celui  des  planetes  qu'elles  rencontrent.  » 


(»)  Voir  les  deux  Ouvrages  suivants  : 

Faye  ( II. ),  Sur  I'origine  du  Monde,  Theories  cosmogoniques  des  Anciens  et  des  Modernes.  Paris,  1884. 
WoLK  (C.)»  Les  hypotheses  cosmogoniques,  Examen  des  the'ories  scientijiques  modernes  sur  I'origine 
des  Mondes,  suivi  de  la  traduction  de  la  Th6oric  du  Ciel  de  Kant.  Paris,  1886. 
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FIGURE  DES  COM^TES.  -  RECHERCHES  DE  ROCHE. 


ill.  Recherches  de  Roche  sur  les  atmospheres  des  comMes  {Annates 
de  robservaloire,  t.  V).  —  Roche  dit  dans  Tlntroduction  de  son  Memoire  :  «  II 
s'agit  d'etudier  la  figure  d'une  atmosphere  qui  enveloppe  un  noyau  de  comete 
et  qui  Taccompagne  dans  sa  marche  autour  du  Soleil.  Cette  atmosphere  est  sou- 
mise  a  Tattraction  du  Soleil,  a  celle  de  la  comete  elle-meme,  et  elle  pent  avoir 
un  mouvement  de  rotation.  Sous  ces  diverses  influences,  il  doit  arriver  que  sa 
forme  change  d'un  moment  a  I'autre;  elle  ne  presentera  pas,  en  general,  une 
figure  permanente.  Mais,  si  Ton  admet  qu'elle  prend  a  chaque  instant  la  figure 
avec  laquelle  elle  pourrait  etre  en  equilibre  en  vertu  de  ces  forces,  la  succes- 
sion des  formes  ainsi  calculees  representera,  au  moins  approximativement,  les 
variations  que  Tatmosphere  de  la  comete  eprouve  reellement.  La  question,  ainsi 
ramenee  a  un  probl^me  de  Statique,  devient  abordable  par  le  calcul.  » 

Soient,  a  un  moment  donne, 

0  le  centre  de  gravite  de  la  comete; 

xOy  le  plan  de  I'orbite  qu^elle  decrit  autour  du  Soleil  S  que  nous  supposons 

situe  sur  Taxe  des  j,  a  la  distance  OS  =  r'; 
(X  la  masse  de  la  comete ; 
M  celle  du  Soleil; 

Fig.  12. 


.r,y,  z  les  coordonneesd'un  point  quelconque  M  de  I'almosphere  de  la  comete; 
OM=:r,  MS=:A; 
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(0  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  comete,  rotation  que  nous  supposons 
s'effectuer  autour  de  Os. 

Pouretudier  la  figure  d'equilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oj,  Oz, 
que  nous  supposons  lies  a  la  comete,  il  faut  tenir  compte  des  forces  accelera- 
trices  appliquees  en  M,  qui  sont : 

fM 
MA  =    vy  J  dirig6e  suivant  MS, 

MC  =  -|- J  dirig^e  suivant  MO, 

MD=  ^>  dirig^e  parall^lement  k  SO, 

MB  =  cu*  X  MQ,     dirig^e  suivant  le  prolongement  de  QM  perpendiculaire  a  Oc. 

Les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  acceleratrice  totale  seront 
On  a 

(l)  A«iiz^«4-(/-'— /)*4-5». 

La  condition  de  Tequilibre  est,  en  supposaut  la  comete  fluide, 
en  remplagant  X,  Y  et  Z  par  leurs  valeurs  precedenles,  et  integrant,  il  vient 

(a)  /M  ^^  -^j;-^-^I^^L  a)*(^«-h7«)  .=  const. 

La  formule  (i)  donne 

A*  =  /•'•  H-  r*  —  2  r'y , 

d'oii,  en  remarquant  que  4  et  -  sont  tres  petits, 

I  I  /        ay        r'\    • I         y        3r* — /•* 


FIGURE    DES    COMETES.  247 

En  substituant  dans  Tequation  (2)  il  vient 

/M  (p  4-  ^4?^)  "*"  T^  "^  ^  a)«(^«H-7»)  =  const, 

ou  bien 

Nous  avons  represente  ^  par  m  qui  designe  ainsi  la  masse  de  la  comete  rap- 

portee  a  celle  du  Soleil.  Soient  w  Tanomalie  vrale  de  la  comete  et  p  son  para- 
metre;  posons 

\dt) 

Nous  avons,  d'ailleurs, 
et  il  en  resulte 

Ol)*    yh 

en  faisant 

(5)  h  =  £r' 

L'equation  (3)  devient  ainsi 

Si  la  vitesse  de  rotation  de  la  comete  est  egale  a  la  vitesse  angulaire  de  son 
mouvement  de  translation,  on  a 

on  remarquera  que,  d'apres  la  definition  (5)  de  A,  on  a 

o<A<2; 

A  =  2  au  perihelie  et  A  =  o  a  Taphelie,  en  supposant  la  comete  parabo- 
iique. 

En  donnant  a  r'  des  valeurs  successives,  de  -f-00  a  ->  on  aura  les  diverses 

2 

formes  de  la  surface  exterieure  de  la  comete;  on  voit  que  cela  revient  a  sup- 
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poser  que  la  cometedecrit  une  serie  d'arcsde  cercle  ayant  pour  centre  le  Soleil, 
ce  qui  n'est  vrai,  meme  approximativement,  que  pres  du  perihelie  ou  de  Taphe- 
lie(*).  La  theorie  est  certainement  tres  imparfaite;  et  encore,  il  n'en  faudra 
pas  appliquer  les  consequences  lorsque  la  queue  de  la  comete  se  sera  deve- 
loppee,  car  cela  indique  Texislence  d'une  force  repulsive  dont  nous  n'avons  pas 
lenu  compte. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  discuter  Tequation  (6). 

En  donnant  a  C  une  serie  de  valeurs,  on  obtiendra  Tensemble  des  surfaces  de 

niveau.  On  pent  remarquer  qu'en  adoptant  4r  P^^**  Tattraction  de  la  comete  sur 

un  point  de  Tune  des  surfaces  de  niveau,  on  suppose  implicitement  que  Ton  ne 
tient  compte  que  de  Tattraction  du  noyau,  et  meme  qu'on  suppose  ce  noyau 
spherique. 

112.  Discussion  des  surfaces  de  niveau  ferm6es.  —  On  voit  immedia- 
tement  qu'elles  admettent  Torigine  comme  centre.  Prenons  des  coordonnees 
polaires,  en  posant 

xr=i  r  sin^cosij;,        j  =  r  sin^sinij;,         ;j=z  /cos  9. 

L' equation  (6)  deviendra 


(7) 


,  sin*0(yA-h  3  sin'd*)  —  i        im 


,.iz 


r 


C  —  o. 


Je  suppose,  conformement  a  Tobservation,  la  nebulosite  a  peu  pres  sphe- 
rique; la  derivee  du  premier  membre,  changee  de  signe,  est,  a  un  facteur  con- 
stant pres,  egale  a  la  composante  de  la  pesanteur  suivant  le  rayon  vecteur; 
done,  si  la  surface  de  niveau  est  interieure  a  I'atmosphere,  on  doit  avoir 


r 11 ^^ ;  <  o. 

I" 


..'a 


On  en  conclut  que  I'equation 


(8) 


r»=: 


mi 


.'3 


sin'0(y/n-  3  siii*^)  —  i 


represente  la  surface  limiie,  au  dela  de  laquelle  toute  molecule  tend  a  s'eloigner 
du  noyau,  et,  par  consequent,  ne  saurait  faire  partie  de  Tatmosphere  proprement 


(»)  On  a 


-J.  =ze  sin  «'  4  /  • — 
dt  V     P 
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dite.  Le  plus  petit  rayon  Ti  de  cette  surface  repond  a  ^  =  0  =  90**;  il  est  dirige 
suivant  Oj,  et  a  pour  valeur 


(9)  r.^r'C/,   ■" 


h 


Les  rayons  vecleurs  des  surfaces  de  niveau  interieures  a  I'atmosphere  doivent 
etre  tous  plus  petits  que  r^. 

Discutons  maintenant  les  surfaces  de  niveau  fermees.  Soit  F  le  premier 
membre  de  Tequation  (7),  on  aura 

; — 77,  =  —77  sin^cos^(y/n-  Ssin'd^), 

Or  a9         r^  '  ^ 

OF  Or       ^''^    .   ,/i    .     t  I 

—  -J,  =1  —rr  sin'^sinvL'COsd'. 

Or  0']f        /  ' 

On  en  conclut  que  le  plus  petit  rayon  R  est  dirige  suivant  Taxe  de  rota- 
tion Os,  et  le  plus  grand  R'  suivant  Oy,  done  dirige  vers  le  Soleil.  SoitR"  le 
rayon  dirige  suivant  Ox.  On  aura 

R<R''<R'; 
R' 


,.'3 


-h  CR    —  2  /n  ::=  O,  9  =zOy 


K"3 

(10)  ^  (i  — 7^) -pjH-CR"— 2m  =  o,         «^  =  9o°,         df  =  o, 

R" 

.    (2  H-yA)  -75- —CR' 4- 2m  =  0,         6z=zgo",         ij^  —  go". 

On  doit  avoir,  comme  nous  Tavons  dit,  R'  <  r<,  d'oii,  en  remplaQant  r,  par  sa 
valeur  (9), 


R'  <  r'  ^- 


m 


d'oii 

/R'\' 

(II)  ^>('^-^yh)[jjj , 

et,  afortioriy 

/R'\» 
(12)  m>2(^-^j  . 

Si  Ton  admet  que  le  contour  que  nous  voyons  a  la  nebuleuse  est  Tune  des 
surfaces  de  niveau  interieures  a  la  surface  limite,  en  designant  par  R'  le  plus 
grand  rayon  de  ce  contour,  Tinegalite  (12)  devra  etre  satisfaite,  et  il  en  resul- 
tera  une  limite  inferieure  de  la  masse  de  la  comete. 

T.  -  IV.  32 
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Posons 


1  _  *^'' 


les  equations  (10)  deviennent 


(i3)  I  {i  —  yh)lv"^-^CJ{'v"  —  im=o, 

((2-f-y/OX        —  CR'     +2/wr=o. 

En  eliminant  X  et  CR',  il  vient 

On  peut  aussi  eliminer  y/i  et  R'  entre  les  equations  (i3),  ce  qui  donne 

Lorsque  la  surface  est  tres  voisine  de  la  sphere,  les  equations  (i4)et(i5) 
peuvent  etre  reduites  a 


(16)  yh  —  ^ 


I  —  v" 


(17)  ni{i^^^'')=\\. 

Examinons  les  deux  cas  limites  de  yA  =  o  et  yA  =  2. 
1°  yA  =  o.  L'equation  (6)  devient 

.  r>  V                                           2  y'  —  ^'  —  z^  ini  ,, 

('8)  -^^^ ?^ h-===:C; 


les  surfaces  de  niveau  sont  de  revolution  autour  de  Ov.  Ce  cas  se  decompose  en 
deux  autres;  d'abord  h  =  o,  d'oii  /  =  oo;  Tequation  (18)  se  reduit  a 


~C; 


les  surfaces  de  niveau  sont  des  spheres  comme  cela  devait  etre.  Soit  maintenant 
y  =  o,  d'oii  (0  =  o;  en  faisantf'"  =  v'  dans  Tequation  (i5),  il  vient 

(•9)  —  =  ~r^''" 
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Le  second  membre  de  cette  equation  croit  constamment  de  o  a  -f-oo  quand  (^" 
varie  de  o  a  i;  done  Tequation  (19)  admet  toujours  une  racine  ^"  quand  y  est 
donne.  La  formule  (12)  donne  d'ailleurs 


On  trouve  aisement 


T 

>2. 

(V'—cGS, 

pour 

m 

i;^__o,7i, 

» 

in 

P''— 0.76, 

» 

i''— 0,79, 

» 

2"  yh  =  2,  d'oii  r  =  ->  en  supposanty  =1.  Les  formules(i3)  donnentaiors 

Jo 


(''»  -4-  '1  ^'' 

2  m        ^v"  —  ('"' 

I        i^' 

"    >.             I       i>" 

9'  et  ^"  croissent  avee  y*  comme  on  s'en  assure  aisement.  Quand  y  sera  donne, 

on  obtiendra  done  toujours  une  seule  valeur  pour  v'  et  pour  ^". 
On  trouve 

(v=zo,49;        V  =0,02,        pour    -=-=1:2; 
^^'=0,78;        ^^"==0,82,        pour     -;r-— 8. 


On  voit  que  dans  ce  cas  de  yA  =  2,  les  surfaces  de  niveau  ne  diflerent  pas 
beaucoup  de  spheres  des  que  y  depasse  un  peu  sa  limite  2;  le  plus  petit  rayon 

est  egal  aux  %  du  plus  grand;  yA  =  o  donne  du  reste  une  conclusion  analogue. 

On  eomprend  ainsi  que  les  nebulosites  des  cometes  paraissent  a  peu  pres  sphe- 
riques. 

On  pourrait  chercher  a  se  faire  une  idee  de  la  masse  des  cometes  en  partant  de 
Tinegalite  (12).  Soit  S  le  diametre  apparent  de  la  comete  lorsque,  sa  distance  au 
Soleil  etant/,  sa  distance  a  la  Terre  est  egale  a  p.  On  aura,  en  supposant  la  co- 
mete spherique, 


.   .      2R 

sino  =z  — 


et  rinegalite  (12)  deviendra 


m>  j(  i^j'sinM. 
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II  arrive  assez  souvent  que  Ton  voit  les  cometes  sous  un  angle  de  T  environ^ 
le  rapport-,  etant  voisin  de  i.  On  aurait,  si  ces  conditions  etaient  exactement 
remplies, 


'        '     >3  i' 


Cela  donnerait  la  masse  de  la  comele  superieure  a  la  > parlie  de  la  masse 

de  la  Terre.  Mais  on  ne  peut  appliquer  cet  essai  que  quand  la  comete  n'a  pas 
de  queue,  et  encore  il  ne  faut  pas  attacher  trop  d*importance  au  resultat  ob- 
tenu. 

113.  Discussion  de  la  surface  libre.  —  Nous  avons  discute  precedemment 
les  surfaces  de  niveau  fermees;  la  plus  grande  de  ces  surfaces,  celle  qui  atteint 
la  surface  limite,  est  nommee  la  surface  libre.  C'est  a  elle  que  se  termine  I'atmo- 
sphere,  quand  elle  s*etend  aussi  loin  que  possible;  mais  elle  peut  se  terminer  a 
toute  autre  surface  de  niveau  interieure.  Calculous  la  valeur  de  C  qui  repond  a 
la  surface  libre.  Le  plus  grand  rayon  R'  de  cette  surface  doit  etre  egal  au  plus 
petit  rayon  r^  de  la  surface  limite.  Nous  devons  done,  dans  la  troisieme  des 
equations  (10),  remplacer  R'  par  I'expression  (9)  de  r<,  ce  qui  nous  donnera 

CR'==  2m  4-  (2  H-  yli) J  =:  3m, 


d'oii 

3m' 3/ — ; — J- 

de  sorte  que  la  surface  libre  aura  pour  equation 


1 


2  y*  —  .r*  —  3'  2  m  j?'  -f-  v*  3  m'  3 


ou  bien,  en  coordonnees  polaires, 

,sin'9(v/i -h  3sin*d/)  — I        2m       3m*  3r 


(21)  /' '- ;73 -^  ~  "^  ~F"  ^^  "^  ^'^'^ 

Le  sommet  situe  sur  le  grand  axe  a  pour  coordonnees 

/•:=/j,  +  =  90",  ^  =  90°, 

Ce  sommet  jouit  d*une  propriete  importante  :  c'est  un  point  singulier,  par  ou 
Ton  peut  mener  une  infinite  de  plans  tangents  dont  Tenveloppe  est  un  cone  du 
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second  degre.  Transportons  en  effet  Torigine  des  coordonnees  en  ce  point,  en 
remplagant  j^par  y  -h  rt,  sans  toucher  kx  mh  z;  I'equation  (20)  deviendra 


2r*-|- 4/*i.v-l-2/*J — ^* — -5*  im  ,  /' -r  2 /'i  V -+- r} -+- a:'        3m 


'3  '         /      ,  . ■ TT— ^      '      /  ,''i 


^  V^J7*-f-(v4- 


o, 


/•'•  /• 


1 


ou  bien,  en  substituant  pour  /  sa  valeur  en  fonction  de  r^,  tiree  de  la  rela- 
tion (9), 

(2-h  y/0(.r'4-  2/'t  y  -h  /•f)H-  (yA  —  i)x-  — -s*       m  2m  3/w 


ou  encore 


_i 


(22)      : l-t-^^ 7- -y r--3 h—     I4--^H ^^ =0. 

Nous  voulons  etudier  la  surface  dans  le  voisinage  de  la  nouvelle  origine; 
x^  y^  z  seront  done  petits,  et  nous  aurons,  en  negligeant  les  troisiemes  dimen- 

sions  de  ->  —  et  -> 

r     r         r 

_i_ 

/•|  /'J  J  /*!  2rJ  2  rj' 

apres  reduction,  I'equation  (22)  deviendra 

3x»— 3(2  H-yA)y*H- (3  4- y^)  5*  =  o. 

Cette  equation  est  celle  du  lieu  des  tangentes  menees  a  la  surface  par  le  point 
considere.  Ce  lieu  est  un  cone  reel  du  second  degre;  a  cause  de  la  symetrie, 
I'autre  extremite  du  grand  axe  jouit  de  la  meme  propriete. 

Au  dela  de  la  surface  libre,  les  surfaces  de  niveau  ont  des  nappes  infinies; 
celles  qui  sont  voisines  de  la  surface  libre  n'en  diflerent  sensiblement  qu'aux 
environs  du  grand  axe  oil  elles  s'ouvrent  pour  donner  passage  au  fluide  en  exces; 
lorsque,  pour  une  cause  quelconque,  le  fluide  vient  a  depasser  la  surface  libre, 
la  partie  en  exces  se  deverse  alors  entierement  dans  Tespace  par  les  deux  orifices 
opposes. 

Quand  il  s'agit  de  ratmosphere  solaire  consideree  dans  leChapitre  precedent, 
et  qui  est  de  revolution,  Tecoulement  s'efTectue,  non  plus  par  deux  points  seule- 
ment,  mais  tout  le  long  de  la  ligne  equatoriale  qui  limite  la  nappe  fermee. 

114.  La  iheorie  precedente  est-elle  d'accord  avec  Tobservation? 

Quand  une  comete  approche  du  Soleil,  le  fluide  qui  I'entoure  eprouve  une 
dilatation  progressive  due  a  Taugmentation  de  la  chaleur  solaire.  De  plus,  les 
dimensions  de  la  surface  libre,  qui  dependent  de  la  distance  /  par  la  formule  (9), 
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diminuent  avec  elle.  Cette  surface  se  contracte  done,  et  tout  ee  qui  se  trouve  en 
dehors  se  deverse  vers  les  extremites  du  grand  axe,  et  s'ecoule  par  ces  points, 
comme  par  deux  ouvertures,  formant  ainsi  deux  jets  opposes  suivant  le  rayon 
vecteur  du  Soleil.  Ce  serait  la  Forigine  de  la  queue.  Apres  le  passage  au  peri- 
helie,  la  seconde  cause  de  production  des  queues,  la  diminution  de  /,  n'existe 
plus.  L'accumulation  de  la  chaleur  solaire,  et  la  dilatation  qui  en  est  la  suite, 
reste  la  seule  cause  qui  entretienne  le  developpement  de  la  queue. 

On  a  bien  observe  a  diverses  reprises,  notamment  Valz  pour  la  comete  d'Encke, 
une  contraction  du  noyau  des  cometes,  quand  elles  s*approchent  du  perihelie; 
toutefois,  la  theorie  precedente  assigne  a  toute  comete,  non  pas  une  queue 
unique,  mais  deux  queues  partant  du  noyau,  et  dirigees  Tune  vers  le  Soleil, 
Tautre  du  cote  oppose.  Or,  le  fait  de  deux  queues  diametralement  opposees  est 
tout  a  fait  exceptionnel,  si  meme  il  a  jamais  existe.  Ce  qui  existe  generalement, 
c'est  une  queue  opposee  au  Soleil. 

Bessel,  dans  ses  recherches  memorables  sur  la  comete  de  Halley  (Abhand- 
lungen^  1. 1;  Conn,  des  Temps  pour  i84o),  est  arrive  a  la  conviction  que  le  Soleil 
exerce,  sur  la  matiere  tenue  de  la  queue,  une  attraction  plus  petite  que  sur  le 
noyau  (a  egalite  de  masses,  bien  entendu),  et  meme  une  repulsion  qui  pent 
etre  de  nature  electrique;  il  considfere  que  Texistence  de  cette  force  ne  saurait 
etre  mise  en  doute. 

115.  Dans  la  secondePartiedesonMemoire,Rocheintroduit  une  force  emanant 
du  Soleil,  agissant  sur  les  particules  de  la  queue,  suivant  le  rayon  vecteur,  dont 
rintensite  est  inversement  proportionnelle  au  carre  de  la  distance;  mais  cette in- 

tensite,  au  lieu  d'etre  representee  par  Texpression  ^,  Test  par  - — ^ ' ""  ^  ^  -  Si  (p 

est  <Ci9  on  aura  done  une  attraction  elective  sur  les  particules  de  la  queue,  plus 
faible  que  sur  le  noyau;  pour  9  >r,  ce  n'est  plus  une  attraction,  mais  une  re- 
pulsion. Dans  ces  conditions,  Tequation  (2),  qui  exprime  I'equilibre,  doit  etre 
remplacee  par 

Pour  simplifier,  Roche  fait  abstraction  de  la  rotation  de  la  comete;  il  trouve 
ainsi,  pour  Tequation  generale  des  surfaces  de  niveau,  en  tenant  compte  de  la 
relation  A"  =  /^  -+-  r^  —  ify, 

I  —  o  V        m 

. '-fi-\ =  const., 


d'oii,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  —>  comme  au  n**  111, 


— j-^    I  -h  -^  -h  -^ — ji —  1  —  3i  H —  const., 

r     \         r'  2/-*     )       r'^        r 
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ce  qui  peuts'ecrire 

(23)  (,_-<p)_^        ^^ _^+  — ====  =  C. 

'  '  sj  x^ -\- y^ -^  z^ 

Telle  est  Tequation  generale  des  surfaces  de  niveau.  On  voit  que  ces  surfaces 

sont  de  revolution  autour  de  Oj,  mais  qu'en  raison  du  terme 7^>  elles  n'ad- 

mettent  plus  Torigine  pour  centre.  Avec  les  coordonnees  polaires,  cette  equation 
devient 

( 24 )  (I  -  9)  '•* pr^ -pi ^  -h  —  =C. 

En  raisonnant  comme  au  n**  112,  on  voit  que  Ton  doit  avoir 

^(^-9)r pr- '■ — pi — ^--7r<o; 

de  sorte  que  Tequation  de  la  surface  limite  est 

.     3sin*^sin*d>  — I        cpsin^sind;       m 

('-?)'* pr-" ' — pi — -  -p=^' 

Cette  surface  est  de  revolution  autour  de  Oy.  Cherchons  les  sommets  situes 
sur  Oy;  nous  aurons,  pour  0  =  90°,  J/  =  90**, 

(25)  2(i-9)^pj  "■'^(p)  ""'^  =  ^' 

pour  0  =  90°,  ' I*  =  —  90"*, 


(26)  2(,-o)(^,)V9(^y- 


m  =  o. 


Si  nous  supposons  9  <C  ^i  I'equation  (25)  aura  une  racine  positive  r^,  et  une 
seule;  m  etant  tres  petit,  cette  racine  est  voisine  de 


''-  2  1-9^ 


si  9  n'est  pas  tres  petit,  cette  racine  est  de  Tordre  de  r^;  done  elle  est  tres 
grande,  et  la  branche  de  courbe  correspondante,  dirigee  du  cote  du  Soleil,  dis- 
parait  en  quelque  sorte;  il  n'y  a  done  de  limite  almospherique  que  du  cote  op- 
pose au  Soleil.  Dans  les  memes  conditions,  Tequation  (26)  admet  aussi  une 
seule  racine  positive,  laquelle  est  tres  voisine  de 


(27) 
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Cherchons  la  valeur  de  C  qui  repond  a  la  surface  libre;  il  faut  faire,  dans 
Tequation  (24), 

0  =  90°,         vj>=z— 90°,         r  —  rr, 

il  en  resulte 


r      4   J —  ,    2 


on  peut  se  borner  a 


2       I  —  o 
m 


^^^rV'^^?* 


et  Tequation  de  la  surface  libre  devient 


(28) 


,  .    .3sin'0sin*d'  —  i  sin^siirJ;       Q/n        [1    , 


Cherchons  le  second  point  011  cette  surface  coupe  Or,  en  faisant 


Nous  trouverons 


9  ■=.  90°,         ^  —  9o». 


(29) 


(i-?)(7)  ~?(?)  -^v^p 


4-  m  =  o. 


/'  o 


Cette  equation  admet  deux  racines  positives;  Tune  voisine  de    _    est  trfes 

grande  et  se  rapporte  a  unc  branche  de  courbe  fort  eloignee,  dont  nous  n'avons 
pas  a  nous  occuper.  L'autre  a  une  expression  approchee  que  Ton  deduit  de 

I'equation  (29),  en  negligeant  le  terme  en  (-^  ]  ;  on  a  alors 
La  figure  ci-dessous  represente  la  courbe  meridienne  de  la  surface  libre. 


On  demontre  aisement  qu'en  C  la  surface  admet  un  point  conique  :  c'est  par 
la  que  se  fera  I'ecoulement,  et  Ton  n*aura  plus  qu'une  queue  unique  opposee 
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au  Soleil.  On  a  represente  Tune  des  surfaces  de  niveau  exterieures  a  la  surface 
libre;  I'ecoulement  se  fera  parTorifice  EE^. 

Roche  aurait  pu  remarquer  que,  le  long  de  la  surface  ABC,  -,  etant  de  I'ordre 

de  \[m^  on  pent  reduire  I'equation  (28)  de  la  surface  libre,  en  negligeant  le 
premier  terme;  Tequation  de  la  courbe  meridienne  ABC  devient  alors 


2  ^m^  —  m 1-  <p  —  sin 0  =  o. 

On  en  deduit 

r'  Im 

v/i-+-sin0  -f- 1  V   ? 

On  trouve  aisement 

OB  — OA       «  /-I 

— — - —  =  3  —  2  v^2  =:  ^  environ. 
OB  6 

Nous  renvoyons  le  lecteur  au  Memoire  de  Roche  pour  les  cas  de  9  =  i  et 
de(p>i,  dans  lesquels  Failure  generale  des  resultats  precedents  est  peu  mo- 
difiee. 


AC  =  r' 


T.  —  IV.  33 
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CHAPITRE  XVI. 

FIGURE  DES  COMfiTES.  -  RECHERCHES  DE  SCHIAPARELLI,  BESSEL 

ET  CHARLIER. 


116.  Recherches  de  Schiaparelli.  —  Nous  allons  presenter  une  analyse 
succinate  de  quelques  points  du  Chapitre  VIII  du  bel  Ouvrage  de  M.  Schiapa- 
reWi  Entwurf  einer  astronomischen  Theorie  der  Sternschnuppen,  edition  allemande 
de  Boguslawski. 

Le  savant  astronome  italien  considere  une  comete  avant  que  sa  queue  se  soit 
developpee,  et  il  la  suppose  formee  d*un  amas  spherique  homogene  de  petits 
corpuscules,  sans  condensation  au  centre  et  sans  liaison  des  corpuscules  lesuns 
avec  les  autres;  un  certain  nombre  de  cometes  paraissent  en  effet  remplir  ces 
conditions;  nous  n'aurons  pas  a  considerer  la  force  repulsive. 

Soient  (^^.  i4)  0  le  centre  de  gravite  de  I'amas,  A  un  point  de  sa  surface, 
S  le  Soleil,  OA  =  r,  OS  =  r,,  AS  =  A;  a7,y,  5  ;  a;,,  y,,  z^  les  coordonnees  de  A 
et  de  S,  rapportees  a  des  axes  mobiles  de  directions  invariables  se  coupanten  0, 


M  la  masse  du  Soleil.  Dans  le  mouvement  relatif  de  la  particule  A  autour  du 
point  0,  les  composantes  de  la  force  perturbatrice  provenant  de  Taction  du  So- 
leil ont,  comme  on  sait,  les  expressions  suivantes  : 
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La  composante  S  de  cette  force,  dirigee  suivant  AO,  sera 

\       r  r  r ) 

ou  bien,  en  remplagant  X, ,  Y,  et  Z,  par  leurs  valeurs  precedentes, 

2 _-/M  (^  ^:^3  —^^ y 


Soil  a  Tangle  AOS,  on  a 


et  il  en  resulte 


XX y^  -\-yyi  -4-  zzy  =  rri  cos  a, 
A*  =:  r'  -h  r*  —  2  rr^  cos  a, 


=  '^    cosa  4-  ( cosa    |  i cosa  -\ — =■  )         ; 


d'oii,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  la  petite  quantite  — >  et  negli- 
geant  (^)\ 


^^/M  ^(,_3cos,^)^ 


r\    /•, 


Pour  a  =  o,  ou  a  =  i8o®,  on  a 

^  ___  _  2/M  r 

et,  pour  a  =  90*", 


r\     r, 


2  =  4-^il 


r\    r, 


Done  la  force  perturbatrice  du  Soleil  tend  a  augmenter  Tattraction  centrale 
exercee  par  la  coinete  sur  le  point  A  (laquelle  est  dirigee  suivant  AO),  pour 
les  parties  de  I'amas  qui  sont  en  quadrature  avec  le  Soleil;  elle  tend  a  la  dimi- 
nuer  pour  les  parties  qui  sont  en  conjonction  ou  en  opposition  avec  le  Soleil. 
La  composante  £  s'annule  pour 

C0Sa  =  ±:-— >  a=:54°44'>         ou         a=i25°i6'; 

c'est  done  assez  loin  des  quadratures  que  S  devientpositif.  On  voit  que  la  force 
perturbatrice  du  Soleil  agit  de  preference  sur  les  particules  qui  sont  dirigees 
suivant  le  rayon  OS  ou  suivant  son  prolongement.  Si,  pour  ces  particules,  la 
force  £  est  superieure  a  I'attraction  centrale  de  la  comete,  une  dissolution  au 
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moins  partielle  pourra  se  produire.  La  dissolution  aura  pu  commencer  ante- 
rieurement;  I'auteur  a  cherche  seulement  une  limite  au  dela  de  laquelle  cette 
dissolufion  se  produira  necessairement.  Soil  m  la  masse  de  la  comete,  nous 
trouverons  pour  la  limite  cherchee 


'1 

/"' 

tn 

7? 

— 

2M 

(0 

Si  Ton  a 

(2)  ;,,<^M^^y, 

la  dissolution  pourra  se  produire.  On  peut  donner  de  I'inegalite  (2)  une  inter- 
pretation simple,  en  Tecrivant  comme  il  suit, 

m  9.  M 


Cela  veut  dire  que,  pour  que  la  comete  reste  agglomeree,  il  faut  que  sa  densite 
moyenne  soit  plus  grande  que  le  double  de  ce  que  deviendrait  la  densite  moyenne 
du  Soleil  si  toute  sa  masse  etait  repartie  uniformement  dans  tout  I'interieur 
d'une  sphere  de  rayon  r^.  On  remarqucra  que  Tinegalite  (2)  est  celle  a  laquelle 
nous  a  conduit  la  theorie  de  Roche.  On  voit  que  M.  Schiaparelli  considere  les 
differentes  particules  de  la  comete  s'attirant  mutuellement,  mais  n'ayant  pas 
entre  elles  la  liaison  que  suppose  une  masse  fluide  continue. 

Supposons  que  la  comete  soit  comme  un  nuage  forme  de  gouttelettes  sphe- 
riques  separees  nettement  les  uncs  des  autrcs,  et  designons  par  (x  la  maSvSe  de 
chacune  de  ces  particules,  par  i  leur  nombre  et  par  2rfleur  distance  moyenne. 
Nous  pourrons  ecrire 

4    ^  •     4      , 

la  seconde  de  ces  relations  est  en  quelque  sorte  la  definition  de  d.  On  en 
conclut 


et  la  condition  (2)  devient 

d'oii 

(3) 


m 

5-< 

'  /  „' 

d>r,\ 

\  1           •■ 
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Supposons  Ti  egal  a  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil;  soient  m^  la  masse 

de  la  Terre,  To  son  rayon,  A  sa  densite  moyenne  et  tcr  la  parallaxe  du  Soleil. 

On  aura 

r  M  4 

/•i=:-.-^^>  —  =  324000,  mo  =  5  TrrJA. 

Nous  prenons  pour  m^  le  poids  au  lieu  de  la  masse,  mais  nous  faisons  de 
meme  pour  (x,  ce  qui  ne  presentera  pas  d'inconvenient. 
L'inegalite  (3)  deviendra 


,  ,  13/  3fJL 


648  000 

Supposons  que  cette  particule  ait  un  poids  de  i  gramme;  I'unite  de  longueur 
pour  d  sera  done  le  centimetre.  Si  Ton  prend,  en  outre, 

Arzi5,56,         Gj  =  8%8i, 

on  trouve  que  la  formule  (4)  donne 

De  la  cette  consequence  curieuse  :  si  un  nuage  spherique  de  corpuscules  pesant 
I  gramme  chacun,  place  a  la  meme  distance  du  Soleil  que  la  Terre,  est  constitue 
de  faQon  que  la  distance  moyenne  de  deux  corpuscules  soit  egale  ou  superieure 
a  I"*, 90,  ce  nuage  ira  en  se  dissolvant  sous  I'influence  perturbatrice  du  Soleil. 
Pour  avoir  la  stabilite,  il  faut  que  la  distance  moyenne  2d  soit  plus  petite 
que  1^,90. 

Arrivant  a  la  formation  des  queues  des  cometes,  M.  Scliiaparelli,  apres  avoir 
rappele  dans  le  meme  Chapitre  que  Bessel  considere  Texistence  d'une  force 
repulsive  comme  absolument  demontree,  dit  que,  dans  son  opinion,  il  doit  y 
avoir  dans  les  cometes  une  matiere  speciale  sur  laquelle  le  Soleil  exerce  une 
action  moindre  que  sur  le  reste  de  la  comete,  et  meme,  dans  certain  cas,  une 
repulsion.  Cette  matiere  n'entre  d'ailleurs  qu'en  proportion  minime  relative- 
ment  a  Tautre,  de  sorte  que  sa  presence  dans  le  corps  de  la  comete  n'empeche 
pas  celui-ci  d'obeir  aux  lois  de  Kepler.  Le  developpement  de  la  queue  depend 
exclusivement  de  la  quantite  plus  ou  moins  grande  de  cette  nouvelle  matiere 
et  de  la  force  avec  laquelle  le  Soleil  agit  sur  elle.  Cette  matiere  se  separe  du  reste 
pour  former  la  queue,  et  elle  pent  entrainer  avec  elle  des  quantites  plus  ou  moins 
grandes  de  la  matiere  ordinaire. 

117.  Recherches  de  Bessel  (Abhandluagen,  1. 1).  —  Bessel  considere  une 
particule  de  la  queue,  au  moment  ou  elle  sort  de  la  sphere  d'action  de  la  co- 
mete, dont  le  rayon  est  tres  petit;  elle  se  meut  ensuite  en  vertu  de  sa  vitesse 
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initiate,  et  d'une  force  centrale  dirigee  suivant  le  rayon  vecteur  du  Soleil,  in- 
versement  proportionnelle  au  carre  de  la  distance,  mais  dont  Tintensite  est 

representee  par  ^>  tandis  que  I'attraction  du  Soleil  sur  le  reste  de  la  masse 

est  -J'  Si  [X  est  positif  et  inferieur  a  Tunite,  la  particule  est  encore  attiree  par 

le  Soleil,  mais  avec  une  force  moindre  que  les  elements  du  noyau;  si  [x  devient 
negatif,  on  aura  une  repulsion.  Bessel  cherche  a  determiner  les  coordonnees 
relatives  de  la  particule  pendant  un  temps  relativement  court.  Son  orbite  rela- 
tive sera  plane  et  son  plan  suppose  coi'ncidera  avec  celui  de  I'orbite  du  noyau. 
Dans  ce  dernier  plan,  on  considere  deux  axes  rectangulaires  Sx  et  Sy,  se  cou- 
pant  au  centre  S  du  Soleil.  Soient  x  ety  les  coordonnees  du  centre  de  grayite 
de  la  comete  k  I'epoque  /,  X  et  Y  les  coordonnees  de  la  particule  a  I'epoque  t, 
R  sa  distance  au  Soleil;  Tepoque  prise  pour  origine  du  temps  sera  celle  oil  la 
particule  sort  de  la  sphere  d'action  du  noyau.  En  designant  par  un  ou  deux 
accents  les  derivees  premieres  ou  secondes  par  rapport  au  temps,  on  aura  les 
equations 

(5)  ^«'^.£^=:o,  ^4-^,   =0, 

(6)  X-^-4-^  =  o,         Y''-hg  =  o. 

On  voit  que  Roche  consid^rait  la  particule  avant  sa  sortie  de  la  sphere  d'ac- 
tion, tandis  que  Bessel  prend  les  choses  apr^s  la  sortie.  Les  equations  (i)  sont 
celles  d'un  mouvement  elliptique  ou  parabolique;  les  equations  (2)  celles  d'un 
mouvement  elliptique,  parabolique,  ou  meme  hyperbolique. 

Soient  M  la  position  du  centre  de  gravite  du  noyau  a  Tepoque  t,  et  N  celle  de 
la  particule  consideree;  on  choisitdeux  axes  rectangulaires  M^  et  Myj  situes 
dans  le  plan  de  Torbite  de  M,  I'axeM^  coincidant  avec  le  prolongement  du  rayon 
vecteur  SM,  et  Taxe  My]  etant  dirige  en  sens  inverse  du  mouvement  de  la  comete; 
on  rapporte  la  particule  N  a  ces  deux  axes  mobiles,  et  Ton  designe  ces  coor- 
donnees relatives  par  ^  et  y].  On  trouve  immediatement  les  formules 

(7)  X  =  a?-4-    ^  ^'    ,        Y=7-h-^-^: 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  equations  (6),  et  tenant  compte  des 
relations  (5),  on  trouve 
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On  en  deduit 

<"      v(^r--)'-K-'-^--)'=  -ft- 

On  a  ensuite 

En  ayant  egard  a  ces  formules,  les  equations  (4)  deviennent 

On  a  ensuite 

Soit/?  le  parametre  de  I'orbite  du  centre  de  gravite  M  du  noyau;  on  a  aussi 


r^r"-^  rzizp 


» 


et  Ton  conclut  des  relations  precedentes 


X 


X 


apres  quoi  les  equations  (9)  deviennent 
(10)  \ 

P  3  sip  .,       ir'  \Ip  ,  u. 
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On  a  enfin 


d'oii,  en  negligeant  les  petites  quantites  (  -  )  et 


l)'-C,'' 


Bessel  suppose  que  le  rayon  p  de  la  sphere  d'action  de  la  comete  soitassez  petit 
pour  que  Ton  puisse  negliger  p^t^  et  p^';  e'est  ce  qui  fait  que  nous  pouvons 

negliger  ici  (-]  et  [^  j  •  En  portant  Texpression  (ii)  dans  les  equations  (lo), 

elles  deviennent 


fl"  = 


En  differentiant  encore  una  fois,  remplaQant  dans  les  seconds  membres  $" 
et  yf  par  leur  expression  (12),  et  negligeant  cette  fois  -.  et  ^>  il  vient 

(>3)  {  ^  ^  ^ 


■n'z=.      a 


^^/-p-'-^l'  -{^.     -H^)V. 


118.  Soient  5o.  t^o.  5'«.  ^lo-  ?»•  ^o*  ^o*  ^I  '«s  valeurs  initiales  de  $,  tq,  . . .,  y)"; 
la  seric  de  Taylor  donne 

(i4)  { 

d'oii,  en  tirant  ^^,  r)J[,  ^^  et  y),  des  relations  (12)  et  (i3). 
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II  convient  de  faire  figurer,  dans  les  coefficients  de  t^  et  de  /%  r  et  r'  au  lieu 
de  To  et  a'^.  On  pourra  prendre  r^  =  r',  et 

r  =  /'o  -H  /•'  /,        i\^zr  —  /•'/, 

I  I     /  2/*'     \ 

Dans  les  termes  en  ^'J  et  y)'^  et  aussi  dans  les  termes  en  ^*  et  y)^,  qui  contien- 
nent  ^o  ^u  y]o  en  facteur,  on  pent  faire  r^  =  r.  On  trouve,  d'ailleurs, 

*       ,.t    So   *       ,.2    SO^^-*^  ,.3        So* 


Les  dernieres  expressions  de  ^  et  de  y)  deviennent 

Soient  maintenant^i  et  g^^  les  projections  de  la  vitesse  relative  initiate  sur  les 
axes  M?  et  Myj.  En  se  reportant  aux  formules  (7),  et  remarquant  que  les  pro- 
jections de  cette  meme  vitesse  sur  les  axes  fixes  Sx  et  Sj  sont 


on  trouve 


\'-.'=M^/'>y,      Y'-y  =  (21^:=^y, 

d'oii  Ton  tire  sans  peine 

Mais gt  et  g^  designent  les  projections  de  la  vitesse  k  Tepoque  zero;'  on  doit 
T.  -  IV.  34 
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done  metlre  les  indices  zero  aux  diverses  lettres  dans  le  second  membre;  on 
pourra  y  laisser  rau  lieu  de  r^.  On  trouve  ainsi 

et,  si  Ton   porte  ces  expressions  dans  les   formules  (i5)  et  (i6),   elles  de- 
viennent 

^,=„,-K,(^,-^j.^)H-i<.[5#^,-ii^{.-(eH-£)„.] 

Si  Ton  pose  enfin 

,     ,  (|o=— pcosF,         Y)o  =  psinF, 

(19)  ] 

(  ^t  =  — ^cosG,        ^,=:>°'sinG, 

et  que  I'on  ait  egard  a  la  relation 

esini^ 


/•'  =  — ^  , 


dans  laquelle  i^  designe  Tanomalie  vraie  du  point  M,  les  formules  (17)  et  (18) 
deviendront 

5  =— pcosF—  t  (  ^cosG-+-  ^  psinF  j 
(,9)     j         -+.-^«|_-r_2Y2:^sinG-(^^~  ^,)pcosF4-— ^:^^  psmFJ 

Y)  =  psinF  -+-  ^  (  ^sinG—  ^  pcosF  I 
(-)     I         -^'[^^cosG-HiilL^pcosF.-(i^,  +  ^)psinF] 

On  voit  que  p  etg  designent  respectivement  le  rayon  de  la  sphere  d'action  et 


r 
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la  Vitesse  relative  initiale;  les  quantites  F  et  G  determinent  les  directions  du 
rayon  mene  de  M  au  point  oil  la  particule  sort  de  la  sphere  d'action,  et  de  la 
vitesse  relative  g.  Les  formules  (19)  et  (20)  sont  d'accord  avec  celles  de  Bessel, 
quand  on  y  corrige  quelques  petites  fautes  de  calcul  (rotr  Marcuse,  Ueber  die 
physische  Beschaffenheit  der  Cometen^  Berlin,  1884). 

ii9.   DStermination  approch6e  de  I'orbite  de  la  particule.   —  Bessel 
reduit  les  expressions  (17)  et  (18)  a  leurs  parties  principales,  savoir  : 

(21)  ^^^^'i^-^-^TT^'  +  ^r'i^^', 

(22)  •n^g^t-^^t^-^s/p''^^'^ 

II  s'agit  d'eliminer  t  entre  ces  deux  equations.  On  tire  de  la  premiere 


— —  =  —  -+-  -^^^  -^^--^  ^  ' 
I  —  IX        r*        I  —  JUL        3  /•* 


d'oii,  en  negligeant  ^, 


r  1  —  ;x       y    I — jLi        i       \r/ 

En  rempla^ant  dans  le  second  membre  -  par  sa  valeur  approchee,  t/   ^''    >  i 


I 


/•  I  —  fjL.yi  —  fxy  3      Vi  — 


2  ^,     2^ 


r       V   '  —  F        *  ""  ^        ^       ' 

En  portant  cette  valeur  de  t  dans  I'equation  (22),  et  negligeant  des  termesde 
Tordre  de  g^^  on  trouve 

En  supposant  ^a  =  o  pour  la  queue,  c'est-a-dire,  la  vitesse  relative  corres- 
pondante  dirigee  suivant  le  prolongement  du  rayon  vecteur  SMo,  on  a 

(24)  yi=  —^    ,-i-L-' 
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Cette  equation  sert  a  determiner  i  —  (x  par  les  valeurs  observees  des  coordon- 
nees  $  et  y)  de  la  queue.  Mais  I'axe  de  la  queue  est  difficile  a  fixer.  Rape  (Astron. 
Nachr,^  n°*  H72-H74)  prefere  avoir  recours  a  Tequation  (23),  d'oii  il  tire  les 
valeurs  des  inconnues  ^^  et  i  —  (x,  en  combinant  les  observations  relatives  a 
deux  points  des  bords  de  la  queue. 

M.  Radau  {Bulletin  astronomique,  t.  1,  p.  194)  ^  cherche  a  completer  I'equa- 
tion  (23)  en  supposant  nulles  les  valeurs  initiales  de  ^,  y],  $'  et  r\,  ce  qui  re- 
vient  a  supposer  Torbite  absolue  de  la  particule  N  tangente  a  Torbite  du 
point  M.  II  a  calcule,  en  admettant  en  outre  une  parabole  pour  la  derniere  or- 
bite,  les  expressions  do  $  et  de  y)  en  tenant  compte  des  termes  en  ^\  II  a  obtenu 
ainsi  pour  I'orbite  relative  I'equation 

(.5)  (,_4i)(^'-=i^yL2i^',^i.(._7,,)3.^ 

\        ^^  '/ \Q     ^fi   J        on       6         Jo\        8/24 

dans  laquelle  q  designe  la  distance  perihelie  de  la  parabole,  et  e  la  quantite 

i/-  —  I.  Enfin,  M.  d'Hepperger  {Astron.  Nachr.^  n^  2576)  a  obtenu  une  formule 

qui  donne  a  peu  pres  les  memes  resultats  que  celle  de  M.  Radau ;  toutes  les  deux 
sont  plus  precises  que  celle  de  Bessel. 

M.  Bredichin  a  cherche  a  determiner  la  figure  de  la  tete  de  la  comete,  en  se 
bornantaux  formules  approchees  suivantes,  deduites  des  formules  (19)  et  (20), 

^  :=  — gt  cos  G-h^-^  t^, 

On  en  tire,  par  Telimination  de  t,  Tequation  d'une  parabole;  mais  nous  n'in- 
sistons  pas  sur  ce  resultat  qui  ne  donne  qu'une  approximation  assez  sommaire. 

M.  Bredichin  a  calcule  la  force  repulsive  i  —  fx  pour  un  grand  nombre  de  co- 
metes,  et  il  a  pu  etablir  trois  types  de  queues,  pour  lesquels  cette  force  est  res- 
pectivement  egale  a  1 1,0,  1,4  et  o,3.  Certaines  cometes  ont  offert  deux  de  ces 
types;  il  y  a  meme  une  comete  (1882,  II)  qui  les  a  presentes  tons  les  trois.  Les 
trois  types,  d'apres  M.  Bredichin,  repondraient  a  Thydrogene,  au  carbone  et  au 
fer.  On  trouvera,  dans  les  Annales  de  r observatoire  deMoscoUy  les  nombreux  tra- 
vaux  du  savant  russe  sur  ce  sujet  tres  interessant,  mais  malheureusement  assez 
complexe. 

120.  Recherches  de  MM.  Charlier  et  Luc  Picart.  ~  Nous  avons  vu 
(page 260)  que  M.  Schiaparelli  a  etudie  la  desagregation  des  cometes;  il  en  a 
etabli  la  possibilite  par  cette  remarque  que  la  composante  de  la  force  pertur- 
batricedu  Soleil,  suivant  le  rayon  vecteur  mene  du  centre  de  gravite  d'une  co- 
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mete  a  un  point  de  la  surface,  peut  devenir  plus  grande  que  rattraction  de  la 
comete  sur  le  meme  point.  M.  Charlier  a  repris  cette  question  d'une  fagon  plus 
rigoureuse  dans  un  Memoire  tres  interessant  {Bulletin  de  VAcademie  des  Sciences 
de  Sainl'Petersbourgy  t.  XXXII,  n*^  3);  M.  Luc  Picard  (Annales  de  I'observatoire 
de  Bordeaux,  t.  V)  a  simplifie  I'exposition  de  M.  Charlier  et  donne  a  ses  conclu- 
sions une  extension  importante. 

Nous  allons  rendre  compte  des  recherches  de  ces  deux  astronomes. 

Nous  considerons  done  un  essaim  homogene  de  corpuscules  spheriques  qui 
s'attirent  mutuellement,  et  sont  tous  attires  de  la  meme  fagon  par  leSoleil; 
c'est  dire  que  nous  supposons  que  la  force  repulsive  n'existe  pas.  Soient,  rela- 
tivement  a  trois  axes  fixes  passant  par  le  Soleil,  x^  j,  o  les  coordonnees  du  centre 
de  gravite  M  de  I'essaim ;  X,  Y,  Z  celles  d'une  particule  N  situee  a  Tinterieur  de 
Tessaim,  ou  a  I'ext^rieur,  dans  le  voisinage. 

On  a  pris,  comme  on  voit,  le  plan  de  Torbite  de  M  pour  plan  des  xy.  Soil  U 
Tattraction  de  I'essaim  sur  N;  cette  attraction  est  dirigee  suivant  la  droite  NM, 
puisque  nous  supposons  I'essaim  spherique  et  homogene. 

Nous  aurons  les  equations  differentielles 

(27)  {  Y'-^^'^==--^^-^^'         p«  =  |«4-Y)«-f.O; 

P 

R'  p 

Nous  introduisons,  comme  au  n®  117,  deux  axes  mobiles :  M$  prolongement 
de  SM  et  My)  perpendiculaire  sur  M$,  dans  le  sens  du  mouvement  de  I'essaim. 
Nous  aurons  encore  les  relations  (7),  que  nous  recrirons  pour  plus  de  clarte, 


Nous  trouverons 
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On  en  tire 


On  a  d'ailleurs 
ce  qui,  en  negligeant  \*,  y\^  et  C  se  reduit  a 

II  en  resulte 

En  operant  comme  au  n^  117,  et  tenant  compte  des  relations 


X 


X 


on  trouve  aisement,  en  revenant  a  la  notation  ordinaire  pour  les  derivees, 

(3o)  I  .  ^ 

Supposons  que  Torbite  de  M  soit  circulaire,  nous  aurons 


dr  A 

dt 


rznp,         ■:n=o,         k  =  np^. 


et  les  equations  (3o)  deviendront 


(3i) 


-TT   +  2  «  -7- 

dt*              dt 

P     . 

d'tt            dS, 
dt*       ""  dt 

+  uI?-o, 

P 

a/'  p 
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121.  Gas  oil  la  particule  N  est  int6rieure  It  Tamas.  —  On  a  alors 

D  designant  la  densite  moyenne.  Soient  m  la  masse  totale  de  Tamas,  p©  son 
rayon;  les  formules 

donnent 

Soil  pose 

les  equations  (3i)  deviendront 

(33)  / 

L'equation  differentielle  qui  donne  ^  devient  d'ailleurs 

(34)  g  +  (^  +  ,);,.(:  =  o. 

On  voit  done  que  Ton  a,  pour  determiner  $,  y)  et^,  trois  equations  differen- 
tielles  lineaires  a  coefficients  constants  et  sans  seconds  membres. 
Pour  integrer  les  equations  (33),  on  pose 

?  =zAcos{sne-{-  a),         rj  ==Bsin(5n/  4-  a), 

Oil  A,  B,  5  et  a  designent  des  constantes  qui  doivent  verifier  les  relations 

—  A  5* -H  2  B  5 -H  (  fX  —  3 )  A  =  o , 

—  B5'-4- 2A5-+- fxB  =0. 

B 

On  en  tire,  par  I'elimination  de  vi 

(5«-fx)(5«-fX-4-3)  =  45«, 

ou  bien 

(35)  5*— (2|x-m)5*  +  /x(/x  — 3)  =  o; 

25*=  2/x  H-  I  db  v/i6/xH-  I. 
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Ces  deux  valeurs  de  s^  sont  reelles  parce  que  (x  est  essentiellement  positif. 
D'apres  I'equation  (35),  la  somme  des  valeurs  de  s^  est  positive;  leur  produit 
sera  positif  si  Ton  a  (x  >►  3.  Done,  pour  (x  >  3,  les  deux  valeurs  de  s^  sont  posi- 
tives, et  les  expressions  de  $  et  de  y)  ne  contiendront  que  des  sinus  et  des  cosi- 
nus;  si  les  valeurs  de  ^  et  de  y)  sont  petites  a  Torigine  du  temps,  elles  le  reste- 
ront  toujours  et  la  figure  de  la  comete  sera  stable.  Dans  le  cas  de  (jl«<  3,  Tune 
des  valeurs  de  s^  sera  positive  et  Tautre  negative;  il  entreradonc,  dans  I'expres- 
sion  de  ^  et  y],  des  sinus  et  des  cosinus,  mais  en  outre  des  exponentielles.  On 
aura 

?  =  A  cos(5/i  <  -+-  a)  4-  AjE*''  h-  A,E-^'', 
t)  =  B  sin (5/1  ^  -h  a)  H-  BjE*'  4-  B,E-*S 

en  designant  par  5^  et  —  s'^  les  deux  racines  de  I'equation  (35).  On  voit  done 
que  ces  expressions  croitront  d'une  facon  tres  rapide;  le  groupement  des  cor- 
puscules  ne  pourra  pas  subsister.  La  condition  de  stabilite,  [jl>3,  a  laquelle 
nous  arrivons  ainsi,  pent  s'ecrire,  en  ayant  egard  a  la  definition  de  [x, 

<»)  s  > '  i^y-- 

tandis  que  M.  Schiaparelli  donne  (page  260) 

Soient 

riQ  la  vitesse  angulaire  des  corpuscules  dans  leur  mouvement  de  revolution  au- 

tour  du  centre  dc  gravite  de  la  comfete; 
T,,  la  duree  de  revolution; 
T  la  duree  de  revolution  du  centre  de  gravite  autour  du  Soleil . 

Les  relations 

permettront  d'ecrire  comme  il  suit  Tinegalite  (36) 

T 

no>n\/3,        To<--=; 

tandis  que,  d'aprfes  M.  Schiaparelli,  on  devrait  avoir 

T 

L'equation  (34)  s'integre  avec  des  sinus  et  des  cosinus,  et  la  stabilite  est  tou- 
jours assuree  pour  X,. 


FIGURE   DES    COMtlTES.  273 

Ces  resultats  ont  ete  donnes  par  M.  Charlier.  M.  Picard  a  considere  en  outre 
le  cas  oil  la  particule  est  exterieure  a  I'essaim,  et  c'est  de  ce  cas  que  nous  allons 
maintenant  nous  occuper. 

122.  Cas  oil  la  particule  N  est  ext6rieure  k  Tessaim.  —  En  se  reportant 
aux  equations  (3i),  on  remarquera  que  Tattraction  U  est  maintenant  celle  d'une 
sphere  sur  un  point  exterieur;  on  aura  done 

,.       fm       n}a^  m 

p'  p'    M 

Les  equations  (3i)  deviendront 

(37)  {'di^'~''^^dt  -h  m/i* -J  yj  =  o,  p»  =  f  4-n*-*-C'. 


dt^  ■   "  '     -* 


oil  m  a  ete  ecrit  au  lieu  de  «>  pour  abreger. 

En  se  bornant  aux  deux  premieres  equations,  on  retrouve  le  systeme  ren- 
contre par  M.  Hill  dans  ses  Recherches  sur  la  theorie  de  la  Lune  (t.  Ill,  p.  259). 

Imitant  ici  ce  qu'a  fait  M.  Hill  pour  la  Lune  {American  Journal  of  Mathema- 
tics, t.  I),  M.  Picard  multiplie  les  equations  (37)  respectivement  par  2rfS,  2rfY), 
idX,\  la  combinaison  obtenue  est  integrable,  etl'on  obtient,  endesignant  parV 
la  Vitesse  et  par  C  une  constante  arbitraire, 

n}  p 

Cest,  en  somme,  I'integrale  de  Jacobi;  nous  ecrirons 
(38)  V^  =  w(H-i)  +  3?'-a 

La  constante  b  represente  le  demi  grand  axe  de  Torbite  que  decrirait,  a  un 
instant  donne,  la  particule  N  autour  de  M,  si  I'attraction  du  Soleil  sur  N  veuait 
a  etre  supprimee. 

Gomme  Ta  fait  M.  Hill  pour  la  Lune,  M.  Picard  considere  la  surfaced  que 
Ton  obtient  en  faisant  V*  =  o,  savoir 

T.  —  IV.  35 
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Cette  surface  divise  I'espace  en  deux  sortes  de  regions  :  pour  les  unes,  I'ex- 
pression  precedente  de  V^  est  positive;  pour  les  autres,  elle  est  negative.  De 
telle  sorte  que  la  particule  N  ne  pourra  se  mouvoir  que  dans  les  premieres.  Nous 
allons  discuter  cette  surface  2. 

Elle  est  symetrique  par  rapport  aux  axes  de  coordonnees  et  coupe  Taxe  des  ^ 
au  point  determine  par  Tequation 

Cette  equation  admet  une  racine  positive  et  une  seule,  laquelle  est  ^^A; 
nous  la  representerons  par  p^.  Cherchons  Tintersection  de  la  surface  avec  le 
plan  des  ^y];  en  posant 

on  trouve 

(4o)  ^(^tycos'^-j(p-2b)  =  o. 

Pour  une  valeur  donnee  de  ^,  I'equation  (4o)  aura  deux  racines  positives 
si  4P'-+-  270^ <  o;  cela  donne 


ma' 


cette  condition  sera  toujours  remplie  si  Ton  a 

(4.)  '«>3(^)'' 

En  supposant  cette  inegalite  satisfaite,  la  surface  cherchee  a  une  nappe 
fermeel';  pour  tons  les  points  de  son  interieur,  on  aura  V^>  o,  tandis  que  V* 
est  <o  pour  tons  les  points  de  Texterieur.  Si  done  la  particule  est  placee 
d'abord  en  un  point  de  Tinterieur  de  2',  elle  n'en  pourra  jamais  sortir,  et  la  sta- 
bilite  serarealisee.  L'equation  (4o)  admet  la  racine  p  =  26  pour  ^  =  90®;  enfin, 
pour  ^  =  0,  cette  equation  devient 

(42)  3(|y-^(p-26)  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  equation  est  positif  pour  p  =  26et  negatif  pour 
p  =  36,  car  il  est  alors  egal  a 


Sib^ 


quantite  negative  en  vertu  de  Tinegalite  (4i);  done  I'equation  (42)  admet  une 


FIGURE    DES    COMlfcTES.  275 

racine  pa  comprise  entre  26  et  36.  Enfin,  si  dans  I'equation  (Sg)  de  la  surface  2 
on  remplace  $,  y)  et  J^  par 

^^zpcos^cos^',        TQ  =p  cos^sin^',        C  =  psin0, 

on  voit  aisement  que  p  est  une  fonction  decroissante  de  6  et  de  4'  quand  6  et  4' 
croissent  a  partir  de  zero.  On  en  conclut  que  le  rayon  p  de  la  surface  1/  est  tou- 
jourscompris  entre  p©  et  pa.  Si  la  condition  (41)  est  satisfaite,  on  aura,  a  fortiori, 

^3pJ 


a» 


On  retrouve  ainsi  la  condition  de  stabilite  de  Roche  [formule  (if)  de  la 
page  249],  pour  yA  =  i . 

Au  surplus,  I'equation  (6)  de  Roche  (page  247)  coincide  avec  I'equation  (89) 
du  present  Ghapitre,  quand  on  y  fait 

yh  =  i,         a:  =  -n,        y  =  if         r'=a. 

Si  la  vitesse  de  rotation  est  egale  a  la  vitesse  de  translation,  nous  aurons 


y 


=  i: 


> 


la  valeur  de  A  ou  -^  est  d'ailleurs  egale  a  i,  quand  on  suppose  I'orbite  du  noyau 

circulaire;  dans  ce  cas,  yA  =  i.  On  pent  se  rendre  compte  de  Tidentite  des  sur- 
faces de  niveau  et  de  la  surface  2;  car  en  ecrivant  I'equation  V^  =  o,  on  obtient 
une  des  surfaces  de  niveau.  La  discussion  de  la  surface  £  avait  done  ete  faite 
deja  dans  le  Cbapitre  precedent. 

123.  Du  cas  oil  I'orbite  du  point  M  n'est  pas  suppos6e  circulaire.  —  II 
serait  interessant  de  voir  ce  que  deviennent  les  conclusions  de  MM.  Charlier  et 
Picard  quand  on  suppose  que  le  centre  de  gravite  de  Tessaim  decrit,  non  pas 
un  cercle,  mais  une  ellipse  ou  une  parabole,  ce  qui  arrive  en  realite.  Malheu- 
reusement,  les  choses  se  compliquent,  surtout  quand  la  particule  est  exterieure 
a  I'essaim.  Supposons-la  done  interieure,  et  remontons  aux  equations  (3o). 
Nous  aurons 

de  sorte  que  les  equations  (3o)  deviendront,  en  designant  par  /  I'anomalie 
moyenne, 

di}  "^~,~  57"-7^V7       r T^^Tl'^^-''^ 

(43)  {  ^  ,— 

d^fl        lasjap  d^        aWp         \  lasjap^  dr 

"dJS  T^^  dl        r^\r       V  r'     ^  ^/ -+"  F^  -  o- 
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Ces  deux  equations  du  second  ordre,  et  sans  seconds  membres,  sont  lineaires 
et  a  coefficients  variables;  mais  ces  coefficients  sont  des  fonctions  periodiques 
de  /.  On  sait  qu'on  pourra  les  integrer  par  des  expressions  telles  que 


-t-ao 


(44)  {        7*  l-cl-hco, 

y)  =  2Bysin(>i-hy7), 

oil  les  coefficients  c,  Ay  et  By  sont  des  constantes,  dependant  de  I'excentricite  e 
de  I'orbite  du  noyau  et  de  constantes  arbitraires;  c^  est  aussi  une  constante  ar- 
bitraire.  Formons  nos  equations,  en  negligeant  e' ;  nous  aurons 


d'oii 


p=:  a(i  —e^),         rz=ali~{-  —  —  ecosl C0S2/j; 

^  ,       =1  -{-  26  cost -\ e*C0S2/, 

r*  2 

—  (■^H-2]=3h-  5e*  ■+-  ioecos/4-  i6e*cos2/, 

aJap  dr  .    i       ^   •  •       # 

^  -^  -77  =:esin/4-  -e'sin2/, 

r*  HI  o 


r»     dl 


-r  I  —  —  I  I  =z:ecos/H e*4-  -e*C0S2/; 

r^\r        J  22 


les  equations  (43)  deviendront  done 


-^  +2(14-  2ecos/4-  -e*cos2/j  37  — (3  -+-  5e'H-  ioecos/4-  l6e'C0S2/)5 

—  2  (esin/4-  -e'sin2/jr)  -4-^  =  0; 

^^^^^  d^n         (  /  ^5  ,  \dl       (         ,1,5,  A 

-^  —  2  (  I-*-  2ecosiH-  -e«C0S2/j^  —  (  ecos/-*-  -e'-4-  -e'cos2/)  t) 


4- 2  f  e  sin  /  H-  -  e*  sin 2  /  j  5 


H-  |XTQ  =  o. 


En  substituant  les  expressions  (44)  dans  les  equations  (45),  tenant 
compte  de  ce  que  A±,  et  B±,  seront  de  rordre  de  e,  A±2  et  B±2,  de  I'ordre  de  e^\ 
en  egalant  a  zero  les  coefficients  de  JJJ^^  X,  ^^^^  (X  ±.  /),  J^^^^  (X  i:  2/),  on  trouvera 

des  conditions  de  deux  sortes  donnant,  apres  I'elimination  de  A^t,,  A±2>  B±,, 
B±2,  des  relations  de  la  forme 
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les  coefficients  x,  ifb,  x'  et  ift>'  seront  des  fonctions  rationnelles  dc  c;  on  en  de- 
duira 

(46)  /(C,e,  fx)iz:o. 

Ainsiy  tous  les  coefficients  seront  des  fonctions  lineaires  de  A©  qui  restera  ar- 
bitraire;  cette  solution  contiendra  done  les  deux  arbitraires  Aq  et  c;  raais 
Tequation  (46)  donnera  deux  valours  utilisables  pour  c;  a  la  seconde  racine 
correspondront  deux  autres  constantes  arbitraires,  ce  qui  completera  le  nombre 
de  quatre  constantes  arbitraires,  necessaire  pour  avoir  les  integrales  generales 
des  equations  (45).  On  voit  aisement  que  Tequation  (46)  sera  de  la  forme 

En  ecrivant  que  les  deux  valeurs  de  c^  fournies  par  cette  equation  (du  moins 

les  deux  qui  restent  seules  pour  e  =  o)  sont  positives,  on  aura  une  condition 

qui  sera  de  la  forme 

fx>3-+-He*. 

II  faudrait  obtenir  la  valeurde  H;  mais  ce  calcul,  que  j*avais  entrepris,  est 
assez  complique. 
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CHAPITRE  XVII. 

MtTHODE  DE  CAUCHY  POUR  LE  CALCUL  DES  IN^GALITtS 

A  LONGUES  P£RI0DES. 


124.  Origine  de  la  m6thode  de  Cauchy.  —  Le  Yerrier  avait  soumis  au 
jugement  de  I'Academie  le  calcul  numerique  de  la  grande  inegalite  de  Pallas, 
qui  depend  du  terme  en  18/'  —  7/,  oil  /et  /'  designent  les  longitudes  moyennes 
de  Pallas  et  de  Jupiter,  et  dont  la  periode  est  d'environ  800  ans. 

Cette  inegalite  est  du  onzieme  ordre  par  rapport  aux  excentricites  et  aux 
inclinaisons;  elle  se  trouve  neanmoins  tres  sensible,  a  cause  de  la  petitesse  du 
diviseur  i8/i'— 7/1  qui  entre  au  carre  dans  la  perturbation  de  la  longitude 
moyenne.  Le  Verrier  avait  obtenu  (*)  Tinegalite  en  question  par  un  double  sys- 
teme  de  quadratures  numeriques  relatives  a  /  et  /',  et  il  avait  trouve  que  I'ine- 
galite  s'eleve  dans  son  maximum  a  895^^. 

Cauchy  etait  le  rapporteur  de  la  Commission  academique;  il  etait  desireux 
de  controler  les  longs  calculs  numeriques  de  Le  Yerrier,  mais  ne  se  souciait  pas 
trop  de  reprendre  tous  ces  calculs  par  le  menu.  C'est  alors  qu'il  imagina  en 
quelques  semaines  la  methode  tres  remarquable  dont  nous  aliens  traiterdans  ce 
Chapitre.  II  I'a  developpee  dans  six  Notes,  ajoutees  a  son  Rapport  sur  le  Travail 
de  Le  Yerrier  (Comptes  rendus,  t.  XX;  i845);  il  a  pu  verifier  rapidement  le 
resultat  obtenu,  de  deux  manieres  et  a  Taide  de  deux  methodes  difTerentes;  il 
a  trouve  successivement  906", 6  et  906",  3  pour  le  coefficient  de  I'inegalite,  et  il 
remarque  que  la  petite  difference  de  ces  deux  valeurs  avec  le  nombre  896"  est 
seulement  de  I'ordre  des  erreurs  que  pouvait  amener  Tusagedes Tables  de  loga- 
rithmes  a  sept  decimales,  dont  Le  Yerrier  s'etait  servi. 

Les  Notes  de  Cauchy  presentaient  une  concision  qui  pouvait  arreter  quelques 
lecteurs;  a  la  demande  de  Le  Yerrier,  M.  Y.  Puiseux  en  fit  une  exposition  claire 
et  detaillee,  dans  le  Tome  YII  des  Annates  de  I* Observatoire  de  Paris;  il  etendit 

en  meme  temps  les  resultats  de  Cauchy  a  la  seconde  partie  ^^  "^-^"^  "^"^  de  la 

fonction  perturbatrice. 


(* )  Les  calculs  de  Le  Verrier  ont  616  reproduits  dans  le  1. 1  des  Annales  de  robservatoirc,  p.  397-4 1 8. 
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La  methode  de  Cauchy  est  avantageuse,  surtout  quand  on  considere  les  ine- 
galites  a  longues  periodes  provenant  de  termes  dans  lesquels  figurent  des  mul- 
tiples eleves  des  longitudes  moyennes. 

• 

125.  Nous  considerons  deux  planetes  P  et  P',  et  nous  proposons  de  calculer 
le  terme  de  la  fonction  perturbatrice  du  raouvement  de  P',  qui  depend  de 
I'argument 

oil  n  et  n'  designent  deux  nombres  entiers.  Pour  eviter  une  confusion  de  lettres, 
nous  representerons  les  moyens  mouvements  par  [x  et  [u\  les  masses  des  planetes 
par  m  et  m'  (celle  du  Soleil  etant  i),  et  par  a  et  a'  les  demi  grands  axes;  nous 
aurons  done 

^«a»  =f{i  +  m),         ii'«a'»  =/(i  -h  m'). 

On  aura  ensuite 

diJL         3  dR         ,  rs  dR. 

(a)  fs^dC  =  -fMfl-/pC; 

Cl^dt  est  rinegalite  de  la  longitude  moyenne  que  nous  nous  proposons  de 
calculer. 

La  fonction  -r 75-  etant  developpee  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples des  anomalies  moyennes,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  suivant  les  puis- 
sances positives  et  negatives  des  exponentielles  E^^  etE^'v^,  ou  E  designe  la 
base  des  logarithmes  neperiens,  supposons  qu'on  y  ait  trouve  le  terme 

de  sorte  que 

(3)  R  =///!' An. -„ E<«'^'-«?) v^^ -h  . . ., 


il  viendra 


^  =-  /m'/i  v/^TT A,s_«  E'»'^'-~^)^ 


en  substituant  dans  (2),  regardant  les  elements  comme  constants,  et  integrant, 
on  obtient 
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Cette  inegalite  est  imaginaire,  mais  elle  deviendra  reelle  en  associant  au 
terme  considere  le  terme  conjugue.  Soit 

on  aura,  en  considerant  les  deux  termes  ensemble, 

ou  bien 

OU  encore,  en  remplaQant/par-^^^ — » 

Aaflf^  =  -^^  f-r-r^^ V  /ia^>TLsin(/i'r  —  /iC  +  i2). 

Pour  avoir  I'inegalite  en  secondes  d'arc,  il  faut  introduire  le  facteur  -; — ^;  si 
Ton  pose 

6  m!     (         ^        y 

sin  r  I -i- /w  \/i'[x' —  wjjL/        ' 

(4)  {  on  aura 

Le  plus  souvent,  le  second  terrae  de  la  fonction  perturbatrice, 75—  >  ne 

donnera  rien  de  sensible;  de  sorte  que  nous  pourrons  nous  contenter  de  deve- 
lopper  ^. 

126.  Expression  de  A^  en  fonction  des  anomalies  excentriques  u  et  u! 
des  deux  planMes.  —  Soient  t  el  t'  les  distances  angulaires  des  perihelies 
a  Tun  des  points  d'intersection  des  deux  orbites,  w  et  w'  les  anomalies  vraies, 
1  rinclinaison  mutuelle;  on  a 

A'  =  r*  H-  r'*  —  2  rr'  cos  {r^r'), 
cos(r,  r')  =  cos(mp'  4-t)  cos («/-+- t')  H-sin(MP'-HT)  sin(w'H-T')cosI, 

d'ou  il  resulte 

A*=:r*-i-  r" —  2 M r cos fv. r' cos w' —  2NrsinMP'.r'sinw' 

—  2P.rsinMP'.r'cosM/ —  2QrcosMP'.r'sinMP'', 

/  M=  costcost'-+-  sinr  sinr'cosl, 
N  =  sinrsinr'H- COST  cost' cosi, 
P  =  —  sinT  cost'  4-  COST  sin  t'  cos  I , 

\  Q=  — cosTsinT'-hsinTCOST'cosI. 


(5) 


(6) 
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On  a  d'ailleurs,  en  designant  par  e  et  e'  les  excentricites, 

rcos^vzr  a(cos«—  cr),         /•'cos(^''=^a'  (cosw'—  e'), 


(  /•  =a(i  — ecosw),         /'  r=a'(  i  —  e'cosw'). 

En  tenant  compte  des  relations  (7),  I'expression  (5)  de  A^  devient 

(   A'n:  6-t- CCOSf/ 4- c'C0Sl/'-+- C^Sinw  H- d'sinw' -h  eC0S2M  4- l'C0S2i/' 
(0)  J 

I  -+-/COS  u  COS  u! -\-  g  sin  u  sin  u'  -+-  A  sin  u  cos  w'  -t-  h!  cos  m  sin  w' , 

oil  6,  c,  ...,  A' designent  les  fonctions  suivantes  des  elements  elliptiques,  qui 
seront  calculees  une  fois  pour  toutes  : 

2  2 


(9) 


/z= — 2  Mora',  ^=z — 2Naa'v/i  —  e*  y^i  —  e'*, 

c  =  —  2flr'e — /e'.  c'  =  — 2a'*e'  —  /e, 


Si  Ton  pose,  en  mettant  en  evidence  ce  qui  se  rapporte  a  la  planete  P', 

ill=:  ^  -+-  CCO^U  -h  <^Sinw  -+-  IC0S2W, 
^.^,  Kcosci)  =  c'-h/cos«  H- Asinz/, 

(  K  sinGi)  =  c?'4-^sinM-t- A'cosw, 
(11)  ^'z^E'^'v^, 

on  trouvera  sans  peine  que  Texpression  (8)  de  A^  devient 


2  2 

(12)  1^,  ^<IHX') 

I  4»(a:')  =  i'x"^  -4-  R.r'»  E-^v^  4-  2  H jr'«  4-  Ko;'  E^/^  -h  /'. 

Les  quantites  H,  K  et  co  sont  des  fonctions  de  Tanomalie  excentrique  de  la  pla- 
nete troublee. 

127.  Problftme  aiudliaire.  —  On  va  decomposer  en  facteurs  du  premier 
degre  ie  polynome  $(a?'),  qui  est  du  quatrieme  degre.  Soit 

T.  -  IV.  36 
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I'une  des  racines,  a'  et^'  designant  des  quantites  reelles,  et  a'>o.  En  substi- 
tuant  cette  expression  dans  Tequation  $(a;')  =  o,  egalant  a  zero  la  partie  reelle 

et  le  coefficient  de  y^—  i,  on  trouve  aisement 

SH-+-  -  K  f  a'-h  i  j  cos((p'— Gt))  4-  -  «'  (a'*H-  4t)cos2(p'=o, 
2      \         a/ 

Z  ^  \^'~'  ^7  s^"(?'^  "^^  "^  ^  '*'  (^" ""  ^s)  sin 2<p'z=  o. 

Ces  equations  restent  les  memes  quand  on  change  a'  en  -,>  sans  toucher  a  9'; 

done  les  quatre  racines  de  I'equation  $(a;')  =  o   pourront   etre   represen- 
tees par 

(i4)  a'E?V^,      iE9V^,         b'Ex'v^,     j^,ExV="i; 

b'  et  7^'  sont  reels,  b'  >  o ;  on  peut  prendre  b'^  a'<  1 . 

II  y  a  une  relation  simple  entre  9'  et  y/.  En  effet,  le  produit  des  racines  (i4) 
doit  etre  egal  k  i,  d'apres  la  forme  (12)  de  la  fonction  $;  on  en  conclut 

V  etant  entier.  On  peut  prendre  v  =  o,  ce  qui  donne  y^=  —  9',  et  les  racines  (i4) 
deviennent 

a'E?V=>,     -^E<P'V=^,     b'E-'P'^^S     ^,E-9'v^; 
a'  b' 

si  Ton  avait  v  =  i,  il  en  resulterait 

A«= Vn('-a''^'E-<PV^)(i-a'a:'-*E?V=^)(i4-b'^'E9'v/^)(i4-b'a7'->E-9V^), 

2  a  D 

ce  qui  est  impossible,  le  second  membre  etant  toujours  negatif. 

En  ecrivant  que,  d'apres  I'expression  (12)  de  $(0/),  la  somme  des  racines, 
ou  les  sommes  de  leurs  produits,  2  a  2  ou  3  a  3^  sont  respectivement  egales  a 


on  trouve 


2H  ,        ,.,  I         a'       b' 

T  =sicos2  9  4-a'b'  +^4-^,  +  -,, 


(i5)  j  — !^E-^v/-»  ~  U'-^  ^\  E?V-i  -+.  fw^  ^\  E-9V-1, 
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Les  deux  dernieres  de  ces  relations  peuvent  etre  remplacees  par 

(i6)  {       '  V         ^  / 

on  en  deduit 

^;cos2co  =  [(a'^^,y  4-  (b'4-  ^,y  J  cos2<p'-h  ^  (a' 4-  l)  (b'4- 1). 

Si  Ton  pose 

(i8)  /.=  cos29',         j,=  i  (a'b'4-  ^),        /,=  i  (^  -h  ^'), 

on  trouve  aisement,  en  vertu  des  relations  (i5)  et  (17), 


H 


/> 


K»  H 

/!/«/«  =^  cos 2(0—-^. 

Done  J,,  Vat  73  sont  les  racines,  necessairement  reelles,  de  I'equation 

(19)  -^^   -  ?  -^   "^  (47^  -  V*^  -^  7  "■  4r«  C0S2a>  =  0. 

y^  est  <  I,  72  et  73  >  I ;  on  a  d'ailleurs  72  >  J3,  car  cette  inegalite  revient  a 

fu,         '  a'       b' 

a  b'       b'       a' 

ou  a 

(i-a'«)(i-b'«)>o, 

et  cette  derniere  inegalite  est  verifiee.  Done  I'equation  (19)  aura  toujours  ses 
trois  racines  reelles,  Tune  -<  i ,  ce  seraj, ;  les  deux  autres  >►  i ;  la  plus  grande 
de  ces  dernieres  sera  ja- 
il est  commode  de  resoudre  numeriquement  I'equation  (19)  par  la  trisection 
de  Tangle.  Pour  y  arriver,  nous  ferons 

(20)  r  == -5-7  4- YcosU, 
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Y  et  U  etant  deux  inconnues  dont  I'une,  Y  par  exemplc,  reste  arbitraire.  En 
portant  dans  Tequation  (19),  et  faisant 

W  ::2r  —  -4-  i 

<  =  TTv      — -f\  —  TTi  —  2      4-  T-TTT  C0S2  to , 

on  trouve 

Y»  cos'U  —  a?Y  cos  U  —  ^=  o. 

En  remplagant  cos'U  par 

n 

COS'U^z  y  cos3U  -h  7  cosU, 
4  4 

il  vient 

Y^cosSUh- Y(3Y*~4^)cosU  — 4^  =  0, 

ou  bien 

cos3U  =±cosu, 

si  I'on  pose  _ 


Y 


(I) 

On  aura  ces  trois  valeurs  de  U 


cos -,3  — 

Y^        2 


^-3'      ^-—y-'      ^^~T- 


Finalement,  les  trois  racines  ont  pour  expressions 

H  /^         V 

3^,4-2^/3  cos  J, 

H  ^    M'         27r4-u 

__^,y/_cos-^, 

(22)  /     H  .    /^  271  — U 


ou 

1 

3\» 


C0SU=: 


= J  ^  (I) 


L'expression  (12)  de  A*  donne  ensuite 


(a3)  1^       V      /' 
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128.  Calcul  de  a',  b'  et  9'.  —  On  distinguera  immediatement  y,,  yj  et  J3 
dans  les  trois  racines  (22),  d'apres  les  conditions 

En  faisant  pour  un  moment 


I  I 

sin  «•  =  —  >         sin  aj  =  — 

7s  /a 


les  formules  (18)  donneront 


(^4) 

C0S2<p' 

-7i> 

'         1    o'h' —         ^ 

a'       b'            a 

a'b'                    sin  a, 

b'       a'         sinaa 

d'oii 

1           ,,,      2cosai 

-7-7  —  a'b'— :— ■;^ J 

a  b                     sin  as 

a'       b'       acosaj, 
b'       a'         sin  a,  ' 

on  en 

conclut 

a'b'  =  tang-^,         ^=lang^, 
ou  bien 

(25)  a'b'=tangf  i  arc  sin  —  j>         —  =tangf  -  arc  sin  —  V 

Les  formules  (24)  et  (25)  donnent  <p',  a'  et  b';  la  solution  ne  laisse  rien  a 
desirer  en  ce  qui  concerne  a'  et  b';  mais,  pour  (p',  elle  laisse  subsister  une  am- 
bigu'ite,  qu'on  leve  aisement  au  moyen  des  relations  (16),  car  ccUes-ci  donnent 
sin<p'  et  cos<p',  en  grandeur  et  en  signe. 

Lorsque  Texcentricite  e"  de  la  planete  perturbatrice  est  une  fraction  tres 
petite,  on  pent  avoir  immediatement  des  valeurs  approchees  de  a',  b'  et  (p'. 

Si  Ton  supposait  en  effet  e'=  o,  d'oii  i'  =  o,  le  premier  termc  et  le  dernier 
disparaitraient  dans  Texpression  (12)  de  $(a;')  ;  I'equation  $(a/)  =  o  aurait 
une  racine  infinie  et  une  racine  nulle;  c'est  ce  que  deviennent  les  racines 

1  E-?V=»     et    b'E-?V^, 
b 

en  supposant  b'=  o.  Les  deux  autres  racines, 


I     ^-.  /-T 


a'E?'>^     et    ^E?V-i, 

a' 

satisfont  a  Tequation 
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On  en  tire 

d'oii,  pour  Tune  des  racines, 
en  faisant 

Q  =  tang  f  -  arc  sin  i?  )  <  '  • 

On  a  done  ces  valeurs  approchees 

II  faut  maintenant  passer  a  Tapproximation  suivante,  en  tenant  compte  de  la 
premiere  puissance  de  *'. 
On  a  identiquement 

de  sorte  que  Texpression  (la)  pent  s'ecrire 
L'equation  A^  =  o  devient  done 


^   i^Qx'E-'^^-^ 


En  negligeantt%  on  a  d'abord 

comme  nous  Tavons  trouve.  Pour  avoir  la  nouvelle  valeur  de  la  solution  qui  se 
reduisait  d'abord  a  zero,  nous  ecrirons 

,  «'9  1-+-^'* 

x^  •=. — 


^   (x'H-0E"V-»)(i  +  0a?'E-'-v^) 


et  nous  ferons  dans  le  second  membre  x'  =  o^  ce  qui  nous  donnera 


,7 
X 


JK 
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nous  aurons  done 

ce  qui  donne  ainsi  une  valeur  approchee  de  b'. 
On  aura  ensuite 


■=.  > 


et,  en  remplagant  dans  le  seeond  membre  x'  par  —  6E*^^-*,  ii  vient 

^'  =  -0E^/^-htE-^v^-^-±-?^^^^  =  a'E?'v^, 

A.  I  —  7' 

d'oii 

i' 
a' 0059'=:—^ cos 0)  H-  iT-;^ ^77  (cosa)H-0*cos3a)), 

^  K(i  —  0') 

a'  sino'zr—  9  sinw—  ^r-^ 7^,  (sinw-h^*  sinSw). 

^  K(i  —  0*)  ^ 

On  en  tire  aisement,  en  negligeant  i'^, 

,      ^      .,  cos2(i)  4- 0*cos4w 
^'  =  ^-'' K(.-0')        ' 

,  .,  sin  2  0)  -h0*sin4a) 

129.  D^veloppement  de  ?  suivant  les  puissances  de  x^  =  E^V'.  —  On  a 

(I  -«5)"*(i-as-')"^=2®»«'5 

nous  avons  donne  dans  le  Chapitre  XVII  (t.  I),  Texpression  de  e^,  developpee 
suivant  les  puissances  positives  de  a;  mais  nouspreferons  employer  la  formule 

(L)  (t.  I,  p.  279),  en  y  supposant  ^  =  ->  ce  qui  donne 

e  _ e_  _  i.3...(2n-i)     «»     r  _ i  __i «»_ 

(26)       •  V>         «     L 


1.3         .1.3  /"    ***    V        1 

a.4  (2'H-a)(a/i-+-4)\«  — «'/       "j 


Gette  formule,  qui  suppose  a*<  ->  est  d'un  emploi  tr^s  facile  lorsque  n  est 
grand,  et  c*est  dans  ces  conditions  que  s*etait  place  Cauchy. 
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On  aura,  en  employant  la  formule  (26), 


,  __  I  .^ . . .  ( 5 «  — j )       a^^      r   _  i        '  a^'  "1 

'*  2.f\. ,  .9.n       y/i"Zr^  [         2  2 //  -h  0.  I  —  a'*       •  •  •  J  • 


(27)  cA* 

+  111/,  E-?V^ar'-»  +  111.;  E-«?V=T,r'-2  H-... , 

i,^...(o.n  —  ^)        b"*       r         I         I  b'«  1 

^      ^  "  2 ./»...  2  /i        y/i  —  b'^*  L         2  2  /i  -i-  2  I  —  b  *  J 

On  en  conclut,  par  la  multiplication  de  deux  series, 

■4-ao 

(29)  ^='^2l„.a:"'\ 


—  00 


(  2i'^,=  i/z^X  l^KK  E-«'9V-t  +  X„,^^x\w,  E-(.'^,)^v-i  +  x;.^,ilV,  E-c^'-^^^'v^  + . . . 
(3o)      <  V      ' 

(  -+-  x;._,iii>;  E-('''-«)?v^  -H  c)i.;._,iii,;  e-(«'-*)9'v^  -h.  . .]. 

Les  coefficients  qui  entrent  dans  cette  formule  sont  des  fonctions  de  n;  la 
serie  convergera  rapidement,  en  general,  car  m/,^  contient  le  facteur  b'"  qui  est 

petit  le  plus  souvent  ^b'  =  lA;  quand  n  est  un  peu  grand,  if\>'^  sera  tres  petit. 

130.  Transformation  du  d^veloppement  de  ^-  —  Nous  partons  du  deve- 
loppement  (29)  de  ^>  et  nous  voulons  en  conclure  le  developpement 

(3i)  1=2^'''^"''"^- 

II  s*agit,  en  somme,  de  passer  du  developpement  d'une  fonction  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Tanomalie  excentrique  au  developpement 
correspondant  relatif  a  Tanomalie  moyenne;  nous  nous  sommes  occupes  de 
cette  question  dans  le  Chapitre  XIV  (t.  I).  La  formule  (a)  (I,  p.  233)  montre 
que  Av  est  egal  au  coefficient  de  a?'"'  dans  le  developpement  de  Texpression 


lE'^O'-^r.-ix-.i)]- 
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Or,  on  a  [I,  p.  209,  formule  (3)], 

E¥('-i)[,-^(,..i)].2:(-^.)'^-' 

Oil  /'  doit  prendre  les  valeurs  entieres,  de  — oca  -f-oo.  Done,  A^  sera  le  coef- 
ficient de  x''**  dans  le  developpement  de 

V 

En  ayant  egard  a  la  formule  (29),  il  vient 

(33)  A„.=2(i~,{!)j;-3;,_,: 


/' 


on  a  d*ailleurs 

(fir  ("-^r ,    (^)' 

La  transcendante  de  Bessel,  J),,  decroil  rapidement  quand  /'  est  grand,  de 
sorte  que  I'expression  de  Kj^;  ne  comprendra  qu'un  nombre  assez  limite  de 
termes  dont  il  faille  tenir  compte.  Nous  avons  maintenant  a  trouver  le  coefficient 

de  E-''^^^  dans  A„'. 

Remarquons  qu^en  operant  comme  precedemment,  on  a 

(34)  \^^:A.r.x-'^  ^^K.n^'<sr^\ 

(35)  A-,^2('-^)-''^-"^'' 


7 #   I     '  i 

1.2.  ../L  I. (/-+-! 


(?)• 


)  i  .  2  (  /  -f-  I  )  (  /  -^  2  ) 


La  premiere  expression  (34)  de  ^rdonne 


jr«-' 


(36)  =,2'^-«-/>^''-'- 


A 

p 


Donnons  a  a:  =  E"v^-*  les  k  valeurs 

T.  —  IV.  37 
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en  progression  geometriquc,  cc  qui  revient  a  attribuer  a  Tanomalie  excentrique 
de  la  planete  troubiee  k  valeurs  en  progression  arithmetique, 


O,      --,      2  —  ,       ..    ,      (A— i)  --; 


ajoutons  membre  a  membrc  les  k  relations  qui  se  deduisent  ainsi  de  Tequa- 
tion  (36);  si  nous  posons  d'une  maniere  generale 


nous  trouverons 

(3;)  ^"^-^^^.n^.^ocp-'-. 


or  Sx''^  est  nul  ou  egal  a  /r,  selon  que p  —I est,  ou  non,  un  multiple  de  k\  nous 
n'avons  done  a  considerer  que  ies  valeurs  suivantes  de/?, 

/,     l±k,     l±ik,     .  .    , 

et  Tequation  (37)  donne  ainsi 

Si  le  nombre  entier  positif  A  est  grand,  meme  par  rapport  a /i,  comme /regoit 
des  valeurs  peu  considerables  d'apres  ce  que  Ton  a  dit  plus  haut,  les  indices 

seront  de  beaucoup  superieurs  en  valeur  absoluc  a  n,  et  si  ies  quantites  3ij 
decroissent  d'une  maniere  notable  quandy  augmente,  ia  parenthese  de  la  for- 
raule  (38)  se  reduira  sensiblement  a  3i-n-^i.  On  est  ainsi  conduit  a  poser 

^^^  )  ^-:A  -4-3  -^ 

et  il  vient 


I   ^  .r'*-' 


A'  a 


En  portant  dans  Tequation  (35),  on  trouve 


(4o) 


'-=i^'2i{'~i)''^-'-M'^^h 
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Mais  la  formule  (32)  donne 

E--T('-i)[._£(..i)].2(.-0j...-', 
de  sorte  que  la  relation  {^o)  devient 

ou  bien 

A_„—  is  Ie^'^v^-"*^*^"^  •*'""(!  —e  cos  If)  — 2*('  ~  7/)^^' 

OU  encore,  en  introduisant  l, 

Cherchonsa  en  conclure  le  coefficient  A^^-n  de  E^"'^'  "Ov'^  j^^g  _.  on  a 

A_;,  =. . .  4-  An;-n  E"'^V=t  4_. . .  ^ 
d'oii 

A,-_«=  ^  r"^''A^,.E-«'^V=T^C'; 

•^ —  7C 

en  tenant  compte  de  la  formule  (40»  *'  vient 


-2;('-,7)^';^X>"'^'^-"'^''' 


Or, 


il  vient  done  finalement 


(42)  A„v-„=^SA„E»?*^(i-ecosM)-c, 

43)  p==2('-i)j'-j^X7*'^""'"''^' 
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Si  k  est  assez  grand,  on  pourra  supposer  p  =  o,  et 

(44)  A„.,_„=  ^.  SA«.E"^v^(i-ecos«); 

la  valeurde  A^^'  sera  d'ailleurs  calculee  par  la  formule  (33). 

Reprenons  la  formule  (3o),  et  separons  les  parties  reelles  des  imaginaireSy 
en  posant 

/  F«':=i  ctl,^iJi>o  cos/i'9'-i-  -^l)^4.,\lJ>i  cos(/i'h-  2)9'-!-. . . 

-i-  ^^«'_i^»i>'i  cos(/i'—  a)  9'-+-.  . . , 
G;»'=:  <il»rt  1)1)0  sin/^'9'—  Jl»«-Hi i'^  sin(/i'-h  2)9'  — . . . 

—  al»«-ii)l>'i  sin(/i'—  2)  9'-h. . . , 


(45) 


11  viendra 


/' 


Si  Ton  pose 


(46) 


<  

V  sint'  =  (i  —  e cosa)^  ('  —  ^A  \~i'~-  Ji'G/»'-/> 


11  viendra 


A„.(i  —  e  cos  £/)  =  ¥£»'/-», 


apres  quoi  la  forraule  (44)  donnera 
Or,  on  a  pose  au  commencement  du  Chapitre 

A^,_„  =  aiLE^/^; 

il  vienl  done 


'  1 


(47) 


I  On.cosi2=:  ^.  SVcos(i'  +  /iO, 
DR^siniii:::  ^  SV  sin ( i' -f- /i?) . 


La  formule  (4)  donnera  enfin  Tinegalite  clierchee  S!^. 

131.  Nous  aliens  presenter  le  resume  des  calculs  a  faire. 
Les  donnees  sont  les  elements  elliptiques  a,  e,  (x,  a\  e\  \k\  les  longitudes  des 
noeuds  et  des  perihelies,  les  inclinaisons;  les  nombres  entiers  n  et  n'  que  I'on 
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deduit  de  la  reduction  de  ^  en  fraction  continue,  en  cherchant  les  reduites 

qui  conduisent  a  de  petites  valeurs  de  -^ — ^• 

On  calcule  Y  par  la  formule  (4)f  t,  t'  et  1  par  des  formules  bien  conniies,  en 
resolvant  un  triangle  splierique.  On  determine  les  constantes  c,  c\  rf,  d\/,  g^ 
A,  h\  i  et  i'  par  les  formules  (6)  et  (9). 

Tons  les  calculs  precedents  sont  fails  une  fois  pour  toutes. 

On  determine  ensuite  le  nombre  entier  k  comme  nous  le  verronsplus  loin, 
et,  pour  les  k  valeurs  de  £/, 


27: 


k'          '  ^"        '   k' 
on  calcule 

C  par  la  formule    C=="  —  esinM, 

H,  K  el  ol) par  les  formules  (10) 

^el  ^ ))                (21) 

yu  ytyyi »            (22) 

a',  b'  et  cp' ))                (25)  el  (16); 

Une  s6rie  de  valeurs  de  <A>^  et  \)l>;,. . .  »                (27)  el  (28); 


Une  serie  de  valeurs  de  F  et  G 


» 


(45), 


les  valeurs  JJ,,  J',,  ...  qui  dependent  de  Targument 


n'e' 


V  et  V par  les  formules  (46); 

OR/  el  £2 »  (47); 

d; »  (4). 


On  voit  qu'en  somme,  on  a  determine  ^X,  par  des  calculs  analytiques,  et  par 
une  interpolation  repondant  aux^  valeurs  de  u  considerees  ci-dessus. 

Dans  le  cas  de  Pallas  (P)  et  de  Jupiter  (P'),  on  a  /i  =  7,  /i'=  18;  Cauchy 
trouve  qu'il  sufiirait  de  prendre  Ar  =  29;  il  adopte  k  =  36,  de  sorte  que  les  va- 
leurs attribuees  a  u  dans  la  suite  du  calcul  sont  les  multiples  de  10^  inferieurs 
a  la  circonference.  Les  transcendantes  de  Bessel  qu'il  y  a  lieu  de  considerer  ont 
pour  valeurs 

J'o  =  0,820707  4o, 

J\  =  0,39399300, 

j;  =  0,08823648, 
J',  =  0,01294772, 
J4  =  0,001 41646, 

Cauchy  forme  ensuite  les  deux  produits 


'5  =  0,000  123  57, 

i  =  0,00000897, 

7  =  0,000000  56, 
'g  =  0,000  000  o3, 
',  =  0,00000000. 


io«Vcos(i'H-7C)    et     io«Vsin(t'-t-70» 
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pour  chacune  des  vaieurs  de  u  multiple  de  10";  il  trouve  qu'ils  se  reduisent 
sensiblement  a  zero  pourw  =  o",  10°,  ...,  i3o®;  3io",  32o'*,  ...,  35o°,  tandis 
que  les  autres  vaieurs  sont  les  suivantcs  : 

u.  io»  Vcos(j' -  -  7^).     10"  Vsin(»' -;- 7II).  //.  io'Vcos(i' -h  7!^).     io'Vsiii(i^ -+- 7!^). 

o  o 

140 —  ()  -\-       II  a3o -'7^77  —  914^ 

i5o -h  28  —       1 3  •Jt4t>.  •    ••  -  11'^'^  — 15-267 

160 —  i5  —       8>  ibo —  •?/xoo  —  99^2 

170 —  '-/'iS  —       85  'iGo —  3664  —  '2'228 

180 —  58 1  -h  35i  '270 -  1-241  -•-  555 

190 --  49'^'  -^  »7'J^  '«^8o -.-       10  -^  345 

•200 -h  1 65-2  -r  4 '84  '290.  ...  -   75  —    8 

210 -h  7753  —  5469  3oo '1  -r-   i5 

220 -r- 1590-2  -:-       982 

En  ajoutant  les  nombres  compris  dans  la  deuxicme  et  la  troisieme  colonne, 
on  trouve 

io'SVcos(r4-  7?)  —  h  42 100,         jo^SVsin(r  -\~  7C)  =  —  28899, 

d'oii 

lo^^OlL  cosli  =  -+-1 1  Ggi,         lo^^OlV  sini2  —  —  65oo, 
io><>2  0llL  =  26759,        i2  =  — 29°8'55% 

et  coinmc  on  a  log Y  =  8,83i  oo,  Cauchy  obtient  enfin  pour  I'inegalite  cherchee, 

dC  =  9o6',6sin(i8C'-7C-290  8'55''). 

M.  V.  Puiseux  a  trouve  que  le  second  terrae  de  la  fonction  perturbatrice  re- 
duit  le  coefficient  a  9o5",7. 

132.  Calcul  de  k.  —  Si  Ton  veut  que  le  module  de  A^,' ,^;,  ne  soit  pas  en  er- 
reur  d'une  petite  quantite  a,  il  faut,  d'apres  la  formule  (42),  que  Ton  ait 

(48)  modp<o', 

et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  prendre  k  assez  grand.  Nous  voulons  fixer 
la  limite  inferieure  de  k.  Reprenons  les  formules 


(5 1)  ^=.:2a„E»«v'=r 
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Cherchons  une  expression  approchee  de  Si^y  Texpression  rigoureuse  est  pa- 
reille  a  ceile  de  3i'„..  Si  Ton  pose 

i  U'ziz  b  -^  c'cos/*'  -i-  d'  sinu'  h-  /'cos  a//', 

(52)  '.  K'cosc)'  — c -h/ COS//' -h^'sin//', 

I  K'sinoj'i- ()  H'/i^'sin //'  +-/iCOS//', 

on  trouve  aisement,  en  se  rapportant  a  la  formule  (8), 

A'=  H'-f-  K'cos(//  —  0)')  -f  /cos2//. 

On  auraensuite,  en  faisant  E"^  =  x. 


_  1  1 

On  pourra  calculer  a,  b  et  9  pour  une  valeur  donnee  de  w'.  On  aura  ensuite 

et,  en  negligeant  ->  on  pourra  se  borner  a 

J.  3...  (2 /I  —  i)       a" 


Afl^ 


lIK^TZZ 


2.4-  .  .  2/i  i/j  2i' 

1.3. . .  (2/1  —  i)       b** 


2.4.  ..2/1  y/i-    b« 

Or,  la  formule  do  Stirling  donne 


1.3. ..(2n  — i)  I         / 

y-^ ^:^  4 /, _,  0<3r<i. 

2.4. ..2n  i/mzV 


sjn  TT  V  2  /i  H-  i 

II  en  resulte 


a" 


'/I 


v//i7ru  —  a*) 


b  est  de  I'ordre  de  e^ ;  en  negligeant  e-,  on  pourra  prendre 

lll>0  r=z  1 ,  1li,„  ^1  O,  pour  /I  rrz  r ,  2 


11  vient  done  simplement 


^    _     /2ab   (aE-^v-*)" 
V      *     v/i7r(i  — { 


a*) 
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Sik'-n-^i  est  le  terme  principal  de  Texpression  (5o)  de  s;  nous  prendrons  sim 
plement 

V       I       y/(A_/J4-/)7r(l  — a*) 

et  meme,  en  tenant  compte  de  ce  que  /  est  petit  par  rapport  k  k  —  n, 

(53)  ^^^     (aE-^^--)— 


v/(X:  — /^)7r(I  —  a') 

Revenons  a  Texpression  (49)  de  p.  On  aura 


On  a 


mod p  <  —   /      fl??'  X  I  mod  maximum  de  V  5  ( i j  J/ 


Or,  la  relation 
donne,  pour  z  =  aE""^*^~* , 

e  est  assez  petit ;  on  peut  prendre 

,  _  1  (aE-9/=5- a-E^v^)  =E-'«^'^"''"--'^''^l 


et  il  en  resulte,  en  negligeante^, 


2(i-^)j/(aE-9v^-->--=E 


En  portant  dans  la  formule  (54)f  il  vient 


y,A       ^\j,^,Aab      (aE-9v^>--     Jl^.K-T^-.,^.-.ET^.) 


Le  module  de  cette  expression  est 


Aab  a^-"  p(^«-^'-')^<^'>'? 


**    V^(/^  —  /0  7:U  — a*) 
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On  a  done 

mod  p<  maximum  (lei/ — : —  —  K  "^  *  i    /        . 

V      «     v^(A— /^)7:(I  — a-) 

Clierchons  co  maximum;  a,  b  et  (f  sont  sculs  variables  et  dependent  de  u  qui 
varie  de  o  a  27:;  A  —  /i  etant  grand,  Ic  maximum  en  question  repondra  sensible- 
ment  au  maximum  ai  de  a;  soient  b|  et  cp^  les  valeurs  correspondantcs  de  b  et 
de  9 ;  on  pourra  prendre 

V       «      v^(^-/^)7^(I  — aj) 

Supposons  a,,  b,  el  9,  determines,  et  posons 


(55) 


la  condition  (48)  pourra  s'6crire 


a*-" 


^^k  —  n 

ou  bien 

(56)  {k  -  n)  log^  -r  ^log(X:  -  /i)  >  log-- 

Telle  est  Tinegalite  qui  devra  etre  verifiee;  on  voit  que  son  premier  membre 
augmente  avec  k;  il  suffira  de  prendre  la  plus  petite  valeur  de  k  satisfaisant  a 
I'inegalite. 

133.  Calcul  de  a,,  b,  et  9,.  —  On  pent  calculer  explicitement  ces  valeurs 
quand  on  neglige  les  secondes  puissances  des  excentricites  et  de  Tinclinaison 
mutuelle.  Les  formules  (6)  et  (9)  donnent  alors 

M=:N=:C0S(t  — t'),  l>  =  —  Q  =  sIh  (t' —  t), 

(57)  {  ^=zrt*H-rt'*,         1  =  0,         i'=zo, 

c^=-~ia[ae  —  a'e'cos(T  —  t')], 
c'  =  —  ia'[a'  e' —  aecos(T —  t')], 
dziz  2art'e'sin(T'— t),         d' ^=  2aa'esin(T  —  t'). 


Si  Ton  pose 


(58) 


ae  —  «'e'cos(T  —  t')  =  A  cosa, 

1  A  >o, 
a' e'  sin  (t  —  7')  =  A  sin  a, 


a' e' — ^<?cos(7  —  7')  =:  A' cos  a',  \ 

A'>o, 
—  aesin  (7  —  7')  --  A' sin  a',  ) 

T.  —  IV.  38 


298  CHAPITRE   XVII. 

on  tire  aisement  des  formules  (52),  (57)  et  (58) 

(59)  H'=a»-+-a'*— 2A'a'cos(M'— a'), 

(  K'cosd)'  — —  aAacosa  —  2aa'cos(tt'-4-T'— t), 
(60) 

(  K'sina)'=:—  2Aasin  a  —  2 aa* sin  (i/'  +  t' — t). 

A  est  de  Tordre  de  e  et  de  e';  en  negligeant  le  second  ordre,  on  a 

(61)  K'  =2aa'    iH — ^cos(tt'— a  +  r'  — t)   . 

On  tire  d'ailleurs  des  formules  (58), 

A  cos(a  +  T  —  t')  =  — A'cosa', 
A  sin  (a  +  t  —  t')  =— A' sin  a', 

d'oii 

La  formule  (61)  devient  done 

K'=  2aa'    1 ^cos(tt' —  a')  L 

et,  en  combinantcette  formule  avec  la  formule  (09),  on  trouve 

(62)  -577-  = -. —     IH r  -z >,  cos(w'— a')    . 

Mais  en  negligeant  e^,  Texpression  de  A^  se  reduit  a 
et,  en  cerivant  que  cette  expression  s*annule  pour  x  =  aE^*^  il  vient 


a  K' 


d'ou 


(63)  <p~a)'-h7r, 

I  2H' 

En  rempla^ant  -j^,-  par  sa  valeur  (62),  on  aura 

(64)  -4-a=:  —  H \ jj—  cos(w'  -  a'). 

^      ^  a  a         a  aa'* 
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Supposons  a>  rt';  alors  a  differera  de  —  d'une  quantite  de  Tordre  de  A';  on 
trouve  sans  peine 

On  voit  que  le  maximum  a,  de  a  repond  a 


(65) 


//'=  a'H-  7:, 


»M 


Les  formules  (60),  (63)  et  (65)  donnent  ensuite 


d'ou 


On  a  enfin 


K'cos&)'  =  —  'xa(K  -+-a')cosa, 
K'sin  w'  —  — 2flr(A  4-  a')  sin  a. 


Ainsi,  en  resume, 


a>a\ 


a!  (         V\ 


?i  =  3e, 


laa  \        a  J 


On  trouverait  de  meme 


a<a\ 


a  \        a  J 


?!==«  +  7:, 


laa  \        a  J 


Cela  fait,  on  calculera  A  par  la  formule  (55),  et  la  limite  inferieure  de  k  par 
Tinegalite  (56). 

II  va  sans  dire  que  Ics  dcrniers  calculs,  qui  aboutisscnt  a  la  valeur  de  k^ 
doivent  etre  fails  avee  pen  de  precision;  des  Tables  de  logarithmes  a  quatre  ou 
meme  a  trois  decimates  suftiront. 

Cauchy  a  donne  une  metliode  abregee  pour  le  cas  oil  n'  etant  considerable, 
Texcentricite  e'  est  tres  petite;  Temploi  de  cette  methode  rapide  lui  a  donne, 
pour  le  coefficient  de  la  grande  inegalite  de  Pallas,  906", 3  au  lieu  de  906% 6. 
Donnons  seulement  le  rcsullat  de  la  simplification,  renvoyant  pour  la  demon- 
stration au  Memoire  de  M.Puiseux.  Ayant  calcule  a',  b'  et  o'pour  chacune  des 
k  valours  attribuces  a  Tangle  '|,  on  calculera  Tangle  v  en  secondes  d'arc,  par  la 
formule 

smi"\      4  i  /  ' 
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puis  V  par  Tequation 

V  = -r^ J — .^4/ — :; (i  —  ecosa)E  ^    *  »      /    »n  i    a  ^ 

2.4...2/1'      V      r     y/j  __a'* 

Ayant  obtenu  V  et  s^^  le  calcul  se  termine  comme  precedemment. 

Le  lecteur  pourra  consulter  encore,  au  sujet  de  la  methode  de  Cauchy,  un 
Memoire  de  M.  Bourget,  Sur  le  calcul  des  divers  termes  du  diveloppemenl  de  la 
fpnction  perturbatrice et  desesderivees  (^Annales  de  V Observatoire  de  Paris,  t.  VII), 
et  un  Memoire  de  M.  Hoiiei  public  en  1875  (Paris,  Gauthier-Villars),  Sur  le  de- 
s^eloppement  de  la  fonction  perturbatrice  suivanl  la  forme  adoptde  par  Hansen  dans 
la  theorie  des  petites  planetes.  Ce  Memoire  se  termine  par  des  calculs  numeriques 
relatifs  aux  perturbations  de  Pallas  par  Jupiter;  Tauteur  y  donne  un  certain 
nombre  des  inegalites  de  la  longilude  moyenne  de  Pallas. 

Citons  enfin,  pour  terminer,  une  Note  de  M.  0.  Callandreau,  Sur  le  cal- 
cul des  inegalites  d'ordre  eles^e  (Comptes  rendus,  tome  CXV,  page  386),  dans 
laquelle  Tauteur  montre  que  la  serie  (26)  de  la  page  287,  donnee  par  Legendre 

pour  representer  la  valeur  de  G„,  et  qui  n'est  convergente  que  pour  a^<  -> 

jouit  des  proprietes  de  la  serie  semi-convergente  de  Stirling,  de  sorte  que  la 
methode  de  Cauchy  pent  toujours  etre  employee  avec  securite,  meme  dans  le  cas 

assez  frequent  de  a  >  -p- 

S/2 
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134.  Nous  nous  proposons  d'exposer  dans  ce  Chapitre  les  principaux  resul- 
tats  du  beau  Memoire  de  Jacobi,  intitule  :  Versuch  einer  Berechnung  der  grossen 
Ungleichheit  des  Saturns  nach  einer  slrengen  Entwickelung  {Astron.  Nachr., 
t.  XXVIII,  n°»  653-654,  et  OEui^res  completes,  t.  VII,  p.  i45). 

Soient 

a,  e,  (JL,  /  le  demi  grand  axe,  Texcentricite,  le  moyen  mouvement  et  la  longi- 
tude moyenne  de  Saturne; 
a'f  e\  (jl',  /'  les  memes  quantites  pour  Jupiter. 

11  s'agit,  en  somme,  de  trouver  dans  j  les  termes  qui  dependent  de  2/'  —  5/, 

A  designant  la  distance  des  deux  planetes.  En  partant  des  formules  du  Chapitre 
precedent,  on  a  pour  A^  une  expression  de  la  forme 


(I) 


A*=(o)  — (i)cos(w  — a'-hD)H-(2)cos(wH-B)  — (2')cos(w'-hB') 

-  a'e'eosaM  -h  -  c/'*  e"  cos  a  a' -h  (3)cos(M-h  a'-+-G), 
2  2 


les  quantites  (i),  (2),  (2')  et  (3)  sont  supposees  >  o.  En  se  reportant  aux  no- 
tations du  Chapitre  precedent,  on  trouve  aisement 


(I)   cosD=-i(/H-^),         (I)   sinD  =i(A-A'), 

4  A 


(2)  cosB  =c, 
(2')cosB'  =  — c', 


(3)  cosC  =-(/-^), 


(2)  sinB=  —  df 
(2')sinB'=:d', 

(3)  sinC  =—-{h-hh'); 

2 
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d'oii,  en  mettant  pour  6,  r,  . . .,  h'  leurs  valeurs  (9)  du  Chapitre  precedent, 


/ 


(a) 


(o) 

(i)  cosD 

(i)  sinD 
(2)  cosB 

(2)  sinB 

(2')cosB' 

(2')  SinB': 
(3)cosC  : 
(3)sinC 


—  aa'  (Q  v^i— e'*  —  P  v^r=^); 


—  2P  aa' e'  ^1  —  e*; 

2a' {a' e'  —  Mae), 

2Qaa'e\/i  —  e'*; 


aa'  (P  \/T^^^  -{-  Q  v/r=V*) . 


Nous  recrirons  d'ailleurs,  pour  plus  de  clarte,  les  valeurs  de  M,  N,  P  et  Q, 


(3) 


M- 

costcost'-h  sinr  sinr'cosl. 

N  — 

sinr  sinr'  -h  cost  cost*  cosI, 

P  -- 

-  siniTCOST'H-  cosTsinr'cosI, 

0-- 

-COST  sinr'-i-  sinTCOsr'cosI. 

Cela  fait,  Jacobi  pose 

(4)  d  =  b-b;, 

(5)  Ao  =  (o)  —  (i)cos(a  -  a'H-  B  -  B\)  4-  (2)  cos(a  H-  B)  —  (4)  cos(a' 

Ai  =  -  a*e'cos2£/  ■+-  -  a"e"cos2a'-+-  (3)cos(a-i-  m'h-  C) 

(6)  ^  2  2  V    /         V 


b;); 


[(4)  —  (a')  cos(B;  —  B')]  cos(a'  -+-  B'j)  —  (2')  sin(B;  -  B')  sin(a'-h  B',) 


La  quantite  (4)  est  restee  arbitraire.  Nous  verrons  dans  un  moment  que,  si 
Ton  considere  e,  e'  et  I  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  (o)  et  (i) 
sont  de  Tordre  zero,  (2)  et  (2')  de  Tordre  i,  (3)  de  I'ordre  2;  enfin,  la  suite 
du  calcul  montrera  que  (4)  est  du  premier  ordre,  et  que  les  coefficients  de 
cos(f/-f-  B', )  et  de  sin(M'  -h  B',)  dans  la  formule  (6)  sont  du  troisieme  ordre. 
On  a  d'ailleurs  identiquement 


(7) 


A*  =  Ao-hA„ 


de  sorte  que  cette  decomposition  est  avantageuse,  A«  restant  toujours  du  second 
ordre.  Jacobi  ecrit  ensuite  que  I'expression  (5)de  Ao  pent  se  mettre  sous  la 
forme 

Ao^a'H-a'^-ha"'— 2aa'cos(a—  a'-+-B  — B',) 
2aa''cos(w  -+-  B)  —  2 a' a" cos ( a' -f- B', ) ; 


(8) 
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ou  a,  a'  et  a''  sont  des  quantites  positives.  Le  rapprochement  des  expressions 
(5)  et  (8)  donne  les  conditions 


On  en  tire  aisement 


2aa''  =  (2),         2a'a''  =  (4). 


(9)  «'=^.  «^=('^ 


2a  2a 


(ii)  2a*  =  (o)-+-v/(o)*— (I)*— (2)«. 

Les  formules  (9),  (10)  et  (11)  determinant  a,  a',  a"  et  la  quantite  (4). 

135.  Nous  allons  evaluer  les  ordres  de  petitesse  de  nos  diverses  quantites. 
Les  formules  (2)  donnent  d'abord,  en  y  rempla^ant  M,  N,  P  et  Q  par  leurs  va- 
leurs  (3),  et  negligeant  seulement  le  quatrieme  ordre, 

(3)cosC=—  -  aa'[(e«-he'«)cos(T  — t')  ^-I*cos(T-hT')], 
(3)sinG=:-  iaa'[(e'«— e«)sm(T  — T')-hPsin(T-hT')]; 

done  (3)  est  bien  du  second  ordre. 
On  troiive,  en  operant  de  meme, 

I j  cos  (t  —  t'  ), 

(i)  sinD  =  "laa!  {  i 1  sin(T  — r ); 

d'oii 

(,2)  (0  =  2a.^i ^ j, 

(  D    =T  — t'; 

ces  expressions  de  (i)  et  D  sont  exactes  aux  termes  pres  du  quatrieme  ordre. 

Considerons  le  triangle  CSC  ayant  pour  sommets  le  Soleil  et  les  centres  des 
deux  orbites ;  soient  0,  y  et  y'  les  angles,  S  la  distance  des  centres.  On  aura 

CSiziflr^,  Q!^—a!e\         M  =  cos^, 

ae —  Ma'e'  =z:  (J  cosy,         a' e' —  Mae  =  3 cosy', 
flr'e'sin9==  3  siny,  aesinS  —  5siny'. 
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Les  relations  (3)  donnent,  d'ailleurs, 

P  =±:  v/r=^*—  sin'r'  sinM, 
Q  =  it:v/i  —  M*—  sin'T  sin' I; 

or  —  P  et  4-Q  diflferent  pen  de  sin(T  —  t'),  et,  dans  le  cas  actuel,  le  calcul 
numerique  monlre  que  ce  sinus  est  positif.  On  doit  done  prendre 

P  =  —  v^sin*0  —  sin*T'  sin*l,        Q  =:v/siii'0  —  sin*Tsin*I. 

En  ayant  egard  aux  relations  precedentes,  les  formules  (2)  donnent 

(2)  cosB  = —  2adcosy, 

(2)  sinB  =  2ad  i/i  — e*  siny  4  /  i 7—^7:  sin*l, 

(2')cosB'=  2a'dcosy', 

(2')  sinB'=  2a'ds/i  -  e'*  siny'  i/i  -  ^1^  sin«l. 

On  en  tire 


(2)  =  2ad  i/  I  —  sin'y  (e*  h r-j^  sin^t'  sin'l ), 

(2')=2a'd4/,_sin«y'/^e'»4-i;i^  sin«Tsiii»lV 
tangB  =-  tangy  s/i-e*  y/i  -  ^^  sin*l, 
tangB'=     tangyVi— ^'*i/i—  ^I^sinU; 

d'oii,  en  conservant  seulementle  troisieme  ordre  dans  (2)  et(2'),  etle  deuxi^me 
dans  B  et  B', 


(i3) 


(i4) 


(2)=2aa[i-isin'y(.«^p|g^)] 
(20=:2a'a[i--isinY(e-H-Pg^)] 

i8o»- B  =y  -  ^  (^e' +  !• -j^  j  sinay, 


On  voit  que  les  valeurs  approchees  de  (2),  (2),  B  et  B',  qui  sont  respective- 
ment  egales  a 

2ad,     2a' df     i8o<>  — y     et     y', 
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s'expriment  tres  simplement  au  moyen  des  elements  du  triangle  CSC  On  a 
d'ailleurs 

y-|-y'z=i8o«—  9, 

et  il  en  resulte 

(,5)  9  =  B-B'--^(e^+-^r^Jsrn.y--^(e--^~^j^).m.y'. 

Mais  I'equation 


donne 


cos9  =  cos(t  —  t') Psinrsinr' 

2 


^  /       '  !•   sinrsinr' 


2       sin(T  —  T) 


ou  bien,  en  ayant  egard  a  I'expression  (12)  de  D, 

(16)  0  — D  4- -  I* -.— .     — ^-• 

Les  forniules  (4)»  (i5)  ct  (16)  donnent 

!B',  =  B'-H  -^  (e'sinay-he^sina/) 

(I  .J  sin2y  sin't'-H-  sin2y'sin'T  4-  2sinT  sinr'sin^ 

On  voit  que  la  difference  B',  —  B'  est  une  petite  quantite  du  second  ordre. 

136.  Venons  maintenant  au  calcul  dea,  a' et  a".  Les  formules  (2),  (12)  et 
(i3)  donnent 


(o)*— (i)»— (2)«=(a«  — a'«)«— (a*  — a'*) 


2  a*  a'* 


a* — a* 
—  t\aa'ee'  cos(t  —  t')    , 


v/(o)'— (0'--(2)'=:«'— a"— -a*e«—  ia'«e'*-i--^^^^PH-2aa'ce'cos(T  — t'); 


(o)  =  a* -4- a" -h  -  rt'e*H — a"e'*— 2aa'ee'cos(T  — t'); 

2  2 


en  appliquant  la  formule  (11),  il  vient 


a«a'* 


2  a*  rz:  2  a*  —  flf'e'  H r r.  P, 

T.  -  IV.  39 
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Les  formules  (9),  (12)  et  (18)  donnent  ensuite 

(•9)  «'=''' [■-K^''*-"^^''')]- 

Ces  expressions  de  a  et  a'  sont  exactes  aux  lermes  pres  du  quatrieme  ordre. 
La  seconde  des  formules  (9)  donne 

(20)  a"  — 5, 

aux  termes  pres  du  troisieme  ordre.  Enfin,  on  tire  de  la  relation  (10),  en  ayant 
egard  aux  valeurs  de  (i),  de  (2)  et  de  aS 

(4)  _    1    (i)(^) 
(2')  "~  17}    (2')  ' 

(4)  t\  *>.         '  \  sin*0/ 

^     '        I e'H 5 -.  I*  I sin*y'    e"  H-  1*  -^-tq  ) 

2  2  a* — a^  2         '   \  sin'0/ 


i4-7e=C0S2y~^e*C0S2y-^  -^—^^\^  \ 


7  e-  cos  2  y  —  7  e  *  cos  2  y  —  7 
4  '4  4 


(21)  (4)  =  (2')  .  ,  ,  .  ,        •,-../ 

\  2sin*0 


Les  coefficients  de  cos(m'  h-  B',)  et  de  sin(u'-i-  B',)  dans  la  formule  (6)  peu- 

vent  s'ecrire 

(4)-(2')     et    (2')(B;-B'); 

ils  sont  du  troisieme  ordre,  ainsi  que celaresulte  des  formules  (i'3),  (i7)et(2i). 
Jacobi  fait  toutes  les  transformations  precedentes  en  operant  sur  les  nombres; 
nous  avons  pense  que  le  calcul  algebrique  aurait  I'avantage  de  mieux  expliquer 
les  choses. 

137.  L'expression  (8)  de  Ao  pent  s'ecrire 

(22)  Ao=(«-«'54-«'^)(«-a'^4-^), 

en  faisant 

Jacobi  introduit  ensuite  les  deux  nouvelles  variables  yj  et  yj'  definies  par  les 
equations 
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on  tire  de  la 

_  (i  -^-  (3*)  COSY}  —  2(3 


/  /  i>x  (I  -^- p')COSTQ  —  2 

V  '       I  —  2p  COSY]  -+-  p- 

et  deux  forraules  analogues  donnent  cos(u'-{-'B\)  et  sin(M'4-  B',);  ^  et  P'  sont 
des  constantes  encore  indeterminees.  On  tire  de  la  premiere  formule  (24) 

(m  -h  B  -  Y)) \/^=  Iog(i  -  pE-V^)  -  log(i  —  (3EW=nr), 
(26)  II  4-  B  —  Y)  =  2  (  -sinY)  -T-  ^sin2Yi  -+-  ^sinSY)  4-. . .  1. 

On  trouve  ensuite  aisement 


a  —  a'  —:  -{-  cfP  x-=z 
x' 


[a  ( I  — (3  E^iv''-*  —  (3'E-^V-t  H-j3j3'E^^-^''v^ 
_«'  (E^^-i') v- -  (3E-.V-  -  p'E^/=T  ^ p(3') 

a  (i  —  (3E-^v/^—  P'E^V-T  4_  p{3'E-f^-^'Jv^ 


J7' 


•^        ^         (1  — (3E-^v-i)(i  — p'EW-  _  __ 

4-a''(E-^'»'--»  —  p  -  ;3'E-<')-^'>^-'  -h  (3p'E^'v^). 

On  determine  maintenant  ^  et  P'  par  les  conditions 

(28)  r  r 

(  -a^'^a'P  -h(3;3'a''=o; 

apres  quoi  les  formules  (22)  et  (27)  donnent 

(l  —  2(3  COSY)  -h  (3*)  (1  —  2(3'C0SYi'4- P'')  Ao 

=:     [a(i  -h  (3(3'E(^-^V=T)  _  a'((3j3'H-  E<^'-^V-i)-a"(;3  -h  (3'E'^-^')*^)] 
X  [a(i  -h  (3(3'E-<^-^V-^)  -  a'(P(3'H-  E-^'^i-^V^")-  a^dS  h-  (3'E-(*i-^V=i)], 

ou  bien 

(29)     Zio—  (1  —  2pC0SY)-+-P*)(l-  2.3'C0SY/-hi3'2) 

138.  Calcul  de  ^  et  ^'.  —  Posons  encore 

(3o)  sin/i  = ;»         sin/i'=: -^         o  < /i' < /i  <  c^o". 
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Nous  aurons 

ft            II 

SI  11 A         sin// 

•AuW       sin  A 

On  lire  des  relations  (28) 

(32)                                                  ^'=  ""^    ,  "" 

«'(3 

(H-(3-)aa''-P(a» 

-ha"»      «")— 0, 

ou  bien,  en  ayant  egard  aux  formules  (3i)» 


^        ^^^Vsm/i'       smA/       2^L        \sinA'       sm/i/        \sin/i'       siiiA/  J 


i-h  (i»  /    I  I     \  __  I 


\sin/i 


2(S     \sin/i       sill  A'/  sin  A  sin /r'* 

-. I  4- sin /i  sin  A' — cos  A  cos  A' 

^~  sin/i -h  sin/i' 

sin 


(33)  (3  =  -        ^ 


cos 


L'equation  (32)  donne  ensuite 

sin  ■ 


(34)  P'=-         ' 


A  -h  A' 
cos 


2 

Faisons  eniin 

la  formule  (29)  deviendra 

,„.,  I         (I  — 9(3cosr)4-S')'('  — 2|3'cosn'H-3")' 

(3o)  — 


S/A, 


r        2  A'       ,  ,        ,      A'H' 
[i--X-cos(T/-t))-h-pJ 


On  trouve  d'ailleurs  aisement,  en  vcrtu  des  relations  (32),  (33)  et  (34).  que 
les  expressions  precedentes  de  A  et  de  A'  deviennent 


.  cos /j  cos /l' 

^  =  « T-h' ' 


COS 

(36) 


.,        .COS A  COS A' 

.  A  4-  A' 
cos- 


2 
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Les  formules(3o)  montrent  que  A  et  h'  sont  du  premier  ordre;  il  en  est  de 
meme  de  p  et  de  P' ;  enfin ,  les  diflerences  A  —  a  et  A'  —  a'  sont  du  second  ordre. 
On  a  aussi  les  relations  suivantes,  aisees  a  verifier, 

,A""P'  a~-'P'  a'~*P' 

^^^^'    A  =  P^^  A'=— ^^— ,         g«      3,,^AA-tangAtangA- 

laiigA  langA'  langAtangA'  '^^       ^  aa' 

139.  D6veloppement  de  — =   Posons 

=  Po-l-  aPjCOs(Y)  — tq')-i-  aP, cos2(tq  —  yj')  -h. . . 


/        2A'        ,  ,,       A'» 

(38)/  V  A  A« 

Nous  savons  calculer  les  fonctions  P,;  elles  ont  ete  etudiees  dans  le  Cha- 
pitre  XVII  du  Tome  I. 
Faisons  ensuite 

(39)  E'^v^  (I  —  2p  COSY)  -h  (3«)*  =:  (i  —  (3*)  ^^^  E^'-^'"^^**-^"^/^, 


m 


(4o)  E'^'v^(i  -  2(3'cosY)'4-  P'*)'  =  (I  -  (3'«)  ^^Ji'^E^'"""'^^"'"""'^^- 


m' 


Nous  deduirons  des  formules  (35),  (Sq)  et  (4o)»  et  de  la  relation 


(i-(3«)(i-P'«)  =  :^, 


qui  resulte  des  formules  (37), 


ah! 


(4i)         -^ = y  y  y  ^  p/^j«  ^;(^/)E('-+-'«)(«-»-B)/rT^_(/'+;„',(„'+Bi)/-i^ 


j     m     m,' 


On  aura  done  ainsi  le  developpement  de  -=z  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 

multiples  des  anomalies  excentriques;  on  passera  de  Ik  au  developpement 
suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes,  en  introdui- 
sant  les  fonctions  de  Bessel,  et  Ton  trouvera  en  particulier  les  termes  en 
it  —  51.  Nous  n'avons  pas  I'intention  de  developper  ce  calcul,  mais  nous  tenons 
a  montrer  comment  on  obtiendra  b^^  et  6^V.  En  se  reportant  aux  formules  (24)* 
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on  trouvera 

E'V^(i  —  2(3  COSY)  -h  (3»)*  =  E'W^(i  —  (3E^v^)«  (i  —  (3E-^v/^)S 

*^  H-(3cr  ^  X  -hp 


E't)>Fr(,_  sip  COSY, +  (3«)^=(-^-^)\i-|3«) ^^^ r 

de  sorte  que  la  relation  (89)  deviendra 


1  ._i 


(I4-Pd?)      ' 


1 

<  — r 


On  aura  de  meme 


1 

I  —  r 


On  a  dans  le  cas  actuel 

P  =  o,o8,        p'=o,o4; 

ces  quantites  sont  done  petites,  et  il  suffira  de  deduire  des  formules  precedentes 
des  expressions  de  b^^  et  b'^}  developpees  suivant  les  puissances  de  P  et  de  P' 
pour  avoir  un  procede  de  calcul  tres  comniode.  On  a 

/    pV"^       '~"^p     ('"■;)  v^  2)  p' 

\         xj  I       a:  1,2  x^ 

_     »  *  ■+"  "  ('"'"  "  )  I*"*"  "  ) 

(i-h(3a:)   '"«-3:i ^P^r-i-^^ '^^^ ^P«^e_.... 

"^  I  1.2 

On  en  conclut  ais^ment,  par  voie  de  multiplication, 
F  designant  la  serie  hypergeometrique. 
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On  peul  aussi  ecrire,  en  employant  une  transfornoalion  connue  [Tome  I,  for- 
inule(i2),  page  279], 

2.4. ..2/w  i-\r/  y^  2  a  I  —  py 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  le  calcul  du  developpement  de  -=;  on 

VAo 

aurait  ensuite,  d'apres  la  formule  (7), 

, , , .  a  a  \  aAi        3  a  A' 

(44)  X  =  -F= 7^  -^  Q  -7=  —  '"'1 

nous  renverrons  le  lecteur  au  Memoire  de  Jacobi  pour  le  calcul  du  second  et  du 
troisieme  terme  de  Texpression  de^-  Nous  nous  contentons  d'avoir  reproduit 
la  substance  du  Menooire  ei  ses  elegantes  transformations. 

140.  Th6ordme  de  Jacobi.  —  Jacobi  enonce  ce  theoreme  {OEuvres,  t.  VII, 

p.  287)  :  les  coefficients  du  developpement  de  Finverse  -r  de  la  distance  de  deux 

planetes,  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques 
u  et  u\  peuvent  s'exprimerlineairemcnt  a  I'aide  de  quinze  d'entre  eux  pris  arbi- 
trairement,  sauf  la  reserve  que  ces  coefficients  ne  soient  pas  relies  les  uns  aux 
autres  a  priori. 

On  pent  demontrer  ce  theoreme  comme  il  suit :  en  faisant 


• 


X 


=rE«v^,  X'—Y.'^'^f^y 


la  formule  (8)  du  Chapitre  precedent  pent  s'ecrire 

(  A'  =  ao-l-a,a:-t-^  -+-«>'-+-  --^ -^  c,xx' -^  d,~  ^d\^^  2l 

1  XX  XX  XX 

(45)  /         ,  \         /  I  \ 

Posons 


On  aura,  en  differentiant  cette  equation  par  rapport  a  x. 


a^v'* 


i  =  y  (m  +  i)A„+,.„.r'«x""', 
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d'ou,  en  tenant  compte  des  formules  (45)  et  (46), 

ao  4-  AT,  .r  4-  a\  x'  4-  c,  ^o:'  -h  ^,  — ;  4-  ^07*  4-  g' -r'^ 
H 4 7      4 ;     "T""!  —  ~T — ;~'~'7; 


a?  JT'  J?^'  *   X  ^*  **  * 


En  egalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  x"'x""\  on  trouve  une 
relation  contenant  seize  coefficients;  quinze  d'entre  eux  restent  arbitraires,  et  !e 
seizieme  en  resulte.  On  aura  une  autre  serie  de  relations  analogues  en  employant 
la  derivee  $^»  au  lieu  de  $^.  Mais  11  est  douteux  que  ces  relations  compliquees 
puissent  etre  de  quelque  utilite  dans  la  pratique. 
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CHAPITRE   XIX. 

DfiVELOPPEMENT  DE  M.  NEWCOMB  POUR  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  (*). 


141.  Introduction  de  M.  Newcomb.  —  Donnons-en  une  idee  sommaire  : 
Tauteur  rappelle  la  necessite  d'avoir  un  developpement  commode  et  assez  com- 
plet  pour  la  fonction  perturbatrice ;  c'est  la  base  du  calcul  des  perturbations. 

Le  premier  developpement  de  ce  genre  a  ete  donne  par  Laplace  dans  la 
Micanique  cdleste;  il  s'etend  seulement  aux  troisiemes  puissances  des  excen- 
tricites  et  des  inclinaisons.  De  Pontecoulant,  dans  sa  Thdorie  analytique  du 
systeme  du  Monde,  a  eu  egard  aux  sixieroes  puissances  des  memes  quantites, 
et  c'est  aussi  ce  qu'a  fait  Peirce,  mais  sous  une  forme  plus  condensee  (Asirono- 
micalJournal,  t.  I).  Le  Verrier  a  donne  ensuite  {Annates  de  V Observatoire ,  1. 1) 
le  developpement  complet,  et  sous  une  forme  commode,  en  tenant  compte  de 
toutes  les  quantites  du  septieme  ordre.  Nous  ajouterons  que  M.Boquet  {Annates 
de  t'Observatoire,  t.  XIX)  a  etendu  les  calculs  de  Le  Verrier  aux  termes  du  hui- 
tieme  ordre.  Tons  ces  developpements  sont  des  fonctions  explicites  du  temps  et 
des  elements  elliptiques,  et  c'est  ce  qui  constitue  leur  avantage;  toutefois,  les 
derivees  de  la  fonction  perturbatrice  relatives  aux  coordonnees  ne  peuvent  pas 
etre  obtenues  sans  transformation,  et  le  calcul  des  inegalites  devient  penible 
quand  on  veut  avoir  egard  auxdiverses  puissances  de  la  force  perturbatrice. 

II  y  a»  en  quelque  sorte  au  pole  oppose,  des  developpements  dans  lesquels  les 
coefficients  des  cosinus  des  divers  arguments  sont  purement  numeriques. 
Hansen  parait  les  avoir  employes  le  premier  dans  son  Memoire  intitule  : 
Unlersuchungen  liber  die gegenseitigen  Storungen  desJupiters  und  Saturns  (Berlin, 
i83i);  il  a  eu  recours  aux  quadratures  numeriques;  mais  on  a  alors  Tinconve- 
nient  de  ne  pas  pouvoir  suivre  Tinfluence  exercee  par  des  changements  apportes 
aux  constantes  adoptees. 

II  existe  ensuite  un  procede  intermediaire  en  quelque  sorte,  que  Ton  pent 
appeler  la  Methode  de  Cauchy-Hansen.  L'inventeur  original  est  Cauchy ;  ses  tra- 
vaux  ont  ete  faitsde  1842  a  i845,  et  nous  en  avons  expose  une  partie  dans  le 
Chapitre  XVII.  L'adaptation  generale  au  calcul  du  developpement  de  la  fonction 
perturbatrice  etde  ses  derivees  a  ete  faite  par  Hansen,  dont  nous  exposerons  les 


(>)  Astronomical  Papers,  vol.  Ill;  1884. 

T.  -  IV.  4o 
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recherches  en  detail  dans  les  Chapitres  XX,  XXI  et  XXII,  et  c'est  la  methode 
de  Hansen  que  Ton  applique  aujourd'hui;  ce  qui  la  caracterise,  c'est  le  calcul 
des  perturbations  des  coordonnees  en  faisant  intervenir  les  derivees  partielles 
de  la  fonction  perturbatrice  relatives  a  ces  coordonnees,  et  Femploi  de  I'ano- 
malic  excentrique  au  lieu  de  Tanomaiie  moyenne  de  la  planete  troublee;  on  a 
recours  aussi  aux  quadratures  nunoeriques. 

M.  Newcomb  s'est  propose  de  developper  analytiquement  la  fonction  pertur- 
batrice suivant  les  cosinus  des  multiples  des  anomalies  excentriques  des  deux 
planetes,  en  exprimant  les  coefficients  symboliquemcnt  a  Taide  des  elements  de 
ces  planetes.  Ce  developpement  converge  plus  rapidement  que  Tancien,  parce  que 
le  premier  coefficient  de  Texpression  de  Tanomalie  vraie  en  fonction  de  Tanomalie 
excentrique  est  e,  tandis  qu'il  est  2e  quand  on  considere  Tanomalie  moyenne. 
L'emploi  des  fonctions  de  Bessel  permetensuite  de  passer  au  developpement  re- 
latif  aux  anomalies  moyennes  qui  est  preferable  pour  les  planetes  principales. 
Nous  nous  bornerons  a  exposer  les  fondements  de  la  methode  de  M.  Newcomb. 

142.  Soient  ret/  les  rayons  vecteurs  de  la  planete  troublee  et  de  la  planete 
perturbatrice,  Y  leur  angle,  (^  et  v'  les  distances  angulaires  des  planetes  au  noeud 
commun  de  leurs  orbites,  y  Tinclinaison  de  ces  orbites,  R  la  fonction  perturba- 
trice ;  on  a 

-^        r 
R  =  (r'-h  r"  — a rr' cos V)   *  — -75  cosV, 

cosV=  cost' cost''-!-  sint' sin t^  cosy,     cosV=cos(i^ —  {^)  -+-o'*[cos(i''-i-t')  —  cos(i''— i')], 
(I)  <r=siniy. 

On  a  done 

Soient  fet/  les  anomalies  vraies,  y]  et  y]'  les  anomalies  excentriques,  co  et  to'  les 
distances  des  perihelies  au  noeud  commun;  on  a 

Eu  exprimant  r  et  r'  au  moyen  des  anomalies  excentriques,  il  vient 

r  =  a(i  —  ecoSYj),         r'i=  a'(i  —  e' cosyj'), 

et,  d'apres  le  Tome  I,  p.  222,  formule  (C), 

Si  les  excentricites  s'annulent,  on  doit  substituer  dans  R, 
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Soient  Ro  et  V©  ce  que  deviennent  alors  R  et  V ;  posons,  pour  abreger, 

(3)  w-hTQnr^,  Ci)'-hY)'=€', 

nous  aurons 

Rfo)  =  (a«H-  a'«-  aaa'cosVo)   '  -  -^j  cosVo, 

COsVo  =  COS(€'—  «)  -4-  (7*  [C0S(€'-h  €)  —  COS(€'  —  «)]. 


Soit  encore 


a 


a 

on  aura 

a'(a'-t-rt'*— aaa'cosVo)   '  =(i-t- a*— aacosVo)    ' 
=  1  I  — 2acos(€'— €)-i-a*— aa<r*[cos(s'-+-€)  —  cos(s'— «)]  |~"* . 

Faisons 

A|  =  1  —  2acos(€'— €)  4-  a', 

et  nous  aurons 

a'(a'-t-a'*— aaa'cosVo)   «  =  ]  AJ  —  2a<T'[cos(s'-i- s)  —  cos(€'— «)]  [    * 

=  A7*  -h    a<T* [cos( s'-hs)  — cos ($'  —  «)]  A7* 
1.3 


1 .2 


a*  <r*  [  cos  («' H- s )— cos  ($'--€)]*  A7» 


I  3  5 

-4-    '    \  a'<r«[cos(€'-hs)  — cos(s'— €)]»A7' 
I  •  2 . «) 


On  a  maintenant 

f 

On  en  tire  aisement,  par  des  transformations  analogues  a  celles  employees 
dans  le  Tome  I,  Chap.  XVIII,  p.  297  et  suivautes, 

R(o)_i     2Aicos(tV-t«) 

—  « 

-l-a«2  B;  cos[(/ -h  I)  s'-  (t  -  i)«] 

(4)  <  ■^" 

+  (7»2lCicosl(n-a)«'-(i-3)«] 

—  « 

H-(7«2Dicos[(i-t-3)s'-(»-3)c] 
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oil  les  coefficients  A'^'\  . . . ,  D'^'^  ont  les  expressions  suivantes  : 

( 5 )  {  4.  I  a* «.  ( fe(/-. )  +  4  bf        H-  6','*«> ) 

(6)  a'B\=-  »b^l'  -  7  <x«««(6'.'-"  -t-  fei'+«')  +  4  »'«'(*','-*'  H-  36',"  +  6!,'+*'), 


(7) 


4 

a'C,=    I  «'6',''  -  i|  a'«>(6','-+  6','+"), 
16        ' 


L'indice  t  s'etend  a  toutes  les  valeurs  entieres,  de  —  oo  k  +  oo. 

Pour  tenir  compte  de  la  seconde  partie,  —r  cosVo,  de  R^®^  on  voit  aisement 

qu'il  faut  ecrire 

6^^   —a,    aulieude    b^^\ 

b'V   -2,  D  6i<^>. 

L'expression  pr6cedente  de  R^*^^  pent  etre  mise  sous  la  forme  generale 


(8)  R^^>=  y  yA;^cos(v«'4-fx«), 


oil  les  indices  v  et  [x  prennent,  independamment  Tun  de  Tautre,  toutes  les  va- 
leurs entieres  de  —  oo  a  4-  oc.  Les  quantites  A!^^^  sont  des  fonctions  de  a  et  de  a 
et  a';  relativement  a  a  et  a\  el  les  sont  homogenes  et  de  degre  —  i. 

143.  Nous  avons 

R(o)=/(5,5',a,a',(7«), 
R     =/(i',i'',r,r',(7«). 

II  faut  done  remplacer  dans  R^^^ 

€,  s'f  «  el  a' 

par 

v^  v'^  r  el  r'. 

Posons 


d'oii 


p=log/-, 

p'_log/', 

(3  -  loga, 

P'-loga', 

5p  =  '' 

rfr' 
rfp'-'^- 
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On  aura 

d^       ~^  da       '  J(3'       "  da'      ' 

si  la  fonction  F  est  une  fonction  homog^ne  et  de  degre  —  i  de  a  et  de  a\  la 
relation  connue 


donnera 


dF       ,  OF     ^ 


^F       dF      ^ 


Si  Ton  pose  symboliquement 


la  relation  precedente  pourra  s'ecrire 

(9)  D4-D'=-i. 

On  a  mainlenant 


(10) 


On  a  d*ailleurs 


p  =(3  -t-log(i  — ecosy))=:(3  4-*(e,  y)), 
p'=(3'4-log(i--ecos'n')=P'-+-*(e',y)'). 


2  € 

I'  =C  H ,  sinrj  -+-...=€  H- V(e, Y)  ), 


(II) 


v'=ql'\ ■  sinrj'-f-.. .  z=€'4-V(e',y)'). 


On  pent  ecrire 

On  aura 

£?(3  ■"  £?p  <?P  "■  c^p ' 

il  en  resulte,  en  designant  par  m,  /i,  m'  et  /i'  des  nombres  entiers  positifs  quel 
conques, 

(i3) 


cette  relation  exprime  un  theoreme  important. 
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144.    Expression  g6n6rale  des  d6riv6es  relatives  k  rezcentricit6. 
Posons 

(i4)  «  = r^=-> 

d'oii 

26 


e  = 


I  -h6' 


L'expression  de/au  moyen  de  yj,  donnee  k  la  page  3i4,  donnera 

/=  Y)  -f-  2(esinY)  H —  e'sinay)  -f-  ^  e*sin3y)  H-. . .). 

On  a  ensuite 

I  — e COSY)  =  I T  COSY)  = t(i  — eE^N^-^)(i  — eE-^N^)» 

1  -f-  c*  1  -T-  e* 

logr  =  loga  —  log(i  -f-  £*)-+-  log  (i  —  eE^v^)  -+-  log  (i  —  eE-^ n^-* )♦ 

=:l0ga  —  (e* h-^-f-...)— 2  (eCOSY)  H C0S2Y)H-.  . .  j; 

il  en  resulte 

p  =  P—  26C0SY}  4-e*(—  I  — C0S2Y))  H- 6*  (  —  «  C0S3y)  j  -4- 6*  f C0s4iq) 

(i5)     I  \  /  \a       a  / 

-4-£»(  —  ^  cos5y)  j  -^s'  (  —  2  ~  9  cos6y)  j  -he"'  f C0S7Y)  j  4-  . . . , 

1  i'=  €  + 2esinY) -4- £'sin2Y)  H- ^  e*sin3Y) 

(16)  1         ^  .  , 

4-  -  e*sin4TQ  4-  F  £*sin5Y)  4-  ^  fi'sinGY)  4-  -  £^sin7Y)  4- 

2  5  3  7  ' 

On  a  ensuite 

dR_dnd^       dRdp  R  =f(v,  v\  r,  r',  d*), 

(?6  ■"  dv  dt        dp  de'         R  =/(«,  «',  y),  yj',  e,  e',  p,  P',  d') , 

ou  bien,  d'apres  le  th^oreme  general, 

de         dg  de        d^  de 

Soit  pose  symbuliquement 
il  viendra 

f  =  D.(Bl:).D,(B|), 

on  en  tire 

(17) 
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Posons 

/  R  =  R(«)  4-  £ R(i)  H-  e« R(«)  -H . . .  4-  e"  R(«)  H- . . . , 
(i8)  }  vz=Vo     -he^i     H-e'i'i     H- . . .  H- e"  r,,     -+-..., 

(  P  =Po     -+-epi      -^e'Pi     H-. .  .-t-e^p^     -t-..., 

on  aura 
En  faisantdonc  e  =  o  dans  Tequation  (17),  il  viendra 

(  (/H-i)R<«-^»>=      DJ^'iR^^^H-  2i>,R^«-*)-+-3r,  R^'*-')  4-. . .  ^.(/i-^,)  t>„^,R(0)] 
^  +  Dp[p,  R<«J  4-  2p,  R^''-*^  -f-  3p,  R^'*-'^  + . . .  4.  (^H-  ,)  p^^j  R(o)]^ 

Cette  equation  permettra  de  calculer  de  proche  en  proche  R^*^  en  partant 
de  R<®\  puis  R^*^  ...,  W\  ....  Partons  de  Texpression  (8)  de  R^®\  que  nous 
ecrirons 

V         |1 

ou,  plus  simplement, 

(21)  R<«)  =  A'cosN,        N-.fX5  +  vs'. 

La  formule  (20)  nous  donnera,  pour  /i  =  o, 

R<*)  =  D;( Pi A'  cosN)  -+-  D(piA'  cosN); 
nous  ecrivons  simplement  D  au  lieu  de  D^.  On  a  d'ailleurs 

v^  1=2  sin  rj,        Pj  = —  2  cos/3; 

il  vient  done 

R<'>  =  —  2fjLA'  sinrj  sinN  —  2cost)  cosNDA' 

=  (fxA'  —  DA')cos(N  + 1))  —  (fjL  A'  +  DA')  cos(N  —  n). 

On  pent  ecrire  symboliquement 

(22)  R(»)  =  (^  — D)A'cos(N4-Y))  — (fXH-D)A'cos(N  — Y)). 

On  trouvera  de  meme,  en  faisant/i  =  i  dans  la  formule  (20), 

2Rf«)  =  D5(i'iR<«)-+-2f',R«»)4-D(ptR<»  +  2p,R<o)), 
On  a 

P,  =i:Sin2Y),  pi  =  — ' — C0S2ri. 
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II  vient  done 

2R^«>=:      D5[2(fx  — D)A'sinY)COs(NH-y))  — 2(|ji-f-D)A'sinY)C0s(N— Y)) 

-HaA'sinaY)  cosN] 
H-D  [— 2(fx  —  D)  A'cosY)COs(NH-y))-H  2(fxH-D)  A'cosricos(N— yj) 

—  2A'(i  -I-C0S2Y))  cosN] ; 

2R<»)  =r— 2(/jL*— fjLD)A'sinY)  sin(N  -mo) -h  2(fjL'-h  fxD)  A'sinrj  sin(N  —  yj) 

—  2fxA'sin2Yi  sinN 

—  2(fxD  —  D')  A' COSY)  cos(N  -h  y))  -h  2(fxD  4-  D*)  A'  cosyj  cos(N  —  y)) 

—  2DA'(i-+-cos2Y))  cosN; 

cela  peut  s'ecrire 

j  2R<«)=r(fjL— D)(fi.  — D-f-i)A'cos(N-f-2Y))  — 2[(fx— D)(fx-hD)-+-D]A'cosN 
I  -4-(fjL4-D)(fi.4-D— i)A'cos(N  — 2Y)). 

On  continuera  ainsi. 

145.  En  generalisant,  onvoit  que  R^''^  sera  de  la  forme 

R(«)  =cos(N-h /iY))n«A'-hcos[NH-(/i  —  2)Yi]n2_,  A'4-. .  .H- cos(N  - /iY))n«^A', 
Oil  les  quantites  n  sont  des  fonctions  entieres  de  [a  et  de  D;  on  peut  ecrire 

(24)  Rf")  =  2  cos(N  -f-yY))n;A'; 

on  auraensuite 

;=-i-n 


D^R^")     =""  ^  2  ^'^^^^  4-y Y))n;A',  i^i  =  2  sinY), 


;=n-l 


DcR^'-^^rrr  — fX^  Sin(N -4-yY))n;-»  A',  2^,  =  2  sin  2 Y), 


D^Rf^-^^^-fx^  sin(N-f-yY))n;-«A',         3^'3t=2sin3Y), 


/as— n-hS 


D^R^^J      =  — fxsinNnjA';  (/n-i)(^„+,  iii2sm(/i -m)y); 

DR<»)  =       D2c0S(N-i-yY))n;A',  p^=:_2C0SY), 

DR(«-i)   ^     D  2cos(N4-/pr))n;-«A',         2p,  — -  a  -  2cosy), 


DR<»)       =     DcosNnjA'  (/i-hi)p„^,  =[.-±2]  — 2cos(n-hi)Y). 


DtVELOPPEMENT  DE  M.  NEWCOMB  POUR  L\  FONCTION  PERTURBATRICE.      321 

On  a  conserve  pour  la  symetrie  le  symbole  IIJ  =  i ;  le  terme  =h  2  est  conserve 
dans  la  valeur  de  (/i  +  i)p/,-Hi,  seulement  si  /n- i  est  pair;  on  prend  -f-2  si 
/H-  I  est  divisible  par  4.  et  —  2  si  /i  -f- 1  est  divisible  par  2,  mais  non  par  4- 

II  reste  a  substituer  les  expressions  precedentes  dans  I'equation  (20),  aprfes 
I'avoir  ecrite  comme  il  suit,  conformement  a  la  relation  (24)1 

(/i-M)R^'*-*-'^  =  (/i4-i)cos[NH-(/i-h  i)Yi]n«:|A'  -h(/i-M)cos[N-H(/i—  i)r)]n«:^}A' 

4-(/i4-i)cos[N4-(/i~3)y]]n;;:^VH-...-h(/iH-i)cos[N-.(/i-+-i)Yi]n!!(;VnA'. 

On  trouvera,  en  comparant  les  coefficients  des  cosinus  des  memes  arguments, 

(25) 


(250 


(2  5,) 


(25,) 


(«  +  i)ns:|-    F(n  +  n;;:;  4- n«:j  + . . .  +  nx ) 

- 1)  (n«  +  n«:i  +  n«:5  + . . .  4- n» ), 

(«  +  i)n;;^}       fx(n;_, +n2:;  +  ns;j+...  +  ni,) 

-D(n;_,  +n»:5  +n;ij  +  .  .  +  ni,) 

-fjL  n»     -Dn^-aDDJH, 

(n  +  on-j       ^(n».,+n;:j+...+ni,) 

-D(u-_,  +  n-zi-h...  +  ni,) 

~  fx(ns_, -i-n-:|)  -  D(ns_, -t- n»zi ) - 

2D(n;:i 

(rt  +  onri        f.(n2_.-4-n,ii^4-...  +  ni,) 

-  D(^^,^-^r •+...  + Hi,) 

-  ^(n«  »-hnsii-hn«:j) 

-  D(u»_,+n»:j  +  n«:;) 

-2D(n»:i-n2ii  +  n;i'). 

La  loi  de  formation  est  evidente,  et  il  est  inutile  de  prolonger  I'^criture  de 
ces  relations;  on  peutaussi  se  dispenser  decalculer  les  developpements  pour  des 
valeurs  negatives  de  I'indice  inferieur  de  11,  parce  que  U"j  se  deduitde  11^  en 
changeant  pi.  en  —  pt,. 

Yoici  les  premieres  valeurs  des  quantites  11, 

nj=:i, 

ni=,x-D, 
an;  =  (fA-D  +  i)n{, 
anj  =  ,*(-n{-i-ni,)-D{n{+ni,-(-a), 
3n|^(,*-D-i-2)n;, 

an;  =  ,ji{nj+ ni,  -  nj)  -  D(nj  +  ni,  +  nj  -t-  an} ). 
4nj:=(^-D  +  3)nj, 

4n{  =  fx(nf  +  nj  +  ni,-nj)-D(nj  +  n«  +  nA, -)-n;-i-an«), 
4ns  =  f;i(ni,-t-n!,  -n;  -n;)-D(m,  +ni,  4-n;  -4-nj  +  anj  -  a), 

T.  -  IV.  4i 
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146.  D6veloppement  par  rapport  aux  616ments  do  la  seconde  planMe. 

—  Nous  avons  trouve  la  formule 

R(-)=  2  cos(v$'-f-fjLs-hyY))n7A;.p,; 

/=-n 

en  faisant 
il  viendra 

il  faut  maintenant  remplacer 

s'     par    s'4-9(£',V),  (3'    par    (3'  +  4.(£',rj'), 

et  developper  les  resultats  suivant  les  puissances  de  e'.  On  pose 

M.  Newcomb  demontre  ce  theoreme  fondamental  : 

Supposons  que  Von  ait  developpd  R  suwant  les  puissances  de  t,  en  faisant  e'  =  o, 
et  que  I' on  ait  trouve  que  le  terme  general  soit  de  la  forme 

£'»cos(N-f-/y])n;A', 

A'  etant  une  fonction  des  distances  moyennes^  H'j  un  symbole  operatoire^  et  N  une 
fonction  lineaire  de  <;  et  <;  ne  contenant pas  r\. 

Supposons^  d^  autre  party  que  Von  ait  developpi  R  suivant  les  puissances  de  e',  en 
faisant  e  =  o^et  quele  terme  geniral  de  ce  nouveau  developpement  soit 

e"»'cos(N-hy'y]')n;'A'; 

alors  le  coefficient  de  cos(N  -l-yTQ  '^-f't{)  dans  le  dei^eloppement  complet  sera  re- 
presenti  par 

e«£"*n;n;A'. 

On  pent  d'ailleurs  simplifier  les  resultats  en  eliminant  D'  au  moyen  de  la 
relation 

D-4-[V=— I. 

Nous  ne  pouvons  pas  suivre  M.  Newcomb  dans  tous  les  details  de  ses  cal- 
culs;  bornons-nous  a  dire  que  Tensemble  du  developpement  de  R  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  I'anomalie  excentrique  est  renferme  dans  les 
pages  90-200  de  son  Memoire.  M.  A.  Chessin  [Astronomical  Journal^  t.  XIV, 
n**'  XlVetXX)  a  apporte  une  simplification  importante  aux  calculs  de  M.  New- 
comb. 
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147.  R6flezions  g6n6rales  sur  le  calcul  des  perturbations  plan6- 
taires.  —  Si  nous  envisageons  dans  leur  ensemble  les  developpements  des 
perturbations  planetaires  donnes  dans  le  Tome  I,  d*une  maniere  generate  et 
d'une  facon  explicite,  par  Le  Verrier  dans  les  Annates  de  VObservatoire,  t.  I  et 
t.  XIV,  nous  pouvons  remarquer  que  certaines  circonstances  contribuent  a 
rendre  ces  developpements  assez  rapidement  convergents.  Les  series  rencon- 
trees  sont  de  la  forme 

• 

oil  /,  [^  cy,  xs\  6  et  6'  designent  les  longitudes  moyennes,  les  longitudes  des  peri- 
belies  et  celles  des  noeuds;  a,  a'  p,  p',  y  et  y'  des  nombres  entiers  positifs  ou 
negatifs  dont  la  somme  algebrique  est  egale  a  zero;  les  coefficients  A  sont  des 
fonctions  de  a,  a\  e^  e\  /  ett';  ces  quantites  constantes  repondent  aux  demi- 
grands  axes,  aux  excentricites  etaux  inclinaisons;  Acontient  en  facteurd^'e''*'' 
/iTij'lT'l.  Or,  pour  les  grosses  planetes,  e  et  ^' sont  des  quantites  inferieuresa  o,t, 
sauf  le  cas  de  Mercure  dont  Texcentricite  est  egale  a  0,2  environ;  i  et  «'  sont 
au-dessous  de  3®3o',  sauf  le  cas  de  Mercure  dont  I'inclinaison  est  d'environ  7*^. 
Cette  petitesse  relative  de  e,  e',  t  et  i  fait  que  les  coefficients  A  diminuent  rapi- 
dement quand  les  entiers  p,  p',  yety'augmentent;  c'estune  premiere  limitation. 
En  second  lieu,  les  grands  axes  des  orbites  ne  sont  jamais  tres  voisins  les  uns 

des  autres ;  la  plus  grande  valeur  de  -7  est  o,  723,  dans  le  cas  de  Venus  et  de  la 

Terre.  Ces  valours,  relativement  moderees,  limitent  les  coefficients  a  et  a';  si  le 

rapport  — ,  etait  plus  voisin  de  i,  il  faudrait  employer  des  valours  beaucoup  plus 

grandes  pour  les  entiers  a  et  a'. 

Enfin,  dans  la  premiere  approximation,  les  coefficients  A  contiennent  en 
facteur  le  rapport  w!  de  la  masse  perturbatrice  a  la  masse  du  Soleil;  la  plus 
grande  valeur  de  w!  correspond  a  Jupiter,  et  est  inferieure  a  0,001;  cela  con- 
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tribue  aussi  a  la  petitesse  des  perturbations  et  a  la  convergence  des  approxi- 
mations successives. 

II  est  toutefois  une  circonstance  qui  augmente  les  coefficients  A.  Ces  coeffi- 
cients contiennent  en  efTet  les  diviseurs  a/i  -f-  a'/i',  ou  meme  leurs  carres.  Si  les 

rapports  —  etaient  rigoureuseraent  commensurables,  on  pourrait  trouver  des 

valeurs  des  entiers  a  et  a',  telles  que  les  diviseurs  en  question  fussent  nuls,  au- 
quel  cas  la  methode  suivie  serait  completement  en  defaut.  Heureusement,  ce 
cas  ne  se  presente  pas;  toutefois,  il  n'est  pas  tres  eloigne  d'etre  realise  :  c'est 
ainsi  que,  pour  Jupiter  et  Saturne,  on  a 


et  pour  Uranus  et  Neptune, 


n  D  I 

n'        2        60 


n  I 

n'  26 


Voyons  ce  qui  arrive  pour  les  petites  planetes.  Les  excentricites  sont  beau- 
coup  plus  prononcees;  elles  vont  jusqu'a  o,35  et  meme  o,  38.  L'inclinaison  de 
I'orbite  de  Pallas  sur  I'ecliptique  est  presque  egale  a  35^.  La  masse  perturba- 
trice  est  toujours  (pour  la  partie  difficile  des  perturbations)  celle  de  Jupiter; 

/w' est  done  voisin  de  0,001.  Le  rapport -7  des  demi  grands  axes  de  la  petite 

planete  et  de  Jupiter  est  compris  jusqu*ici  entre  o,4o  et  0,82.  Enfin,  il  y  a 
des  rapports  de  commensurabilite  tres  approches;  ainsi,  pour  la  planete  @), 
on  a 


n  

n'  :\  I  ^ 


rinegalite  a  longue  periode,  dont  Targument  est  /—  2/'-}- const.,  etant  du 
premier  ordre,  pourra  acquerir  des  valeurs  considerables. 

On  comprend,  d'apres  cela,  que  la  methode  usuelle  pourle  calcul  des  pertur- 
bations, celle  dont  Le  Verrier  s'est  servi  constamment,  presente  des  difficultes  se 
rieuses.  Dans  des  cas  convenablement  choisis,son  emploi  serait  materiellement 
impossible.  On  pent  neanmoins  s'en  servir  pour  un  grand  nombre  d'asteroides. 
C'est  ainsi  que  M.  Perrotin  a  fait  la  theorie  de  la  planete  Vesta  {Annates  de 
robservaloire  de  Toulouse,  t.  I);  Damoiseau  avait  ebauche  autrefois  la  question 
des  perturbations  de  Ceres  et  de  Junon  (Additions  a  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1846). 

Des  efforts  nombreux  ont  ete  faits  pour  aboutir  a  une  methode  efficace  pour 
le  calcul  des  perturbations  des  petites  planetes.  Gauss  avait  travailie  a  une 
theorie  de  Pallas,  et  nous  voyons  dans  une  de  ses  lettres  a  Bessel  qu'il  avait 
trouve  plus  de  800  inegalites  sensibles. 
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A  cote  de  cette  theorie  generaie,  i'illustre  geometre  avail  conduit  parallele- 
mentle  calcul  par  quadratures,  de  raaniereaobtenir  uncontrole  qui  estpresque 
indispensable.  Gauss  n'a  jamais  publie  ce  travail;  la  Societe  royaledes  Sciences 
de  Gottingue  fait  imprimer  en  ce  moment  tout  ce  que  Ton  a  trouve  dans  les 
papiers  de  Gauss  sur  ce  sujet  important. 

Nous  avons  expose  (Chapitre  XVII)  la  methode  de  Cauchy,  qui  permet  de  cal- 
culer  rapidement  les  inegalites  a  longues  periodes,  qui  seraient  insensibles 
dans  la  theorie  des  grosses  planetes,  vu  la  grandeur  des  coefficients  a  et  a'  de  / 
et  /'  dans  Targument,  et  ont  cependant  des  valeurs  notables  dans  le  cas  de  cer- 
tains asteroides. 

Hansen  a  publie  dans  les  Memoires  de  la  Societe  royale  des  Sciences  de  ScLxe^ 
t.  V,  Viet  VII,  trois  Memoires  importants  intitules  :  Auseinandersetzung  einer 
zweckmdssigen  Methode  zur  Berechnung  der  absoluten  Stdrungen  der  kleinen 
Planeten. 

Nous  aliens  en  presenter  une  analyse  assez  etendue.  Disons  tout  de  suite  que 
la  fonction  pertubatrice  est  developpee  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples des  anomalies  excentriques;  nous  savons  que  la  fonction  perturbatrice 
s'exprime  beaucoup  plus  simplement  avec  ces  anomalies  qu'avec  les  anomalies 
moyennes.  Mais  Hansen  emploie  aussi  la  methode  des  quadratures,  de  faQon  a 
lenir  ainsi  un  compte  rigoureux  de  toutes  les  puissances  de  Texcentricite  de 
la  planete  troublee.  Les  methodes  de  Hansen  ont  ete  appliquees  par  Briinnow 
pour  Iris  et  Flore,  par  Becker  pour  Amphitrite,  par  Lesser  pour  Pomone  et  Metis, 
et  par  M.  Leveau  pour  Vesta;  ces  methodes  ont  done  fait  leurs  preuves. 

M.  Gylden  a  donne  de  ^on  cote  une  theorie  que  nous  exposerons  dans  les 
Ghapitres  XXIII  et  XXIV;  pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  a  dire  qu'elle 
repose  sur  le  developpement  de  la  fonction  perturbatrice  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  des  anomalies  vraies.  On  retrouve  done  les  trois  sortes 
d'anomalies  dans  les  trois  principales  methodes  que  Ton  a  appliquees  au  calcul 
des  perturbations  des  asteroides. 

Apres  cette  exposition,  qui  nous  a  semble  necessaire,  nous  aborderons  la 
methode  de  Hansen;  elle  repose  sur  les  memes  principes  que  celle  employee 
deja  pour  la  Lune  {voir  notre  Tome  III,  Chap.  XVII).  Nous  pourrions  done  abre- 
ger  beaucoup  notre  exposition;  toutefois,  nous  pensons  qu'il  est  indispensable 
de  reprendre  tout  I'ensemble,  mais  un  peu  plus  rapidement  que  si  nous  n'avions 
pas  encore  parle  des  methodes  de  Hansen  (*). 

148.  Nous  considerons  une  planete  P  troublee  par  une  autre  P';  soient,  a 
Tepoque  /,  r  sa  distance  du  Soleil  et  v  sa  longitude  dans  Torbite  mobile,  comptee 
a  partir  d'un  point  determine  X  du  grand  cercle  qui  represente  I'orbite  sur  la 


O)  Oa  pourra  consuUer  un  Mdmoire  de  M.  Venturi,  Metodo  di  Hansen  per  calcolare  le  perturba^ 
zioni  del  piccoli  pianeti,  Milan,  i88'2. 
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sphere  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  du  Soleil.  Nous  supposons  que  la 
rotation  instantanee  s'effectue  a  chaque  instant  autour  du  rayon  vecteur  r;  11 
en  resulte  que,  si  Ton  se  donne  la  position  du  point  X  a  Tepoque  zero,  la  posi- 
tion de  ce  point  a  I'epoque  t  sera  parfaitement  determinee. 

Les   equations  differentielles  dont  dependent  r  ei  v  [formules  (6),  t.  f, 
p.  463]  sont 


a  (^-  s)  =  *-''^^' 


m  et  m'  designent  les  rapports  des  masses  des  deux  planetes  a  la  masse  du 
Soleil;  ^- est  la  constante  de  Gauss,  k-  =/M,  ou/represente  la  constante  de 
Tattraction  universelle,  et  M  la  masse  du  Soleil. 
On  a  d'ailleurs  (t.  Ill,  p.  307  et  3o8) 


m'    -      da 

1  -H  in            or 

'"'    T/- 

dO. 

"■  -                      M.   1      

I  4-  m 

di'' 

0      -' 

/.        HrX 

A  est  la  distance  des  deux  planetes,  et  H  le  cosinus  de  Tangle  des  rayons  r  et  /^. 
Si  I'on  pose  P(i  4-  /w)  =  *'*,  ii  vient 

dt^       ''  dt*  "^  /•'»  "Or' 


dt\      dt)~~        dv 

Au  lieu  de  A'*  etde »  nous  ecrivons,  pour  abreger,  A*  et  m! ;  ce  qui  nous 

donnera  plus  simplement 

^  '  dl*  dt*        r'  dr 

(»)  di['  di)  =  ''-d:.' 

(3)  «  =  "''(i-?^- 

Si,  dans  les  equations  (i)  et  (2),  on  neglige  le  second  membre,  on  trouve 

d*r  dv^       k* 


(»')  -('40=- 


dt 
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Ce  sont  les  equations  differentielles  du  mouvement  elliptique;  on  les  integre, 
comme  on  sait,  par  les  formules 


e  I 

e  sine  =:nt-\-c,         lang-/=:^/  — ^—  tang-e, 


3/=\/t? 


(4)  ,  .  ,. 

""  •'       ^'  """  n-ecos(i'  — x)       i-f-ecos/' 

dans  lesquelles  £  designe  I'anomalie  excentrique,  /Tanomalie  vraie,  x^  la  longi- 
tude du  perihelie  dans  Torbite,  comptee  a  partir  du  point  X;  les  quatre  con- 
stantes  arbitraires  sont  a,  e,  c  et  x^. 

Quand  on  voudra  passer  du  mouvement  elliptique  au  mouvement  trouble, 
c'est-a-dire  de  I'integration  des  equations  (i')  et(2')  a  celle  des  equations  (i) 
et  (2),  on  emploiera  encore,  pour  r  et  ^,  les  expressions  analytiques  qui  re- 
sultent  des  formules  (4)»  mais  en  faisant  varier  les  constantes  arbitraires 
a,  e^  c  et  y(^. 

149.  Formules  auxiliaires*  —  Les  formules  (A)  (t.  I,  p.  433)  donneront, 
avec  les  changements  necessaires  dans  les  notations, 

da          2m'     ,       a*       [ cy      ^    ^      m  P\ 
-  k  ■ (Sesm/^T^  ), 


dt 


de  m} 


^^^  »     5f=  ~:^-^V^[Ssin/4-T(cosE4-cos/)], 

Or,  on  a  (t.  I,  p.  462) 

d'i        dxs        ,  .^  dB 

on  tire  ainsi  des  formules  (5) 

dt         i-h/w     ^^ 
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Remplacons  — — —  S  et T/respectivement  par  •,-  et  -j->  et  il  viendra 


dp  .   I-  69. 


(6) 


de 
di 


Soit  pose 


~   ^^'^  I  ^  sin/-t-  -  -j^  (cos  £  +  cos/) J  , 


<^>  '=rp 


On  deduit  aisement  des     rmules  (6)  et  (7) 


d,e^ii\y        ,    /- (  ()i2        ,^        .       d^Vsmif  -\   /)       smvcosE       cosy  sin/1 

dl  ^^  (  dr  '       ^'        d^?  y  r  r  P         \ 

6^.  e  cosy        ,    /- (  dQ^    '    ,  j>        V       <^^  I  C06(/-+-y)       cosy  cos  £       sin  y  sin/*!/ 

— 5r^  =  *v//>|  -^7sm(/  +  x)  +  -^[       ^^^     ^   +-^ ^J! 


ou  bien,  a  cause  de 


COS/H-e  - 

cose  = >>         /-i-Y  =  c^: 

I  -h  e  cos/  -^       ^ 


d,esinx       ,   r  [      ^^  i  di2/p    ,  •      M 

— ^  =  Arv//.  1^- ^  cosc^4- -^(^5  sinc^-^sin^ -4-esmxjJ  , 

6^. c  cosy       ,   /-  r      <?ii    .  1  (^^/p  \~1 

—dr^=^^^[      ^sini.+  -^(^^cosi^-4-cosi^4-ecosxjJ, 


-7-  m  — -  A*  -T- 


d^ 


(8)  {  -J- — ^  =  —  A-* cos t' -T-  -f-  A:*  (  -  +  -  )  sini'-r- 

\         dt  dr  \r       p]  dv 

-J- — -  =      k^sinv  -^ — h  At'  (  -  H-  -  jcosf'  -r-« 

dt  dr  \r       p)  dv 

Ces  formules  nous  seront  bientot  utiles. 

150.  Principe  de  la  m6thode  de  Hansen.  —  Nous  abandonnons  ici  la 
methode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  pour  lui  substituer  celle 
de  Hansen. 

Soient  a©,  w©*  ^o»/^o»  ^0  ^t  ^0  '^s  valeurs,  pour  ^  =  o,  des  elements  variables 

a,     n,     e,    />,     c    et    x» 
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Designons,  en  outre,  par  z  une  foncHon  convenable  de  /,  et  determinons  les 
quantites  Ao,  r  et/par  les  formules 

k 

(9) 


1  2  y    I  —  Co  2  ,    1 


A>ft 


I  -i-  ^0  cos/ 

Nous  determinerons  la  fonction  inconnue  z  de  faQon  que 
Nous  aurons 


r^%:^^\P.  "^--_:AV/>0, 


d'oii,  par  voie  de  division, 

/•*  dz    _  \jp  ^0 


'r    ^'        \/Fo        ^' 


Faisons  en  outre 

(10)  /•zz:r(H-v), 


et  il  viendra 

('0 

On  aura  ensuite 


dz  li^ 


dt        /^(I-^v)» 


I         _  /•  _  -   i  -4-  gC0S(r     -  y)         -  I -h  CC0s(/'-f- CTo— x) 
1  -T-  V  "~  r  ~~  p  p 

Definissons  ^1  et  y],  paries  formules 

(12)  / 

(  esin(x  — GJo)  -  K^  —  e\)fi\; 

$4  et  Y],  seront  de  petites  quantites  de  Tordre  de  m  ;  Texpression  precedence  de 
deviendra 

I   -T-   V 

T^s,  —  !;  l^('  ^^ocos/)   h(i"e;)|,/cos7-i-  (i  — eJ)inirsin7J, 

I  -\-  J      p 

ce  qui  peut  s'ecrire 

(.3)  -i_  :.  J;;  (.  -;-  ?.  ^f^  cos/-,  r,.  -^  sin/)  . 
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Dans  cetle  equation,  A,  ^,  et  y),  sont  des  fonctionsde  /determinees  paries  for 

mules  (12),  tandis  que  ret  /sont  des  fonctions  de  5,  qui  resultent  des  rela- 
tions (9).  L'equation  (i  1)  pent  s'ecrire 

dz  _  Ao  /    V    Y      2/<o i_  _  ^0 

(It  ~  h  \i  -h  ^ )  It     I  -+-  V        A  * 

ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  (f3), 


(1.1) 

dz 
dt 

oil  Ton  a  pose 

(i5) 

w- 

li 

I  + 


'  "^  77-  ^» :;,"  cos/ 4-  --  TOi  -  sin/. 

Quand  on  neglige  la  force  perturbatrice,  Tequation  (i4)  donne  z  —  /;  on  est 
conduit  ainsi  a  poser 

(16)  z  —  t-hdz, 

et  il  en  resulte 


(^7)  -dr"T\r^-^) 


w. 


L'equation  (i3)  n'est  pas  commode  pour  le  calcul  de  la  petite  quantite  v.  II 
vaut  mieux  calculer  ^;  les  formules  (10)  et  (11)  donnent 

dv I    dr         r    dr         Iiq 

'di~   r   ^t"  'j^  dz  /?(n-v)« ' 

OU  bien,  d'apres  la  definition  (10)  de  v, 

/Vv  _    I    dr       ho  I  dr 
dt         /.   dt        II  r  dz 

Or,  les  formules  du  mouvement  elliptique  donnent 

dr        k 

—  =^0^0  sin/; 

Texpression  de  -j-  devient  ensuite 


^  =  -^Aesm(r-x)-;^^oSin/, 
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d'oii,  en  rempla^ant  r  et  rpar  leurs  valeurs, 

-^  =  -^  j  e  sin Q-\  cjo  —  x)  ('  H-  e^  cos/)  -  ^o  sin7[i  -f-  e  cos(74-  Wo  —  x)] ! » 
at         Pq 

—  —  [esin(7-4-cjo— x)  -^oSin/-4-eeoSin(Gyo  — x)]- 

En  ayant  egard  aux  formules  (12),  on  trouve  aisement 

(18)  ^=^^[?iSin7-Y),(cos7-T-eo)|. 

Posons  enfin 

les  formules  (i5)  et  (18)  deviendront 

( 20 )  W  =  S  -}-  r  —  cos7  4-  'F  —  sin7, 

(2,)  ^'=— ^[rsin7-W(cos7-f-eo)]. 


2V^I   -ej 


Bornons-nous  aux  termos  du  premier  ordre  par  rapport  a  w';  nous  pouvons 


ecrire 


(a)  W  =  S  -f-  r  -  cos/ -4-  W  -  sin/, 

(y)  ^)^  -^.^[X  sin/- W (cos/ -^6)1 


(3) 


rcos/=-.  a(cose  —  e),         /sin/^i  a  y/i  —  e'sine, 

e  —  esine  —  nt  4-  c. 


Les  formules  (i3)  et  (19)  donnent  d'ailleurs,  au  memo  degre  de  precision, 


I  —  V  =r  -rr  H r-      1   -  C0S/-t-  ^  -  Sin/     , 


hi        2  ho 
h  -  h, 


V  1=1  —  2 


--fr-cos/4-W^sin/V 


II  en  resulte 

(0 


g,  _   (h-ho)(2h  -hhp)  _  ^  h  -  hp 

hhti  ha 


:=  —  7=2 (T-  cos/  4-  ^  -  sin/  I . 


3'J2 
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151.  Determination  de  la  fonction  VV.   -  On  tire  de  Texpression  (19)  de  S 


'ilT 


2         /io\fi/i 


dh 


et,  en  remplaQnnt   -  par  sa  valeur  (8  ), 


dE 
^dt 


-/'o( 


.  -i-  ^-, 


0 


On  a  ensuite,  par  les  formiiles  (12)  et  (19), 


2/4 


^"/,;(,_-,m[^<^«s(x-^o)-^o], 


^^^  - 


2/1 


/'o('  —  ^J) 


—    e  sin(x-   cjo). 


d'oii,  en  differentiant  et  tenant  compte  des  relations  (8), 


dt    ~  ho(i  —  6'j) 


dW 


2A« 


oscjo         sinr  ^^   -\-  f 

incjo    —  COST  -—  -f  I 
r  Oill       f 


^i)^^^^^']) 


-  -h   - )  sinr  -7- 


t/f        /*o(i-^;) 


COSUTq 


—  sincTo 


sine {- 

or 


2eoh^      d^ 


/'o(»  —  ^J)  ^*' 


On  pent  remplacer  v  par/-i-  ts^;  on  trouve  iinalement 


dE 
dt 


"r  =  -3A 


dl2 


(22) 


dX 
dt 

dt 


xfi       -  ^ ;  I  cos/h ;    -r — h  2a/j  sin/-r-, 

L\r        I    -  e*J        "^        1    -  e-J  d^'  '^  Or 


--    -_=  2  A    (  -  H ;    Sin/  -T 2ah  cos/ -r- 


Considerons  maintenant  la  fonction 


(23) 

oil  Ton  a 


W  -^  £  -\-  r  £  cosw  -\-W^  sinw, 


Y)  —  5Sinrj  zz:  /JT  H-  c, 

-  cosci)  =1  cosrj  —  e,         -  sinco  =ri/i -- e*  sinrj. 
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Comme  les  quantites  S,  Y  et  W  s'annulcnt  pour  /  =  o,  on  aura 

Wz-o 
pour  /  =  o,  quel  que  soil  t. 

En  cliangeant,  dans  la  fonction  W,  t  en  /,  et  yj,  co,  p  en  £,/,  r,  W  se  changera 

—  dS*    dX    dm' 

en  VV.  DifTerentions  Texpression  (23),  et  remplagons  -^y  ^>  -7-  par  leurs  va- 

leurs  (22);  il  viendra 


^V 


di 
Or  on  a 


2Ap  sin (/—&))  --  -+-A^|^cos(/— CO)    -14- 2  ^ecosw  — 1-+- ^cos(/- w)     . 


0  r^ ;         d  ou         --  e  cos  &)  —  I  =1    -  — ; 

•^        I  -r  ecosoj  p  p 


il  en  resulte  done 

On  devra  integrer  de  maniere  que  W  s'annule  pour  /  —  o,  quel  que  soit  t  ou 
quel  que  soit  (o. 

On  pent  ramener  le  calcul  de  v  a  dependre  de  la  fonction  W.  On  a,  en  effet, 

d  -  cos/  d  -  sin/ 


dt 


de  sorteque  i'equation  (21)  peuts'ecrire 

J  d  -  cos/"  d  -  sin/ 

dM       ^      a        -^        lie      « 

dt  dt  dt 

Or  on  tire  de  Tequation  (28) 

^«r          d  -  cosci)  r/  -  sinci) 

dl\V^^_a ^^_^^ 

or  UT  dr 

si,  dans  cette  expression  de  ~.-y  on  change  t  en  /,  on  obtient  la  valeur  trouvee 
ci-dessus  pour  —  2  ^-  On  pent  done  ecrire 

en  indiquant  par  le  trait  horizontal  qu'apres  la  differentiation  de  W  par  rapport 
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a  T,  on  doit  faire  t  =  /.  On  voit  done  que  la  fonetion  W  des  deux  variables  /  et  t 
joue  un  role  important  dans  le  calcul  de  8z  et  de  v. 

152.  Calcul  de  la  latitude.  —  Lcs  formules  des  pages  472,  473  et  474  du 
Tome  I  donnent,  en  negligeant  le  carre  de  la  force  perturbatrice, 

cos^  sin(/—  ^o)    -  cos /o sin (t^  —  ^o)  —  *tang/o» 

C0S^C0S(/—  00^  ~  COSCc'—  &o), 

sin^  ^  sin4  sin((' —  ^o)  »-^> 

oil  /  et  6  designent  la  longitude  et  la  latitude  heliocentriques  de  la  planete.  On 
a  d'ailleurs  (loc.  cit.) 

.?--  0  s'\n{v  —  60)  —  Pcos(i'  —  6'o), 

^P 

--  = /ircos^oZ  sin(i>— ^o'^* 
at 

-j^  —  ^rcos/oZcos(r  —  ^0); 
at 

Z  est  la  composante  de  la  force  perturbatrice,  normalement  au  plan  de  I'or- 

bite.  On  pent  remplacer  ^  par/4-  xSq  et  supprimer  les  indices  zero  devenus  inu- 
tiles;  on  a  ainsi 

!cos^  sin(/—  B)  —  cos/sin(/-4-  w  —  Q)  —slang/, 
C0S^C0S(/—  B)  "n  C0S(/  ^  GJ—  ^), 

sin^  =  sini  sin(/-f-  OJ--0)  H-  5, 

(  27  )  5  rrr.  Q  sin  (/-h  W  -  0)  -  P  COS  (/  4-  W  "  ^ ) , 


(28) 


P—   /    /ircos/Zsin(/-+- GJ  —  &)flf/, 
Q  =:    /    /i/cos/Zcos(/4- w    -B)dty 


Posons 


(29) 


(3o) 


/*  9*  f 

uzzz  -s~Q-  sin(/-h  GJ—  0)  —  P  -  COS(/  r  CT—  0), 

R  =  Q  2  sin (w  -+- GJ  —  6)  —  P  ^  cos(&j  4-  cj  —  B)\ 
a  a 

R  :=       £•  sin(w -f-CT— ^)    /    ZA/*  cos«cos(/-f-CT  —  0)  t/^ 
—  £  cos(w  H-w  —  0)   /    Z^r  cos£sin(/4- cj  —  0)  t//. 
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Cetlefonction  R,  qui  depend  de/  et  de  t,  s'annulera  pour/  =  o,  quel  que  soitT. 
On  trouve  immediatemcnt 

(3i)  -—  —  ZA  cos/  -  rsin(w  — /). 

dt  a  '^ 

Cette  equation,  en  tenant  compte  de  la  remarque  precedente,  determine  com- 
pletement  R. 

En  designant  par  R  ce  que  devient  R  pour  t  —  /,  les  formules  (29)  donnent 
innmediatement 

(32)  U-K. 

On  pent  obtenir  une  autre  expression  de  w,  qui  sera  utile  au  inoins  pour  la 
verification  des  calculs.  On  a  evidemment,  d'apres  la  formule  (3o), 

I   -T-   I  =: ^ /      Z/irC0SIC0S(/H-l!J  —  y)^/ 

d-  C0S(/-f-GJ  —  B)      ^t 


dt 


/Zhrcosi  sin(/H-  m  —  d)dt. 


En  integrant  par  parties,  apres  avoir  multiplie  par  dt^  il  vient,  apres  simpli 
fication, 

f    (  ^  )  ^^~^a  ^*"(/"^  GJ  -  0)  -  P  ^  cos(/-+-  cj  -  d)  ; 


on  a  done  ['expression  cherchee 


153.  Transformation  des  formules.  —  Au  lieu  de  la  variable  /,  nous  in 
troduisons  £  par  la  relation 

(34)  £  —  esine  —  /i^h-  c, 

oil  e,  n  et  c  sont  des  constantes  absolues.  Nous  aurons 


et  si  nous  posons 

(35) 


dt  — 

r 
na 

de, 

dW 
de 

-T. 

dR 

de  ~ 

V. 
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les  equations  (2.\)  ei  (3i)  nous  donneront 


T=^p,.sin(/  -co)^-  4-  ALpcos(/-o))  -/-r-   '7-^^-T[cos(/-a))-i]!5, 


U  ~  —  Z/cos/  -  /'  sin(w  — /). 
na  a 


On  a 


k  k  h  \ 


A  =  -^  ,  /mrrr      -, 


^dv  -  df  ' 


et  ii  en  resulte 


T  y/i  —  eVi=  2 p r  sin  ( /  -—  w )  ^ 


(36)         /  -i-J2SC0S(/-w)-/--r   ^ir^[COS(/-w)  -']j^J' 

U  v'l  —  e-  —  Zcos£  t! —  sin(oj  — /). 

Les  formules 

(  rcos/=^  a(cos£  —  e),  r  =:a{i  ~  ecose), 

rsin/=av/T— e*  sine,        lang  -/—  l/— ^I"  ^**"^  " 


(3:) 


£ 
2 


donnent 


dr  Of       a\/i  —  e* 

-.-— aesine,  -^^  —  — ^^ ; 

OS  as  r 


d'oii 


\de  )  ~~  dr  dc         df  de  dr  r  df  * 


r.^  d^  _  r         /d^\        ersing  d^ 

Nousavons  mis  des  parentheses  a  la  derivee  de  Q  par  rapport  a  e,  parce  que, 
quand  on  introduit  t  au  lieu  de  /  par  la  relation  {^\),  e  se  trouve  introduit  de 

deux  faQons,  d*abord  par  r  et  /,  ensuite  par  r'  et/' ;  (  -r- )  designe  la  derivee  de 

CI  par  rapport  a  e  introduit  seulement  par  r  et /.  Portons  la  valeur  (38)  de  -.^ 
dans  I'expression  (36)  de  T,  et  faisons 

(39)  T^Ma(^)-.Narf. 
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nous  trouverons 


2p/'' 


Ma«(i  — e»)  =  2prcos(y  — w)  —  r^ -\-  ^^^__^t.  [cos(/— w)  —  i], 
N  rt    v^i  —  e*  =:  2 p  sin  (/—  w ) 

II  reste  a  remplacer  r  et/  par  leurs  valeurs  (37)  en  fonction  de  e,  et  p  et  to 
par  les  valeurs  analogues 

pcosw=i:  a(cosY)  —  e),        p  sinw=:  ov/ir^  e'sirnn. 

Nous  trouverons  d'abord 

(i  —  e')M  =  2[(cose  —  e)(cQsr\  —  e)  -h  (i  —  e')  sinssimo]  —  (i  —  ecose)* 

I ^C0S£ 

-h  2  ^ —  [(coss  —  ^)(cosy)  —  e)  -h  (i  —  e-)  sinssinm 

—  (i  —  ecos£)(i  —  ecosm)]. 

(i  —  e')M=  2    (  I e*  jcos(£  —  m)  -h  -  e*cos(£ -+- yj)  —  ecos£  —  ecosm  -he*  I 

—  1 e^  -\-  2ecos£ e-cos2£-+-  2(1  —  ecos£)[cos(£  —  Y))  —  l], 

d'oii  Ton  tire  aisement 

(1  — e*)M  :^  —  3(1 e*j-+-  2ecos£ e*cos2£  -f-e*cos(Y)  -k- 1) 

4-(4  —  ^')  cos(y)  —  £)  —  ecos(y)  —  2£)  —  SecosY). 

On  trouve  ensuite,  pour  le  calcul  de  N, 
•   /  ^        N      2esin£  ,  .        , 

2pSin(/— W) pCOS(/— 6)) 

2pcosw    fy z   .  e        ,     ,  ."I         2ps]nGr)    ,  .   .  ^ 

—  _j: 4/1  —  e*sme sin£(cos£  —  e) ^ (cos£  — e-+-  esin^e) 

j~ecos£[^^  V^i  — e*  J       1— ecosfi^  ' 

sin£ 

r=2pC0Sa)  -T=    — 2pSinCi)C0S£ 

::= =r  [sin£(cosrj  —  c)  —  {i  —  e*) cos£  simo] ; 

on  voit  que  le  diviseur  i  —  e  cose  a  disparu.  II  vient  ensuite 

(i  —  e*)  N  =  2  sine  cosy)  — -  2(1  —  e')  sinrj  cos£  —  2esin£ 

—  esin£[—  J  -h  ecos£  4-  2(cos£COSTn  —  i  4-sinesimr))], 

(i  —  e*)  N  =:esine  —  esinm e*sin2£  -k-  e*sin(y)  -+-  e) 

—  (2  —  e*)  sin(y)  —  £)  H-esin(y)  —  2£). 
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Faisons  enfin  une  transformation  analogue  pour  U;  en  partantde  son  expres- 
sion de  la  page  336,  nous  trouvorons 

U  r=  a'Zcos/(i  —  ecos£)[simn(cos£  —  e)  —  sin£(cosTr)  —  e)]. 

Si  I'on  pose 

Q  —  (i  —  ecose)  [sin(Y)  ~  e)  —  e  sinrj  -+-  esine], 

il  viendra 

Ur=Qa*Zcos/. 

L'expression  precedente  de  Q  peutd'ailleurs  s'ecrire 

0  ~  e  sine e*  sin2£ esinyj  -i-  (  i  h —  e* )  sinfm  —  £) 

2  2  \  2      / 

~\-  -  e^  sin(Y)  -f-  £) esin(tj  —  2£). 

2  '  2  ^ 

II  convient  de  faire  un  Tableau  d'enserable  des  formules  obtenues.  Remar- 
quons  d'abord  que  si  Ton  determine  les  quantites  r  et  /  par  les  formules 

£  —  e  sin£  zz:  /I/  -h  c  4-  «  ^5, 
rcos/  =za  (cos  £  —  e) , 


/•  sin/  =^as/i  —  e'sin£, 

la  longitude  troublec  sera  /  -h  q  =  i^;  le  rayon  vecteur  trouble  sera 

r==r(i  4- v), 

et  les  formules  precedentes,  en  ecrivant  E  au  lieu  de  e,  seront 

E  —  esinE  ~  nt  -{-c  -\-  n  dz, 
cos(c'  —  m)  ^a(cosE  —  c), 


I  4- V 


sin(i'  —  Gj)  =  a  v^i  —  e'sinE. 


I  -r  V 

On  aura  ainsi  cet  ensemble  de  formules  : 


a,  n,  Cy  iy  c,  CT  et  G  sont  des  constantes  representant  les  valeurs  des  elements 
osculateurs  de  Tepoque  zero, 

(a) 


{b) 


rfW 
dt 

*'         'de  - 

=  u. 

T- 

U  = 

Qa'Zcost, 

(c) 
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I  (i  — -e*)M  ~  —  3  (i-h  -  eM  -h  2 e cose e'cos2e  —  Secosm  -f-  e'cos(rj  -he) 

-t- (4 -— ^')  cos(Tn  —  e)    -  ecos(tj  —  2e), 

(i  —  e')N  =esine e'sinae  —  esirno  -+-  e^  sin(y)  -{-  e) 

•2 

—  (2  —  e*)sin(Tn  —  e)  4-  esin(y)  — •  2e), 
Q  =  esine e'  sin2£ esirnn  -f-  (  i  4-  -  e*  j  sin(Tn  —  e) 

4-  -  e*sin(Y)  H-£) esinin  —  2B)i 

2  ^  '  2 


{d)  dz=       Wdt, 


ig) 


(«?)  v  = 


-  _i  c'(^ 


n^h 


E  —  e  sinE  :=  /i/  -h  c  h-  /i  ^5, 
r 


cos(t^  —  cj)  =  a(cosE  —  e), 


sin(i'  — ct)  =av^i  —e-sinE, 


I  -i- V 


Wdi\ 


"=«=/  ri 


dty 


a 
s  ^=z  ~  u, 
r 


cosb  sin(/—  S)  —  cos£sin(r  —  Q)  —  s  tang/, 

(A)  j    C0S6C0S(/—  ^)  =:C0S(('  —  0), 

(  sin  6  =  sin«  sin(t^  — &) -i -5. 

On  aura  ainsi,  en  negligeant  le  carre  de  la  force  perturbatrice,  les  valeurs 
troublees  des  coordonnees  polaires  r,  /  et  b. 
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CHAPITRE  XXI. 

SUITE  DE  LA  M^THODE  DE  HANSEN.  -  DtVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION 

PERTURBATRICE. 


154.  Formules  prSparatoires  pour  le  dSveloppement  de  la  fonction  per- 

turbatrice.  —  II  nous  suffira  d'avoir  les  developpements  de  Q,  de  r-^  et  de  Z. 

On  a,  en  designant  par  H  ie  cosinus  de  i'angle  forme  par  les  rayons  ret  r'  menes 
du  Soleil  a  la  planete  troublee  M  et  a  la  planete  troublante  M', 

Q,—  m'  (^  —  ^^-  H^  ,  A*=  r«-f-  r'«~  2/r'H; 

on  en  conclut 

Considerons  maintenant  les  noeuds  ascendants  N  et  N'  des  deux  orbites  sur  le 
plan  fixe,  et  Tun  des  points  I  d'intersection  de  ces  orbites;  nous  choisirons  le 
noeud  ascendant  de  Torbite  de  M  sur  ccUe  de  M'.  La  formule  generale 


(^1 -       •'  \ 


(lonnera,  en  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  NI, 


Z  =  - V  (i,  -  ,-i,) 


Soit  J  rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites 

IM  — /H-  n,        IM'i^/ H-  n'; 

les  quantitcs  11  et  11'  sont  des  fonctions  des  elements  elliptiques  qu'il  est  facile 
de  calculer.  On  aura  ensuite 

H  =  cos(/4-  H)  cos(/'-+-  H')  h  sin(/-+-  H)  sin(/'  + 11')  cosJ, 
5'=-r'sin(/'-f-n')sinJ, 
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et  il  en  resultera  ces  formules 


(«) 


<^r        2  A* 

Z=:-m'/'sin(/'-+-n')sinJ  ^ -+- m'^  sin  (/'-+- fl')  sin  J, 

H  =  cos(/H-  H)  cos(/  4-  fl' )  -i-  sin(/4-  H)  sin(/'  -+-  H')  cos  J, 
H  m  X  cos/cos/'-+-  ^1>  cos/sin/'-f-  3  sin/cos/'-h  (©  sin/ sin/', 

On  voit  que  I'on  est  conduit  a  chercher  les  developpements  de 


I        I 

A'     A»' 


r*,     r'*,     rcos/,     r  sin/,     /'sin/,     r'cos/. 


cos/       sin/ 


155.  Developpements  de  ^etde  ^-  —  Les  formules 

A'=:  r*4-  r'*—  2 rr'(Jl>  cos/ cos/' 4- ift> cos/ sin/' -+-  3sin/cos/'-+-  CD  sin/sin/'), 
r' cos/' =  a' (cose'—  e'),        /'sin/'^  a'^i  —  e'^sine',        r'— a'(i  —  e'cose') 

donnent  pour  A^  une  expression  de  la  forme 

A'  I  a'* 

-i  —  D  — /iCOs(£'  —  F,)  -\-      — ;-e'*cos2e', 

oil  D,/,  et  F,  sont  des  fonctionsde  e  seul.  On  aura  toujours 

-  -Ye'*cos2e'<D— /|COs(e'— F,), 

et  les  developpements 

a  I  I  a'*  e"cos2e' 

"^       [D-/,cos(£'-F,)]'       ^  "'  [D-/,cos(£'-F.)]' 
a'  I  3  a'*  e'^cosae' 

^'      [D-/.cos(£'-F.)]'       ^'  «'  [D-/,cos(e'-F,)]f 


+  . . . 


seront  tres  convergents.  On  est  done  ramene  au  developpement  de  I'expression 

[D-/,cos(£'-    F.)]-", 
I    3    5 

n  recevant  les  valeurs  ->->->  —  On  posera 

222  ^ 

[D--/,cos(e'-F,)]'«i=ai,'*»4-2a<'"cos(£'-F,)4-2a'«'cos(2e'-2Fi)  4-.... 
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On  peut  ramencr  le  calcul  des  coefficients  ol^^\  ol^"\  ...  a  celui  des  transcen- 
dantes  dc  Laplace.  Posons  en  effet 

et  nous  aurons 

-D\L-'*  [i  ^if'-T-  ^^»'cos(e'-  F,)  +-  61«'cos(2£'  -  2F,)  4- . .  .1, 

/,(!)_     n{n  -hi). .  .{n-}-  i  --  i)         6^  I'     ,    n  n  —  i       0^ 

'^  ""  ^  1.2. ..«  (T^"&*y  L'  "^  '   ^^-"1^  '  —  ^' 

Pour  le  calcul  de  G  et  de  on,  on  peut  faire 

Tangle /^  existera  toujours,  car  autrement  A  pourrait  devenir  ties  petit,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas.  On  aura  ensuite 


Nous  prendrons 


^Ti^  —  siny,         Onztanp:^*         0  — col-• 
6--=  tang  5^,         o<9<i; 

ORzz:  —^        -zDcOS*^-. 

1-4-0*  2 

Les  a|."'  et  F,  sont  des  fonctions  de  e,  qui  seraient  assez  difficiles  a  developper 
en  series,  mais  que  Ton  peut  calculer  numeriqueinent  pour  cbaque  valeur  de  e. 
Hansen  opere  ici  une  transfornnation  utile.  II  pose 

£'~F,^£'-e-(F,-e), 

et  il  en  resulte 

[D-ZlCOSCf'-F,)]-"— P;,'*'-h2;3','"C0S(£'-e)    H2Pi'''C0S(2£'-2£)    -  .  .  . 

-+-  27^/*'  sin  (£'  —  £)  -h  27',"^  sin  (2£'—  2£)  -»  . . . , 

Oil  Ton  a  fait 

(3t«':=ai.«'C0S£(F,-£), 

yi^J  — aJ^Jsin/CF,  — £). 

L'a vantage  de  cette  transformation  consiste  en  ce  que  F<  —  £  reste  toujours 
eompris  entre  deux  limites  assez  voisines,  tandis  que  F,  parcourt  la  circonfe- 
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rence  entiere.  Quand  e  augmcnte  de  27c,  il  en  est  de  meme  de  F, ;  F,  —  e  est  une 
fonction  periodiquc  de  e,  comme  ^^/'^  et  yI"'-  Chacun  de  ccs  derniers  coefficients 
pourra  etre  developpe  sous  la  forme 


1 

2 


H-5iSin€    i    .S,  sin  2£  H-.  . .. 


Mais  on  fera  le  calcul  de  Cq,  c,,  ...  numeriquement,  en  attribuant  a  e  des 
valeurs  equidistantes,  24  par  exemple, 

II  faudra  ensuite  effectuer  les  produits  tels  que  2p|/''cos(i£  --  iV);  soit 

Pi'*'  =  ^  Co  4-  2  ^y  cosy  ^  -^  2  ^^  ^^"-^^ ' 

1  1 

on  trouve  aisement 

/=  • 

2J3i''^C0S£(£  —  £')  —  CoCOS(££  —  1$')     H  ^  Cy  COS  [(  £ -hy  )£  —  iV], 

;=* 
-^^CjCOs[(i  -y  )£  -  £V], 


-\-  ^sjsin  [{i -\-j)e  —  W], 


-+-2*ySin[(£—y  )£  —  ££']. 


/=i 


En  operant  ainsi,  on  arrivera  a  un  resultat  de  la  forme 

-.   =22(i,  i',c)  C0S(££  —  £'£')  4-  22 ( /,  £',  5)sin(/£  —  £*'£'); 

I  et  /'  sont  des  nombres  entiers;  on  pent  s'astreindre  a  la  condition  que  i'  ne  soit 
jamais  negatif,  i  etant  positif,  nul  ou  negatif.  Les  coefficients  (j\  *',  c)  et  (*,  i\  s) 

sont  des  nombres,  determines  une  fois  pour  toutes;  (^j  sera  de  la  meme  forme. 

Pour  donner  une  idee  de  ces  developpements,  nous  empruntons  a  la  theorie 
de  Vesta  de  M.  Leveau  {Annales  de  I'Observatoire,  t.  XV)  les  valeurs  suivantes 
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de  ^>  ou  plutot  de  -;^ — ^  ^>  ni  designant  la  masse  de  Jupiter  : 


m' 


a 


sin  i'^  A 


94,489 

22,887  cos 
6,975  cos 
5,715  cos 
1 ,3o6cos 
0,373  cos 
o,383  cos 
8, 102  cos 
0,023  cos 
0,029  cos 
0,009  cos 
0,001  cos 
0,002  cos 


e  - 
2e  - 
3e- 
4e- 

0£  - 

6e- 

8£- 

9£- 

IO£  — 
II£  - 
I2£  — 


£ 
2£ 
3£ 

4£ 

5£ 
6£ 

7^ 

8£ 

9e 

I0£ 
Il£ 
I2£ 


37 , 643  S 

—  13,934 S 

4-     0,374  s 

4-    1 ,  864  s 

—  o,85i  s 
o,o5i s 
o,  126  s 

—  o,o65s 
o , 006  s 
o , 009  s 

—  o,oo5s 
0,001  s 


I  ,7i4cos£ 

0,092  C0S2£ 

7,35i  cos(--£') 


1 ,042  s 
-\-    0,064  s 


3,726  s 


n(  e 
n(  2£ 
n(  3£ 

n(  4^ 
n(  5£ 
n(  6e 

n(  7£ 
n(  8£ 

n(  9^ 
n(io£ 

n(ii£ 

n(i2£ 


-  t') 

-  2£') 

-  3£') 

-  4£') 

-  5£') 

-  6£') 

-  7^') 

-  8£') 

-  9s') 

-  I0£  ) 

-II£') 
-I2£') 


n£, 

n2e 


n(-£') 


On  voit,  comme  cela  a  ete  indique  dans  le  Chapitre  XVIII  (Methode  de  Jacobi), 


cos 


que  les  termes  en   .    (e  —  c')  sont  les  plus  sensibles. 


sin 


156.  Introduction  de  Tanomalie  moyenne  ^  de  la  planMe  perturbatrice 
au  lieu  de  e'.  —  Cette  introduction  est  avantageuse  pour  rintegration. 

Nous  avons  trouve,  pour  t»  (  t  )  ^    •  >  des  expressions  de  la  forme 


F=:  22^''  /«',  c)cos(/£  —  nW)  -h  ^^(1, /i',  5)sin(££  —  n't') 


(0 


4-C0-+-  C,  COS£  4-C,C0S2£  -\-  .  .  . 

-+-  5,  sin  £  4-  5j  sin  2  £  -h . . . , 


oil  n!  prend  les  valeurs  successives  -+-1,  -1-2,  ...;  nous  avons  mis  a  part  les 
termes  qui  repondent  a  ^'=0.  Par  Tintroduction  de  g'  au  lieu  de  e',  il  viendra 


(^) 


4-  C\  4-  c\  COS£  4-  c\  C0S2£  4-  .  .  . 


'    _i. 


4-  5j  sm  £4-5,  sin  a£  4- . . .. 


II  s'agit  d'obtenir  les  coefficients  du  developpement  (2),  connaissant  ceux  du 
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developpcment  (i).  Pour  cela,  il  faut  introduire  les  fonctions  de  Bessel.  On  a 
[Tome  I,  p.  220,  formules  {d)  et  (rf')]» 


cos/' A'' 

cos 


,.'£'=/i'2^^7^[J''-«'(*''^')~J''-^-(''^')l' 


(3)  : 

I' = • 

sin  i' i^' 
sin  /l'£  :=  -'    ^ 


i'  =  l 

On  en  conclut 

C0S(££-/l'6  j~/l'2rf  l""^ ^COS(££-i'^'j  -   -^^, -i  cOS  (  -  ££  -  «'^')     , 


i'  =  \ 

i'  =  » 


sin(«£  —  n'e')  = '^    X    -^— ^^ ^  sin  («£  —  «V  )  +"  ^ sin  (— u  —  i' g')   . 

Nous  cbercherons  ((?,  i\  c))  et  ((i,  /',  s))^  c'est-a-dirc  les  coefficients  de 
cos(je--  i' g')  et  de  sin(i£  —  i' g')\  nous  pourrons  done  nous  borner  a 

n' 

cos(«£  —  n't')  —  -7  J,'_„'(/'e')  cos(«£  —  i'g')  -h. . ., 

n' 

sin  {is  —  n's')  ^=  —  J,'-„'(t'e')  sin  (£€  —  i'g')  4-. . .. 

Dans  (i),  les  deux  termes 

(/,/i',c)cos(££  —  n'e')  -h  (i\n',s)  sin(/£  —  /I'f') 


nous  donneront 


(4) 


n' 

j{i,n',c)Ji-n'{i'e')cos{ie  —  i'g')y 

-7  ( £,  n',s)  Ji'^n  ( /' c' )  si n  ( / £  —  i'g' ) . 


11   faut  maintenant,  dans  I'expression  (i),  donner  a  n'  les   valours   -fi, 
2,  . . . ;  nous  obtiendrons  des  resultats  plus  symetriques  en  donnant  a  n'  les 
valours 

«',     i'±^i,     i'±2,     ...,     «'±:(«'  — i),     2£',     2  £'4-1. 

Nous  trouverons  ainsi  que,  dans  (2),  le  coefficient  de  cos(i£  —  i'g')  sera 

(5.  y  -+-^-^(£,  £'-M,C)J»,(£'e')  -f-  ^-^  (/,£'— I,  C)j|(£'e') 

-f    ^,—  (£,  £'4-2,  C)J_,(£V)4-  *— ^  (£,£'  — 2,  C)j,(£'e') 
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On  aura,  en  changeant  dans  les  (     )  la  lettre  c  en  5, 

'I  'I 


Remarque.  —  II  y  a  lieu  de  considerer  a  part,  dans  le  developpement  (i),  les 
tcrmes  pour  lesquels  /i'  r=  i,  car,  dans  les  formules  (3),  nous  avons  suppose  que 
cos/2' e'  et  sin/i'e'  n'ont  pas  de  partie  non  periodique.  Cela  est  toujours  le  cas 

pour  sin/i  £';  mais,  quand  n'  —i,  cose'  contient  le  terme  non  periodique 

(t.  1,  p.  219).  Prenons  done,  dans  (i),  les  termes 

2(1,  I,  c)  cos(«e  —  £')  -\-  2(/,  1,5)  sin(ie  —  e'); 

cos(i£  —  t')  contiendra  le  ternie  —  -  cosie,  et  sin(«£  —  t')  le  terme sin/e. 

Nous  aurons  done  les  termes 

e'                                    e' 
2(/,  i,c)  cos«£ 2(/,  I,  a)  sinee, 

oil  nous  devrons  donner  a  1  les  valeurs  o,  dz  i,  =h  2,  ....  Nous  trouverons  ainsi 

e' 

e'  e' 

—  -  [(',  Ji>c)-h(— I,  i,c')]  cos£    —  -  [(I.  1,5)  — (— I,  1, 5)]  sine 

[(2,  I,  c)  H-  (—  2,  I,  c)]  cos2e [(2,  1,5)—  (—2,  1,5)]  sin2£ 


Ces  termes  devront  etre  reunis  aux  termes 

Co  -+-  Ci  cos  £  -h  c,  cos  2  £  -h . . .  -i-  Sj  sin  £4-5,  sin  2  £  4- . . . 
de  Fexpression  (i).  II  viendra  done  ainsi 

e' 
Co  =^*o—  -  (o,  i>^")» 

/„x       J  c\  =  Ci—  -[{1,1,  c)-h(— I y  i,c)],  5;  =5i—       [(,,  ,,5)_-  (-_,,  ,,5)], 

V  7  /      \  ^  '^ 

c',— c,—  -[(2,  i,c)4-(— 2,  i,c)],         5',=5,—  -[(2,  1,5)  — (—2,  1,5)], 
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II  convient  de  poser 

F=:  -  (O,  O,  C)  +  (1,0,  C)  cose  4-  (2,0,  C)  COS  2  6  -4-.  .  . 

(^^  1  -t- (1,0,  5)  sine -+- (2,0,  s)  sin2£  4-. . . 

-\-ll{i,  i\  c)cos(/e  —  I'e')  H-22(f, «',  5)sin(«e  —  /'e'), 

oil «  varie  de  —  ooa  +00,  et  i'  de  4-  i  a  -hoc;  de  meme, 

F=:  -  ((o,  o,  c))  H-  ((i,  o,  c))cose  -h  ((2,  o,  c))cos2e  -+-... 
(B) 


((i,  o,  5))  sine  4-  ((2,0,  s))  sin2e  4-. .. 
22((/,  ^',  c))  cos(/e  -  i'g')  4-  22((^  i\  s))  sin  (i'e  -£>'), 


oil  I  varie  de  —  00a  4-00,  et  i  de  4-  i  a  4-00. 
Les  formules  (5),  (6)  et  (7)  donneront 


e 


I 


((o,  o,  c))  =:  (0,0,  c)  —  2V(o,  I,  c);  ^'  =  -  ; 

2 

(C)  /    ((^0,C))=:(I,0,C)  — V[(l,l,c)4-(—  I,  I,C)], 

((2,0,C))  =  (2,0,  C)  — V[(2,  l,c)4-(-2,  I,c)], 


((l,0,5))z±(l,0,5)  —  X'[(l,  1,5)  —  (— I,  1,5)], 
(1>)  {    ((2,0,5))=r(2,  0,5)  — V[(2,  1,5)  — (— 2,  1,5)], 


i'  -\-i 


.£.  /  +  -.,-(/,i*'4-I,c)J_,(l'e') 


i'  —  I 

4-  -^,-   (/, /'— i,e)J,(/'e') 


i' 


*'4-I 

4-  —rr-  (^^'~l,5)Jl(«V') 


Ces  series  seront  Ires  convergentes  parce  que  les  fonctions  J±i^(i'e^)  dimi- 
nuent  tres  rapideinent  quand  A  augmente  en  raison  de  la  petitesse  de  e\ 

II  fautmaintenanl  passer  aux  developpements  analogues  de  li,  r—  et  Z  [for- 
mules (a)  de  la  page  34i]. 
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On  a  d'abord 


-r  =:  I  H e*  —  2e  COS£  H e'  C0S2£ 

a'  2  2 


On  a  ensuite,  d'apres  la  formule  (h)  (t.  I,  p.  225), 


On  pent  done  former  le  developpement  de  r'^  —  r^  et,  par  ee  que  Hansen 

nomme  la  multiplication  mecanique,  on  aura  le  developpement  de  — -^ —  suivant 

la  forme  (B). 
On  a  ensuite 

pi  H  1=  ^  |^(cos£  -  6)  \.\.  -rt  cos/'  -f-  lib  —  sin/'j 

H-  v/T- e»  sine  (e  ^j^  cos/'  -+-  cO  y,^  sin/' )    . 

Les  formules  (n)  (t.  I,  p.  227)  donnent 


-4-  CO 

r'2 


^  cos/'=:  2  1' J/ _,  (/'e')  cos^'^'^ 


—    90 


■+-   « 


^  sin/'  =  rv^r~e.'"^2/\J,.„(/'a')  sin^V- 


-       90 


On  aura  done  aussi  le  developpement  de  -77^  H  suivant  la  forme  (B);  on  aura 

soin  de  remplacer  x,  ilb,  3,  00  et  e  par  leurs  valeurs  numeriques. 

Done,  en  se  reportant  aux  formules  (a)  (page  34i),  on  aura,  sous  la  forme 
voulue,  et  avec  des  coefficients  purement  numeriques,  les  developpements  de 

aH  et  ar-r-- 

dr 

Reste  seulement  a  obtenir  celui  de  a'^Z;  il  depend  des  developpements  de 

/•'  r' 

-  cos/'  et  -  sin/'.  Or,  on  a  (t.  I,  p.  226) 


4-  00 

,  ,7  ,j 


—  ae 

^'    •    /•/        / 71  V  f       /  V  /v  sinT^' 


Oil  la  valeur  i  =  o  est  exceptee. 
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Done,  finalement,  on  a,  sous  la  forme  (B),  les  developpements  numeriques 
des  quantites 

aily      ar -rr- 1     a*Z. 
or 

157.  Nouveau  changement  de  forme,  en  vue  de  rint^gration.  —  Pour 
integrer,  il  faut  avoir  une  seule  variable.  Or,  on  pent  exprimer  aisement  g^  en 
fonction  de  £.  On  a,  en  effet, 

On  en  tire,  en  eliminant  /, 

^'  =:c'-4-  ^  (—  c4-e  —  esine). 

Soil  pose 

(8)  ^=F. 


II  vient 


d'oii 


N 


g'  z=zc'~  cix-h  lie  -- fjtesine, 


(9) 


cos(/ie  ~  i'g')  =      cos[(/i  —  «'|jL)e  —  i'{c'  —  cjjl)]  cos (i*'fxe  sins) 

—  sin[(/i  —  i' ii')t —  i'{c'  —  cjjl)]  sin(/;'|jLe  sine), 

sin(/i£  —  i' g')  nr      sin[(/i  —  i'[>)z  —  ('{c'—  cjjl)]  cos (t'lJie  sins) 

-h  cos  [(/I  —  «'|ji)3  -  i'{c'  —  cjji)]  sin(«'|jLesine). 

Or,  on  a  (t.  I,  p.  208) 

cos (^  sine)  =  Jo(a:)  4-  aJ,(a:)cos2e  -+-  214(0:)  cos4£-f-.  •  •  > 
sin  (j7sine)  :=  2j,(x)  sine    -f- 2jj(^)  sinSe -f-. . . . 

On  en  lire 

cos(i'|jie  sine)  ~  Jo(/'^e)  -\-  i]^{i' ^e)  cos2e  -h  9.^^{i' [le)  cos^e  -H. . . , 
sin  (I'/jLcsine)  —  2J,  (i'lJ-e)  sine    4-  2j,(i'|jie)sin3e  -+-.... 

En  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (9),  faisant 

et  ecrivant  simplement !«,  J,,  . ..  au  lieu  de  Jo(«'(xe). . .,  il  viendra 

cos(/ie  —i'g')  =      Jocos[(/i  —  i'ii)s,  —  (3] 

J, cos[(/i  4-2  — «'/ji)e— -  (3]  4-  J, cos[(/i—  2  —  i'ik)t  —  (3] 

J4C0s[(/i  4-4  —  «*V)s~P]  H- J4C0s[(/i—  4—  ''i^)e  — (3] 
(10)       j 

4-  J|  cos[(/i  -t-  I  —  ^V)£  —  P]  —  Ji  cos[(/i  —  I  —  i'[i.)t  —  (3] 
4- JjCos[(/i4-3  — i»e  — P]  —  J,  cos[(/i  —  3  —  *'p)e  — (3] 
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sin(/i£  —  i' g')  —      Jo  sin  [(/I  —  i'[J.)£  —  [3] 

-+- J2sin[(/i  -h  2  —  i'ix)£  —  ^]  -f- Jisin[(/i  —  2—  i'ix)e  —  (3] 

4- J4  sin  [(/I  -h  4  —  «V)s  —  P]  4- J*sin[(/i  —  4  —  «'|J^)e--P] 
(II) 

-<- J,  sin[(n  -\-  I  —  £'fjL)£  —  |3]  —  J,  sin  [(/I  —  i  -  i'ix)B  —  P] 

H--  J3  sin[(/i  -f-  3  —  £»£  —  p]  -  J,  sin[(/i  -  3  -  t»£  -  P] 


Nous  aurons  a  multiplier 

cos(ne  —  i'g')     par    ((/j,/',  c)) 

et 

sin(/i£  — £'^')    par    ((/i, /',*)), 

a  faire  la  somme,  et  a  donner  aux  entiers  n  et  i'  toutes  les  valeurs  indiquees  ci- 

dessus.  En  designant  par  F  Tune   des  quantites  aQ,  ar  -p   et  a^Z,  nous 
avions 

(12)  *     F  =  22((/i,  /',  c))  cos(/i£  -  i'g')  -h  22((/i,  t'',  s))  sin(/i£  -  /'^') ; 

il  viendra  maintenant 

i  F=:      22[/,iSc]cos[(i-.»£-i3)] 
I  -i-22[c,i\  5]sin[(£-£»£-i3)]. 

Dans  les  formules  (10)  et  (i  i),  donnons  a  n  les  valeurs 

et  retenons  chaque  fois  les  termes  d'argument  (i  —  i' pi)  e  —  ^ ;  nous  trouverons 
aisement 

[f,  «',  c]=      ((«, «',  c))Jo 

((/-f-  2,  i^  C))J,  -t-  ((/-  2,  «',  C))  J, 
((  I  -H  4,  *\  C))  J;  -h  ((  «  —  4,  i*',  C))  J4 

(G)  I 

((/  —  I,  /',  c))Ji  — ((/h-i,  ^^c))J, 

((i-3,/',6>))J3-((/-f-3,  t',c))J3 
••••• •> 

I   [i,i',s]=      ((«,  t',5))Jo 

(H)  +((t-h2,*',*))J,  +  ((t-2,t',5))J, 
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Rappelons  que,  dans  ces  formules,  toutes  les  transcendantes  J  dependent  de 
Tapgument  i'\Le. 

158.  Precaution  k  prendre  dans  le  calcul  de  -j--  —  La  derivee  (-3-)' 
qui  entre  dans  la  formule  (Sg) 

du  n*^  153  devait  etre  prise  par  rapport  a  e,  en  tant  que  cette  variable  etait  intro- 
duite  par  ret/seulement.  Quand  on  avait  le  developpement  de  12  suivant  les 

sinus  ct  cosinus  des  multiples  de  £  et  £',  on  devait,  en  calculant  ( -p  j>  conside- 

rer  e'  comme  constant;  ^  devait  done  aussi  etre  suppose  constant  quand  on  a 
remplacc  i  parg*';  niais  on  a  fait  ensuite 

g^  —  c'  —  cix-T-  jxc  — /Jtesine, 

ce  qui  a  introduit  de  nouveau  £.  Designons  par  --r-  la  derivee  complete.  On 
aura 

(i3) 

On  a  d'ailleurs 


d'oii 


-f-22[/,  £*',  5]  sin[(i  —  I'fJL)^  ~~  i'{c'  —  cjjl)]; 

dil 

-j^--ll(i-  i'ix)[i\  i',  c]  sin[(i  —  t»£  —  i'  (c'—  c/x)] 

^,  =      12i'[iyi',c]  sin[(«  — «»£  — «'(c'— c/x)] 
--  lli'[i,i\s]cos[{i  —  i'[x)£-i'(c'-cix)]. 

En  portant  ces  valeurs  de  -r-  et  ;t-t  dans  (i3),  on  trouve,  apres  reduction. 


( 


de         dc 


~      iJLecoseIiH'[iy  i\  c]  sin[(«  —  I' \i-)i  —  i\d  —  c/jt)] 

C/c  J 

—  jjie cos £22 £*'[/,  i\s\  cos[(£  —  i'\^)^  —  i'{c'—  c/jl)] 
—  22/  [/,/',  c]  sin[(i  —  «'fx)£  —i'{c'-'  c/jt)] 
4-  22/  [if  /',  5]cos[(/—  i'[J.)B  —  i'{c'--  cix)], 
En  posant 

2 
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nil 

'[«,«•' 

',  c]  sin  [(/-I-  1  - 

-e».- 

-  i'  (c'  - 

■c/x)] 

112  i 

'  [h  i' 

,c]  sin[(« 

—  I  — 

..»£- 

-t'(c'- 

■CF)] 

nil 

'[/,/' 

,  5]cos[(t 

-l-I  — 

•t»£- 

-i'{c'- 

■c^)] 

I  Hi 

'[',«■' 

,  s]cos[(t 

■  '»£  - 

-i'(c'- 

-cfx)] 

Hi 

[',  i' 

,  c]  sin[( 

• 

-l»£- 

~i\c'- 

■<^F)] 

Hi 

[',  '■' 

,5]C0S[( 

-  '»£  - 

-i'{c- 

-cf^)] 

i  variant  de  —  oo  a  +  qo,  on  pent,  dans  les  22,  remplacer  i  par  i  H-  i  ou  i  —  i , 
de  nnaniere  a  avoir  partout  le  meme  argument;  on  trouve  ainsi 


(I) 


;— 22  jt[/,e\ 6']  — rX[/4- I, i\c]  — «■'>[/— I, i^c] I  sin [(/—t'fjL)e  —  /' (c'—c/ji)] 
-\'l,l\i[iyi\s]  —  n\i-\-  i.i'ys]  — /'X[£  — r,/',  .v]  jcos[(£  — £'|jL)e  — «'(c'— c/x)], 


-f^^ 


X=: 


On  a  trouve  (p.  336) 


('4) 


les  valeurs  de  M  el  de  N  peuvent  etre  mises  sous  la  forme 


(i5) 


M^Bo 


N  nz         - 


2B,  cose  4-  2B2  C0S2E  H-  2AoCOsy) 

2A,  cos(y)  —  £)   h  2A_,  cos(7)  -f-  £)  -h  2 Aj  cos(Tn 

2Dt  sins  —  2D1  sin2£  -h  2CoSimn 

2C,  sin(Tn  —  e)  4-  2C_,  sin(Tn  +£)  -h  2CiSin  (m  - 


—  2£), 


-  2£); 


en  faisant 


Ao:r-.-- 


2  I  —  e' 


Bo--r 


3  2-e* 


(•6){. 


21  —  e' 


c.=-- 


^  1 


—  ^« 


A.-     r 


B,= 


C.  =  -r 


2   1 


1 

4 

—  a« 

2 

I 

e 

I 

e^ 

I 

2 

e* 

2 

I 

-e* 

1 

e 

A_,---     r 


I       e= 


B,  = 


2  I  -  -  e^ 
4  I  -  e*' 


A,— -Ti 

2  I  —  e' 


C..^    r- 


2  1  —  e^ 


^   _      I       e 


2  1  —  e' 


D,  ==     ; 


I      e 


4  1  — e- 


11  faut  maintenant  porter  les  expressions(i5)  dans  la  formule(i4),  dontnous 
ecrivons  ainsi  la  premiere  partie 


r,7) 


a  ^^)  ^  22(j  (/,  V,  c)  cos(0  -f-  a). 
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en  faisant 

(lonnant  d'aborti  a  a  la  valeur  90'',  et  posant 

(17')  ^Jih  i',  c)  =  i[i,  i',  c]  -  n[i -f- 1,  r,  c]-  «'X[£  -  i,f,c] ; 

on  fera  ensuite  a  =  o,  et  I'on  changera  la  lettre  c  en  s.  II  faut  faire  les 
produits  dc  a  [  -r-  j  par 

2Bj  COS£,       2BsC0S2£  .  .  .  , 

Faisons  completement  Tun  des  calculs  :  nous  aurons 

2BiC0S£<2( --r-  j  =  Bj225(/,  i\c)  [cos(0-+-a-h£)  +  cos(0  4-a  —  £)], 

£  variant  de  —  00  a  -i-oo,  on  pent,  dans  le  second  membre,  changer «  en  1  —  i  ou 
en  « -+- 1 ,  de  maniere  a  ramener  les  arguments  O  +  a-f-e  et  O-ha  —  e  a  O-i-a, 
ce  qui  donnera 

2B,C0S£af -J- j  —Bill[g(i-hi,i',c)-hg{i—i,i\c)]cos(Q-\-(x); 

il  faut  maintenant  faire  a  =  go*',  puis  a  =  o,  en  changeant  c  en  s,  d'oii  il  re- 
sultera 

2Bi  cosBa(^\  =-  B,2;2[g(t  4-  I,  i',  c)  -t-  (J{i-i,  i\ c)]  sin 0, 

-h  B,l.l[q{i -+- 1,  i\  s)  4-  ff(*  -  1, 1',  5)]  COS0. 

On  trouvera  ainsi 


(18) 


(  +  «ig('—  »,«  ,^)  -H  B,g(£  — 2,«',C)  ) 

—  22sin[(f  — ra)e  — *  (c  — ca)-i-y)l 

f  B,C,(|— l,£  ,5)-hB,9*(£  — 2,f',5)( 

(H-Aig(H-I,l',5)4-A,g(£-i-2,l%5) 


-h22cos[(.--i»£-£'(c'-cp);— n]        ;  t;        \     LaV>/  •/    ^   • 

T.  -  IV.  45 
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or 


lie{i,  i',  c)cos[(t  -  «»£  -  <'(c'-  c^)] 
22S(<,  <■',.?)  sin  [(I -<»£-t'(c'—c|x)], 


on  pourra  ecrire,  comme  precedemment, 


ar  -J-.  —  22£  (/,  j',  .1)  sin  ( 0  -!-  a) , 


et  Ton  tpouvera 


(■9) 


,      I),  £(*-i,i',c)  +  l),S( 
i-D,  8(«-i-i,i',c)-l),e( 

|-C_,S(t-i,«',c)-C,£( 
i-C,  £(«•+!, t',c)-C,£( 

C_,£(<-i-i,i',c)  +  C,€( 
+  C,  £(«-!, /'f')  +  C,©( 

(      D,  S(«-i,i',.v)-t-D,£( 
i-D,  £(.•+!,*',*) -D,£( 

i-  C-,£(«— i,i',.?)-Co2( 

(       C.,3(£-M,/',5)H-Co€( 

II  rcste  a  ajoulcr  les  expressions  (i8)  el  (19),  ce  qui  donnera 


^ar-.-=i—I,ls\n[{i—i'iJ.)E—i'(c'-  c/jl)        ] 


— 11  sill  [{i—  i'[>) 6  —  V  {c'—C[k)  -h  Yj] 


22  sin  [(/ —  i'\x.)t  —  £' (c'—  cjji)  —  Yj] 


22cos[(«-«»e-/'(c'-cfjL)       ] 


-2,/',c)| 

—  2,£',C)) 
4-2,£',5)) 
h2,l'5)j 

-i,i',s)\ 


d\\ 
dt 


On  est  conduit  a  poser 


^«) 


(*) 


F(/,t',c)=rB,(,'(«,«',f)+B,(j(*-M,/',c)  +  B,g(t-i,/',c) 

-D,£(t4-i,i',c)+l),£(t-  i,t',c) 

—  l),£(t  +  2,  l',  C)4-  I),£(t— 2,«',C), 

\  G(«,<',  c)  =     A_,  (j(<  +  I ,  «•',  f)  +  A„(^  (/,  1',  c)  +  A,(f  (<■  —  I,  r,  e)  -t-  A,(j'  (i  -  a,  t',  t) 
'  -^C_,£(t  +  i,*',c)+  Co£(i,/',c)  +  C,£(r-i,i',c)-HC,£(«-3,i',c), 


(c)i 


(II(t,,',c)=     A_,(,X«-l,l^c)  +  A„g(^*',c)^-A,§"(<-hl,t',c)  +  A,(?(t•-ha,t',c) 


I 


-  C_, £(«■- I,  «',c)  -  C„£(/, i',c)  -  C,£(i  t- 1,1', c)-C,£(t  + 2,1', c). 


On  aura  dcs  formules  toutes  semblables  pour  dcfinir  F(i,i',s),  G(i,i',s) 
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et  E(i,i\s);  il  suffira  de  changer  c  en  s  dans  les  (        )  des  g{i,  i\c)   et 
(^{i,  i\  c)  : 

On  trouvera  ainsi 

'  '  4-G(/,«',5)cos[(f  — z'/jl)£--«'(c'  — c/jl)  — Yj]  —  G(/,i',c)sin[(i  ~£'/jl)£  — /'(c'  — C/Jt)  — Yj] 

4-  H ( I, i\s)  COS [(/  —  t'fjL) £  —  a (c'  —  c/jl)  -h  Yj ]  — H(£, i\ c)  sin [(/ —  f'/jt) £  —  i' (&  —  cjjl)  -h  y) ] 

Remarque.  —  On  tire  desformules  (a),  (i)  et  (c), 

F(/,  i\c)  H-  i  [G(/  -h  I,  i',  c)  -h  H  (/ -  I,  i',  c)] 

=  (Bo  +  A,)g(«-,«',c)  +  QA.-»-B,  +  ^A.j[g(i-i,/',c)-hg(»-t-i,i',c)] 

+  ^B,  +  i  A_.j  [g(t  -  2,t',C)  -H  ?(t4-2,  J'.C)] 

+  (-  ^  Co  +  D,  +  i  c)  [S(«  -  I,  t',  c) -  S (/  +  I,  t',  c)] 
4-  ^D,  -  ^  C_,)  [3  (t  -  2,  *•',  c)  -  S  («•  +  2,  *•',  c)] . 

Or,  les  relations  (i6)donnent 

Bo  +  A,  =— I,         -  AoH- B, -)- -  A,  =  o,         B, 4--A_,  =  o, 

2  2  2 


-  iCo  +  D,4- ic,  =  o,         D,--G_,=o. 

2  2  2 


II  en  resulte  done 


F{i,  i',  c)^-'-  [G(i  + 1,  i',  c)+  H(t  - 1,  t',  c)]  -  g(«,  «•',  c), 
F{«,  i',  s)  =-  ^  [G(t  +  1,  *',4)4-  H(i  -  I,  t',:5)]  -  g(*,  «•',*). 

Les  formules  {a")  pourront  remplacer  (a)  et(6)  pour  le  calcul  des  F,  con 
naissant  les  G  et  H. 

159.  On  a  trouve  (p.  338)  une  formule  qui  pent  s*ecrire 

I     dK .    f— 2M,sine  —  2MjSin2£ -h  aNoSinYj -+- aNj  sin(Yi  —  £)  "l 

^^^^  0,0% i  di  ^^     L  -f-2N..isin(Y)4-£)H-2N,sin(Y)  —  2£)J' 
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(21)    Mi=: ,         M2=-— N_i,         No  — - 


3e 


lA  1  —  — ^ —  » 


N.=:-; 


e 

4 


On  a  d'ailleurs,  pour  le  devcloppement  tie  a^Z,  une  expression  de  la  forme 

-Hi2u^(/, /',c)cos[(/—  «'fjL)e  —  i'(c'—  c/jt)], 


cc  qui  pent  s'ecrire 


a^Z  —  ll(i)(i\  i',c)  sin (9  -h  (X), 


en  observant  les  memes  conventions  que  ci-dessus.  On  trouvera,  par  des  calculs 
analogues  a  ceux  deja  fails, 


cos*  de 


.-Y   =—  22sin[(/—  i'iL)£'-i'(c'  —  cix) 


■'  i  -I  Ml   (0  (/- 1 ,  i',  c)  -\-  Mi  ^^  (i  -\-  2,  i\  c) ) 


—  Hs\n[(i—  i'ix)e-'  i'{c'  —  cix)-hf)] 


—  ]S2sin[(i-  i'ix)E  —  i'{c'  —  cix)  —  rt] 


-N_,(D(/ 
-  N,   C0(/ 

(       N_i(0(/ 

4-N,    (0(£- 


i,£',c)-No(D(/,«',c)         I 
i,t',c)  — N2(0(i-f-  2,1',  c) ) 

i,/',c)4-No(£)(/,/',c-) 
I ,  /',  c)  -h  Nj  (^  (« —  2,  /',  c) 


4-  llcos[{i'  —  i' iJ.)e  —  i' {c'  —  c ix)        ] 


.7 


4-  2icos[(/— r|Ji)£—  r  (c'--  Cfx)  -i-rj] 


M,   (0(/-+-i,t',5)— M,(D(iH-2,i',5) 
M ,   (D  (/ -  I ,  i',  s)  -i-  M,  clt^  (1  -  2, 1', 5) 

Ni    (0(/-+- i,;',.v)  —  NoCO(/, /',5) 


t 


Hcos[(£  — ru)£  — r(c'  — ca)  — yjl  }  ,  ^^  5. 


On  est  conduit  a  poser 


(d) 


T(/,i',c)  — -M,   (0(1 
-M,  (0(1 

U(/,|\C)=:        \_,(l-^(£ 

-+-N,   (0(/ 

V(/,/',c)r-_-  — N_,(0(/ 
—  N,    iO(t 


(d') 


V(/,t',^)  = 


M,  (0(/ 
N_,  (0  ( I 
N_t(0(i~ 


2 


4- 


/',c)4-M,(0(/-i,/',c) 
i\c)  -h  Mi(0(£  —  2,  /',  c), 

*',  r)  4- No (0  (/,!',  c) 

/',  c)  4-  N4C0(f  —  2,  /',  c) , 

i',c)-No(0(/,«',c) 

1',  c)  —  Nj(0(/  4-  2,  r,  c), 

/',  5)  -f-. . . , 

I  f  s )        •  •  «  ) 
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et  Ton  trouvc  finalement 

'   -!-.?=     in  (i,  i',  s)cos[{i  -  i'  u.)e-  i'  {c'-  cix)       ] 

cos*    de  \         y     f  L\  r  /  I    /  J 

—  22T(/,  i',c)  sin[(t  -  i»e  -  i'{c'-  cp)       ], 

/  j^  V  ;  4-  22  U  ( /,  /',  v)  COS  [( /  —  r fJL )  £  —  i'  ( C'—  C fJt)  —  YJ  ] 

—  22U(/,  i',c)  sin  [(*-  £>)£-  £'(c'—  c|jL)-y)], 

-+-  22V(£,  £',.y)COS[(«  —  /'jJl)£— r(c'—  C|JL)4-Tn] 

—  22V(i,  r,c)sin[(/  —  i'ii)e—  i'{&—cix)-\-n]. 
Remarque.  —  On  tire  des  formules  (d),  en  ayant  egard  aux  relations  (21), 

U(«-i-  I,  i',c)  -i- V(£  —  1,1',  c)  =  M2(0(« -t-2, /',  c)  -t-M,dt)(£4-  1,1',  c) 

—  M,at)(£  — ?,,  e',  c)  — M,(D(/—  I,  ^^  c); 

mais  le  second  membre  est  egal,   d'apres  la  premiere  des  relations  (d),    a 
—  T(^  i\  c).  On  aura  done  les  formules 

I  T(/,  r,  c)=-  U(£  -h  I,  /', c)  -  V(i  -  I,  /',  c), 

I   T(£-,£',  s)=:-U(/-f-I,r,5)-  V(/-I,/',5), 

qui  permettront  de  deduire  bien  simplement  les  coefficients  T  des  coefficients 
U  etV. 
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160.  Integration  donnant  03.  —  Nous  partons  de  la  formule  (J),  p.  335, 
que  nous  multiplions  par  dt,  et  nous  integrons  en  considerant  yj  comme  una 


^VV  , 


constante;  Texpression  de  —r-  etant  de  la  forme 


e/£ 


K  H-  Kj  cosYj  4-  K,  simrj, 

la  constante  d'integralion  sera  de  meme  forme,  et  nous  trouverons,  en  desi 
gnant  par  K,  K<  et  Kj  des  constantes  absolues,  arbitraires  d'aillcurs, 


W  =  K  -f-  K|  cosYj  H-  K,  sinm 


;       --. -COSfC/ 

I  l'  [X.  ^ 


—  £'/Jt)£  —  «'(c'--CfJL)] 

-i'[i)t-i'{c'-ci>.)] 


(A) 


G(t,tSc) 
i  —  i'  [I. 


cos[(t  ~  i' [i.)t  —  i'{c^  —  cix)  —  Yj] 


I' IX 


C0S[(i  —  t'p)e  —  i'{c'  —  C|x)  -hm]. 


On  obtient  W  en  cbangeant  dans  W  1  en  /,  c'est-a-dire  tq  en  e;  faisons  ce 
changement  et  raraenons  tout  au  meme  argument;  nous  aurons 


(B) 


Wi=:  K-f-  Kj  cos£  4-  K,  sine 


"!i ,  !:';^^]cos[(£--r/x)£.^r(c---c/x)] 


y  y         .  .,         -+-  ^-^ ^-^    H-  -^^^ -rj-^     Sin[(/  — l»£  — /'(C'  — CfZ)]. 
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II  y  a  lieu  de  poser 

\    r  (  I,  «  ,  C  )  =  — ; r. -I ; r: 1 : r. 9 

\      ^'     '     ^  i—i'ix  i-\-i  —  i'ix  i  —  i  —  i'ix 

nous  aurons 

(  W=:  K-f-  Kicose-H  Kjsine  H-22P(/, «',  c)  cos[(«  —  i' iJ.)t~  i'{c'  —  cix) 
I  -+-S2P(/,  e\.9)  s\n[(i  —  i' ii)£  -  i' {c' -  cix)]. 

On  a,  par  le  n*^  153, 

dz—  I    Wdl=  I  Wdt-hconsi.; 

d'oii 


(0 


/i55=3   /  W  {i  —  ecos£)de. 


Or,  on  tire  de  la  formule  (A) 

W(i  —  ecose)  =  K eK,-4-  (Ki—  eK)  cose  -h  Kj  sine eKi  cos2£ eK2sin2e 

-  -  2;2iP(/,  i',  c) }  cos[(£ -f- 1  -  f»£  -  i\d-c\k)\ 

4-  cos[(£  —  I  —  V\k)t  —  i\d  —  c|ji)]j 

-  -  22;P(£, «',  5) }  sin[(/  -f-  I  -  /»£  -  V{d-  cp)] 

H-sin[(/-  I  ~  i»£  — £'(c'— c/x)]j 
-f-2;2P(/,«',c)cos[(/-£»£-«'(c'--cfjL)] 
-f-22P( /,«',,?)  sin  [(t—  «V)£  —  ^''(c'— c]^)]; 

ou  bien,  en  ramenant  tout  au  meme  argument, 

W  (i  —  ecose)  =  K eKi-h  (K,  —  eK)  cos£  -h  Kjsine eKi  cos2£ eK.sin2£ 

2  2  2 


4-i2rp(*,«',c)-^p(<-f-i,t%c) 


-  I !'(' - 1,  «■',  c)l  COS[(t-  *»£  -  *'(C'-  Cfx)] 


4-  22  [?(/,  <•',  *)  -  i  P(/ •  +  I,  /', «) 


_  1  P(,- _,,/',.,)]  sin [(«-«»£-*'(c'-c^)]. 


■J6o 
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Si  Ton  pose 


n(i,i',c):r-. 


P(/,  /',  c)  -  J  P(«  4-  I,  i',  c)-l  P(*  -  I,  i',  C) 


•  •§ 


(b) 


I  —  I  IX 


R(/,  ^^5)  -- 


p(^^^5)-^p(^-hI,^^s)-^p(/-I,l^5) 


/ 

I  —  l  IX 


il  viendra 


W  (i  —  ecos£)  :=:K eK,-f-(K,—  «?K)cose  -f-  Kjsine eKiC0S2£ eK.sinas 

2  2  2 


-h  22(£  —  e'a)  I{(£,  t',.v)  sin  [(/—  I'fJL)^ 


i'(c'-cix)] 
r(c'-cfjL)). 


En  multipliant  par  de,  integrant,  ct  portant  dans  Tequation  (i),  il  vient 


ndz 


—  const.  -+-  (K eKA  e  -i-  (K,  —  eK)  sins  —  Kjcoss 


(D) 


—  7eKiSin2£-h  7  eK3COS2e  -t-22R(/,  /',  c)  sin  [(/—  «'|^)£  —  i'{c'  —  cijl)'\ 

—  22  R(/,  t\5)  cos[(i-i'ix)B  -  i'(c'-c|ui)]. 


Remarque.  —  Les  expressions  (i)  de  R(/,  /',  c)  ct  de  R(/,  i\  s)  contiennent  en 
denominateur  i -r  i \k;  si  Ton  se  reporte  aux  relations  (a),  on  voit  que  n^z 
contient  les  diviseurs 

{i—  i'ix)\     (i  —  i'ix)  (i  ±1  — />),      

Si  la  difference  J  — i'(JL  est  petite,  les  coefficients  de  '     [(/  — i'(jl)£  —  r(c'  — c[x)] 

dans  oz  seront  Ires  grands.  On  se  rappelle  que  pi  designe  le  rapport  des  moyens 
mouvements;  done,  si  les  moyens  inouvements  etaient  rigoureusement  comnien- 
surables,  la  methode  serait  en  defaut. 

161.  Calcul  de  v.  —  On  a  (page  SSq), 


On  a  d'ailleurs 


d'oii 


HZ  -+-  c  T—  n—  e  sinr,, 


II  en  resulte 


n 


1  —  ecoSYi 


dz   ~   Ori    1  —  ecosYj 


\  Ot  J       I  —  e  cos£  V  d'O 


~d\\\ 
dv  J 


(2) 


V  =  consl. 


i/^ 


-  :     -  «c. 
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Or  Tequation  (A)  donne 

-3—  — .—  Ri  simo  -h  Kj  COSY) 

-  ;SI1  ^i-e^  cos[(t-  .»6  -  i'{c'-cy.)  - n] 

On  en  deduit,  par  le  changement  de  y]  en  e,  et  en  ramenant  tous  Ics  arguments 
a  un  seul, 


T—  =  —  Ki  sine  +  K,  cos£ 

Ofi 


Si  Ton  pose 
et  que  Ton  remonte  a  la  formule  (2),  on  trouve 


V  =  const. Ki  cos£ K,  sine 

2  2 


(3) 


Po§ons  encore 


(d) 


—  > 


T.  -  IV.  46 
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etil  viendra  tinalement 

V  =:  const. Ki  cose K.siriE 

-^  ^  22  ^^''^'^^  sin  [(«  —  «»£  —  «'(c'— cfx)]. 

162.  CalciQdet/.  —  Partons  de  la  formule  (K),  page  357 ;  nous  devrons 
multiplier  les  deux  membres  par  de,  et  integrer  en  considerant  y)  comme  une 
constante.  On  a  trouve  au  n**  153  les  formules 


^^        IT  fT    •      rt         'P' 

-j~  —  U,  Uv  I  —  e-:=Zcos£*— - 

cie  ^  a 


-;,-  —  U,         Uv'i  —  e-:=Zcos£'-^sin(w  — /); 
d'oii 


r>l 


;  -r-  ~  — 7=sin(c«)— /)a*Z. 

COSi    at         n^Jy  _  pi         ^  ^  ^ 


On  en  conclut  que  la  constante  d'integration  doit  etre  de  la  forme 

consl.  =  -=  °  sinw  -+-  /,  °  cosco, 
v/i  — e»  «  « 

oil  /  et  /,  sont  deux  constantes  absolues.  On  peut  cerire  aussi  (t^o/rp.  337) 

const.  =  /siny)  -h  /,(cosyj  —  e). 

11  vient  ainsi 

;  R  zir  —  e/,  -+-  /  sin Y)  H-  /j  COSY) 


cost 


T(/,e',5)  ^, 


^22T^-^'"t('*-*>)'"''(^'--"^)i 


^  S2)  ^ -S^^^^  C0S[(/--  i»S  -  ^-(C--  CfX)] 

(4)  /  -+-22Tir7^'^"[('-^^^^^ 

Mais  on  a  trouve  (page  339)  w  =  R.  Si  done,  dans  la  formule  (4)»  on  fait 
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Y)  =£,  et  qu'on  ramene  tout  au  meme  argument,  il  viendra 
u 


cose 


;.  ==—  e/, -h  /sine  -h  /i  cose 


J  .^^.^  L  e  —  e'|jL  e-hi  — ifJL  e  — i  —  i'jjL  J         ^  '^'  ^  *^  ■* 

II  y  a  lieu  de  poser  encore 

Y//  /  ,,_T(i,i\c)    ,    U(e  +  f,e\c)    .    V(i-i,i\c) 
(e)  ^  ^  ^  ^ 


I  —  «  fX  I -h  I  —  £  fX  I  — I  —  I'jJL 


ce  qui  donnera 


u 


-.  =:  — e/, -+-  /sine  -h  /i  cose 


COSi 

4-  22  Y(/,  /',  s)  sin  [(/-  «»e  -  /'(c'-  cfx)] 
^    ^  '  -+-i;2Y(/,/',c)cos[(/--i»e-«'(c'-c/x)], 

J  a     u 


cose       r  cose 

On  peut  obtenir  une  autre  expression  de  u  en  partant  de  la  formule 


du  n^  153.  On  a 


d'oii 


dr       dr\    i  —  e  cos  tq 


i)=( 


I       -r—      I     =Z  -: I 


\dx  )        \(^f)  /    '  —  e  cose 
(G)  w  — const.  H-    /    (  ;r- )  ^^• 

Or  la  formule  (4)  donne 
I     dR 


cose  dn 


=  /cosYj  —  /|  sirnrj 
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On  en  conclut,  en  faisant  y)  ==  s,  et  ramenant  tout  au  meme  argument. 


=  /cos£  --  tiSine 


cos  I  \dn 
11  convient  encore  de  poser 

II  en  resultera 

=  const,  -h  /sine  +  /,  cose 


cos  I 


W(£\i',.0     . 


En  comparant  les  formules  (F)  et  (F'),  on  trouve 

(7)  const.  =:—- e/,, 

On  emploiera  ces  formules  comme  moyen  de  verification  ou  pour  le  calcul 
des  Y. 

163.  Cas  d'ezception  dans  le  calciQ  de  ^z  et  de  v.  —  La  methode  d*integra- 
tion  qui  vient  d'etre  cxposee  ne  s'applique  pas  lorsque  i'  =  o\  on  sait  en  effet 
que  I'on  a  en  denominateur,  dans  les  diverses  formules,  les  quantites 


i  —  i' [L,         i  dt  I  —  /'fx,         izhi  —  i'yL; 


ces  denominateurs  seront  done  nuls  pour  i'  =  o  et 

11  faut  revenir  en  arriere,  avant  I'integration,  supposer  i'  =  o  et  integrer  en- 
suite.  La  formule  (17)  du  Chapitre  precedent  donne  alors 

-J-  \  —^  lQ{i,0,  C)sin££  -h  2fj*(£,  0,S)C0S££. 
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11  est  evident  qu'il  suffit  de  donner  a  i  des  valeurs  positives;  on  pent  memo 
excepter  I  =  o,  car,  d'apres  la  formule  (i7')»  page  353,  (?(«,  o,^)  s'annule  pour 
i=  o.  On  a  ensuite,  page  354» 

ar -r-.  — ^3(^o,  c)  cos££  4- 23(i,o,5)  sinee, 

ou  bien,  en  developpant  iesS, 

/Q\         ]  «'*  "3-    =  c^(o,  c)  4- 3(i,  c)cose -^  8(2,c)cos2e -I- 3(3,  c)  cosSe  H-. . . 


(9) 


.  H-  G(i,  s)  sine  -h  3(2,  s)  sin2£  h-  3(3,  s)  sin3£  -+-..., 

I  ^  (  T"  )  =^~  ff('»^)  ^^'^^  ""  (f(^''  ^)  sin2£  —  5(3,  c)  sin3e  — . . . 
f  4-  (^(i,  .^)  cose  -h  (j'(2,  .9)  cos2e  -f-  (f(3,  .?)cos3e 

Rappelons  encore  les  formules  (page  352) 


•  •  • 


(lO) 


('0 


M  =  Bo-4-  2B,  cose  -+■  2B2COS2e  -4-  2  A_i  cos(r)  -h  e)  -4-  2A0  cosyj 

+  2A,  cos(to  —  e)  -\-  2A,cos(y)  —  2e), 
N  =—  2D1  sine  —  2DjSin2e  4-  2G-1  sin(Y)  -h  e)  h-  2CosinY) 

-h  2C1    sin(Y)  —  e)  -h  2C2  sin(Y)  —  ae). 


(,2)  _^M«(^-j-^N«,. 


dr 


Cette  expression  de  --7-  sera  de  la  forme  suivante,  calquee  sur  la  formule  (J) 
de  la  page  355, 
dVi 


=  F{o,s)  -i-F(i,  5)  cose  -4-  F(2,  s)  cos2e  -h  F(3,  s)  cos3e 
ae 

—  F(i,  c)  sine  —  F(2,  c)  sin2e  —  F(3,  c)  sin3e  — . . . 
-f-G(i,  5)cos(e  — Y))  4-  G(2,  5)cos(2e  —  Y))  -+-G(3,  5)  cos(3e  —  yj)  4-. . . 

(i3)    (  —  G(i,  c)  sin(e  — t))  — G(2,  c)  sin(2e--Y))  —  G(3,  c)  sin(3e  — Yj)4-... 

4-  H(o,  S)  COSY) 

—  H(o,  c)  siuY) 
4-  H(i,  5)cos(e4- Y))4-H(2,  5)cos(2e4-Y))  4-H(3,  5)cos(3e  4- y))  4-.. . 

—  H(i,c)sin(e  4-Y))  —  H(2,  c)  sin(2e4- Y))  —  H(3,  c)  sin(3e  4- Y))— . . . 


1 


Les  coefficients  F,  G  et  H  se  deduiront  aisement,  par  les  formules  precedentes, 
des  coefficients  e(jj  c),  e(j\  s),  g(y,  c),  g(j\  s). 

Nous  nous  bornerons  a  calculer  F(o,  5),  H(o,  s)  et  G(i,^);  nous  trouverons 
sans  peine 

F(o,5)=:=B,y(i,5)-^B,f?(2,5)~D,3(i,5)-D,3(2,.9), 

U(o,s)  =  (k,^\^,)({(i,s)-h\,    ()(2,0-(Ci~G-,)3(i,0-C5   3(2,5), 

G(.,5)  =  (Ao4-A,  )(,V.i,5)4-A_,(/(2,5)4-(Co-C,  )3(i,5)-^C_,3(2,5). 
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En  ayant  egard  aux  relations  (i6)  du  Chapitre  precedent,  on  en  deduit 


('4) 


F(o,  5)=  -  H(o,  5),  G(i,^)  —  —  elI(o,  .v). 

.a 


En   multipliant  Tequation  (i3)  par  di  et  integrant  sans  faire  varter  yj,  on 
trouve 


Wizr 


-  II(o,  5)e 


(i5) 


F(i,  i)  sine  -f-  -  F(2,  j)  sinas-t-  ^  F(3,«)sin3£  +  . . . 
F(i,  c)  cos£  -T-  -  F(2,  c)cos2£  -+-  «  F( 3,  c)  cosSe -f- . . . 

2  o 

G(i,  s)  sin(e  —  r^)  h —  G(2,  j)  sin(2£  —  to) 

+  «  (j(3,  5)  sin(3c  —  Yj)  -1-. . . 


4-  G(l,  C)  C0S(£  —  to)  4-  -  ri(2,c)C0S(2£  —  Y) ) 

4-  q  G(3,  C)C0S(3£  —  t))  H- 

II(o,  c)£  sinrj  4-II(i,  s)  sin(£4- yj)  -h  -  11(2,  s)  sin(2c  4- y)) 


4--5  11(3, .?)  sin(3£4-ri^   f-... 
H(o,  .V)£C0SY)  4-  H(i,  c)cos(£  4-r))  4-  -  n(2,c)cos(2£  4-  ri) 


1 


On  en  conclut 


4-  J  11(3,  C)C0S(3£  4-Vi)  H-. 


W  =  G(i,c)  4-  -  II(o,  .v)£4-  H(o,  .v)£C0S£  —  H(o,  c)£sin£ 


F(I,C)  4-  -G(2,C)      C0S£4-     F(i,/ 

H(i,c)  4-  ^F(2,  r)  4-  ^  G(3,c)    cos2 

H(i,5)4-  ^F(2,s)4-  ^G(3,  .9)1  sina 

i  11(2,  c)  4-  ^  F(3,  r)  4-  ^  G(4,  c)l  cos3 

ilI(2,5)4-^F(3,  5)  4-  iG(4,  ^)1  sin3i 


S)  -h   -  G(2 
2 


ys)  I  sin 


4- 
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Posons 


(/') 


P(o,c)--G(i,c), 
P(i,c)=F(i,c)H-^G(2,c), 

P(a,c)  — H(i,c)-»-^F(2,c)  +  ^G(3,c), 
F(3,c)=iH(2,c)-HiF(3,c)+iG(4,c),  P(3,  *)=..., 


P(1,5)  =  F(I,5)-|--G(2,S), 


P(2,5)=.  .  ., 


ct  il  viendra 


(i6) 


W  =  -  H(o,  5)£  -h  H(o,  5)£C0se  —  H(o,  c)£sinE 
2 

-\-  P(0,  C)  4-P(l,c)C0Se  -h  P(2,  C)  cos 2  6  -+-P(3,  c)cos3£-i-. . 

-h  P(i,  5)  sins  -h  P(2,  5)  sin2£  4-  P(3,5)sin3£ 


•   •   ■  • 


On  tire  maintenant  de  la  formule  (i5),  en  differentiant  par  rapport  a  y)  et  fai 
sant  ensuite  y)  =  £, 


«^W 


On  pose 


(0 


-r—  =  H(o,  .y)  £sin£  -h  H(o,  c)£  cos£ 

G(C,5) 


-  G(2,  5)C0Ss 
2 


G(2,  c)sin£ 

2     ^  '    -^ 


C0S2£ 


Sin2£ 


1^^    H(i,0-+- 56(3,5)] 

r~^H(2,5)4- JG(4,*)1cos3£4-  I  iH(2,c)-^G(4,c)|sin3 


[    H(i,c)-  iG(3,c)1si 


Q(i,c)  = 


Q(2,C)=- 


4- 


^G(2,c),         Q(i,5)=iG(2,5), 
^  2 


I 


H(i,c)4-3G(3,c),        Q(2,5)=..., 


Q(3,c)=-iH(2,c)4-iG(4,c),        Q(3,5)=..., 


d'oii  il  resulte 


(17) 


—  eH(o,  5)  H-  H(o, 5)£  sine  4-  H(o,  c)e  cos£ 

-h  Q(l,5)C0S£-4-Q(2,5)C0S2£4-.  .  . 

—  Q(i,c)  sine  —  Q(2,c)  sin2£— 
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On  appliquera  maintcnant  la  formula 

(i8)  ndz  —  j   W  (i  —  ecoS£)<i£. 

Oil  trouve  sans  peine 

W(i  —  ecose)  =  P(o,  c)  —  -  P(i,  c) 


Si  Ton  pose 


il  viendra 


C0S2£ 


4-  H(o,  .v)  ( »  —  7- )  *cos£  —  H(o,  c)£sine 

H(o,  5)£C0S2£  -+-  -  H(o,  C)£  sin2£ 

4-      P(l,  C)  —  t'  P((),  C)  —   -  P(?.,  C)      COS£ 

-f-|p(si,c)     -^'P(i,c)  -  ^  P(3,c)lc 

H-rP(3,c)-  \\\'>.,c)  -  ^'P(i,r)lcos3£ 
-i- 

4-     P(J,  ^)  -  7  P(2,  5)     sills 

rP(i,.y)    -  i'  P(i,  .v)  ^  \  P(3,5)l  sin2£ 


4 

4- 


ll(o,c)-P(o,c-)-^P(i,r), 

H(i,  c) --=  P(i,  f)  -  e  l>(o,  c)  -  ^  1»(2,  c), 

3K(3,c)=P(3,f)--P(2.f)  -  -P(4,c), 


R(,,.0:=I>(1,.^)   .-?P(2,.v), 


^•^    ^  ]    •ill(-A,.V)=:P(2,.v)--P(l,.v)      --l'(3,.?), 


W(l—  ^COS£)=r        K(o,  C)4-  (  I—  M  ll(o,  .V)SC0S£—  11(0,  c')£sin£ 


^ 


-  lI(o,  A-)£C0S2c  4-  -  n(o,c)£sin2£ 


2 


4-  K(l,C*)COS£  4-  2U(2,<;)C0S2£  -t-  311(3,  c)  cos3c  4-. . 

U(i,  5)  sine  -h  2H(2,  .v)  sin2£  4-  311(3,  .v)  sin3e  4-. . 


METHODE   DE   HANSEN.   —    INTEGRATION.  SGq 

En  portant  cette  expression  dans  la  formule  (i8),  et  tenant  compte  des  rela- 


tions 


/  £  cose  fl^£  =  £  Sin£  -l-  C0S£,  /  £  Sin£  6^£  =  —  £  C0S£  4-  sin£, 


/£C0S2£e/£  =:  ~  £  Sin2£  -h    ,   C0S2£,  /  £  sin2cC?£  = £C0S2£  -h  7  Sin2£, 

2  4  J  24 


on  trouve 


(I^i) 


n$z  =  R(o,  c)£  ■+■('""")  H(o,  s)£sin£  -\-  H(o,  c)£  cos£ 

C  € 

—    7  H(o,  5)£Sin2£  —  7  H(0,  C)£C0S2£ 

-+-[R(i,c)-    H(o,c)]sin£    -  rR(i,5)  -  (i  -  ^'^  H(o,5)l 


C0S£ 


4-    R(2,c)  -h  gH(o,c)    sin2£—    R(2,5)  -h  g  H(o, .?) 

4-    R(3,c)sin3£  —    R(3,5)cos3£ 

-h    R(4,c)sin46  —    R(/l,.?)  cos4£ 


C0S2£ 


On  calculera  v  par  la  formule  (2) 

2v=:  const—   /    -r- a£, 

qui,  en  ayant  egard  a  la  formule  (17),  donnera 

2v  =:  const.  —  eH(o,  s)e  —  H(o,  5)2  cos£  -+■  H(o,  c)e  sin£ 

[Q{hc)  4-  H(o,c)]cos£-h  [0(1,5)4-  H(o,  5)]sin£ 


/£   V  /  4-  -  0(2,  C)  C0S2£  -h  -  Q(2,5)  Sin2£ 


2  2 

I  ^  .^     .         «  I 


4-  5  0(3,  c)  cos3£  4-  5  0(3, 5)  sin  3£ 


164.  Cas  d'exception  dsins  le  calciQ  de  u.  —  On  va  fa  ire  un  calcul  sem- 
blable  pour  les  termes  qui  repondent  a  i'  =  o.  On  aura,  pour  ces  termes  (p.  338 
et35G): 

a*Z  =  (D(o,  c)  4-  C0(i,  c)cos£  4-  CD(2,c)cos2£  4-  cD(3,  c)cos3£  4-... 

4-  CD ( I,  .9)  sin£  -f-  dt)(2,  s)  sin 2 £  4-  cO(3,  5)  sin3£  4-..., 

0  =  esin£ esirnrj  4-  [  I  4-  -  e*  j  sin(Tn  —  £)  4-  -  e*sin(TO  4-£) 

e*sin2£ csin(TQ  —  2£), 

2  2 

=  Qa*Z. 


cost  de 
T.  -  IV.  47 
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On  peut  poser 

.  -J-  =T(0,  .9)  -h  T(l,  5)  COSE  -f-T('2,5)C0S2c  t- .  •  . 

cost  c/e 

—  T(i,  c)  siiic  —  T(2,  c)  sin2£  -— . . . 

-4     U(l,  .v)COS(c  —  Yj)  -h  U(2,  .V)  C0S(2£  —  Tj  )  -h  .  .  . 

('^)         \  —  L(f,  c)  sin(£  —  Ti)  —  l!('?,c)  sin(2c  —  Ti)  — . . . 

4-  V(o,  .9)  cosTi  —  V(o,  c)  sint) 

4-  V(J,  .v)  cos (£4-  r,)  -h  V(2,.V)C0S(2£  -'-n)  -^. .  . 

—  V(i,c)  sin{£  -\-r,)  —  V(2,  c)  sin (25  -hm)  4- 

On  (leduira  aiscnient  les  valeiirs  des  coefficients  T,  U  et  V  des  coefficients 

(©(/,  s);  on  trouvp,  en  particulier, 

T(o,  .0 -■- -  <C)(i,.v)— -V^f^C^v),  V(o,.v)-- (0(1, .v)-}-   ^CC^(2,5), 

7,  4  ?  4 

d'oii  resnltc  la  relation 

(  20  )  T  (O,  .V  )  r-  —  C  V  (O,  S  ) . 

En  integrant  I'expression  (fy),  il  vient 

:  rzi  —  6^  V(o,.Oe 

COS  I 

-hT(i,  s)  sin£  -J-  -  T(2,  s)  sin2£  -h  13  T(3,  s)  sin3£  4-. . . 
4-T(l,  C)C0S£  4-  -  T(2,  C)  C0S2£  4-  .^  T(3,  c)  cos3c  4-. . . 
4-  U(i,  .v)  sin(£  -  Ti)  h  -  U(2,  .9)  sin(2£  —  n)   \-  rr  LI(3,  .v)  sin(3£  --  r,)  -h.  .  . 

4-  l'(l,c)  COS(£  --  Ti)  4-  7  U(2,C)  C0S(2c  —  /i  )  f-  :t  U(3,  c)  C0S(3£  —  Tt)  -\-  .  ,  . 

2  t) 

-t-  c  V(o,  5)  COST,  —  ;V'(o,  c)sinri 

-»-  V(i, .?)  siii(£  —  y, )  4-  -  V(2,  .v)  sin(2£  4-  Ti)  4-  -^  V(3,  a*)  sin(3£4-  ri) 

2  o 

m 

4-  V(l,  C)  C0S(£  4    Ti)  -f-   -    V(2,  C)  C0S(2c  4    YJ  )  "t"  ^  V(3,  6^)  C0S(3£  4-  Ti) 

On  a  du    reste  u~  U,   d'oii 

.  r-  -- 1' V(o,  s)£  4-  IJ  (i,  c)  4-  V(o,  5)  £  cos£  —  V (o,  c)  •  sin  £ 

cost 

i-  rT(i,.v)4-  ^  L'('>.,.v)|sin£4-  rV(i,5)  4-  i  1(2,5)  4--^  t'(3,.ol  sin2£ 


[i  V(2,.v)4-  ^  T(3,.v)4    -I  U(4..olsin3£4-...4-  |t(i,c)4-  ^  U(2,c)l 


COS& 
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Si  Ton  pose 


Y(i,«)  = 


T(l,5)  +  -U(2,i), 

j5 


(*) 


Y(2,.0=    V(i,i)+^T(a,5)+^U(3,.0, 


2 


Y(3, 5)  =  i  V(2, 5)  +  .J  T(3, 0  +  7  U(4, 5), 

Ss  O  i4 


37. 


Y(i,c)  = 


T(i,c)+  -  U(2,c), 

2 


(A:') 


Y(2,C)  =  V(I,C)+   -T{2,C)+:^V(3,C), 


il  viendra  enfin 


u 


(F.) 


COS  I 


=  U(i,  c)—  e  V(o,5)£  —  V(o,  c)£sin£  ■+-  V(o,  .9)ecos£ 

H-  Y(i,.?)  sine  -h  Y(2,  5)  sin2£  -h  Y(3,  5)  sinSe 
-h  Y(i,  c)cose  4- Y(2,  c)cos2£-h  Y(3,c)cos3£ 


165.  Ensemble  des  formides.  —  Reunissons  maintenant  les  formules  (D) 
et  (D^),  (E)  et  (E,),  (F)  et  (F<);  nous  aurons  finalement 


(G) 


n 


-h  (  I e*  j  H(o,5)£sin£  4-  H(o,c) 


£COS£ 


€  € 

7  H(o,5)£  Sin2£—  7   H(o,c)£COS2£ 

4  4 

[R(i,c)  — U(o,c)-+-Ki  — eK]sin£ 


-[r(',0-(i-^^')h(o,5)4-K,] 
-h    R(2,c)  H-geH(o,c)  — ^eK,    si 


COS£ 


-rR(2,5)4-ieH(o,5)-ieK,j 

-+-  R(3,  c)sin3£  —  R(3,5)cos3£ 
■+-  R(4,  c)sin4£  — -  R(4>^)cos4£ 


Sin2£ 


C0S2£ 


-h 


-+-  llRih  /',  c)  Sin  [{i  -  «»£  -  i'(c'-cii)] 
--22R(/,i',5)cos[(i-/»£-i'(c'-c/jl)J. 
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/  2vr=      9.C'  —  eII(o,  5)6  — H(o,.?)£  cose  -hII(o,  c)csin£ 

+  [Q(',c)4-II(o,c)-K,]cos£4-[0(»,^)-^H(o,5)-K,]sin6 

-4-  -  Q(2,  C)C0S2£  -h  -  Q(2,  5)sin2£ 

(**)       <  H-iQ(3,c)cos3£  -i-iQ(3,.v)sin3£ 


u 


4-  2iS(/,  i',  c)  cos  [(/  -  i'iJ.)E  -  /'(c'~  cfx)] 
H-  2iS(/,  /',  .9)  sin  [(1  -  /»£  -  r(c'-  c|ul)]. 

-  —  U(i,c)  —  e/,  — eV(o,  ,?)£  4-  V(o,  5)£C0S£  — V(o,  c)£sin£ 


COS  I 

+  [Y(i,5)  -h  /]  sin£  -t-  [Y(i,  c)  4-  /,]  cos£ 

CK)  y  4-     Y(2,  5)  Sin2£  4-      Y(2,C)  C0S2£ 


4-  ^2Y(/,  1',  5)  sin[(£  -  /»£  -  i'(c'  -  cfx)] 

\  -4-i:2Y(/,r,c)COS[(£-   «»£~£'(C'-Cfx)]. 

Dans  ces  formules,  t'  prend  les  valeurs  -i-  i,  -h  2, . . .  .  On  a  cnfin 

(L)  .vr—-//,  /*^4-c=:c  —  esin£. 

166.  Determination  des  constantes  arbitraires.  —  Os  constantes  sont 
au  nombre  de  sept,  savoir  ; 

Nous  les  detcrminerons  par  les  conditions  W  =  o,  quel  que  soil  t  ou  yj  (voir 
le  n**  151 ),  05  —  o,  v=  o,  et  enfin  R  =  o,  quel  que  soil  r^,  Soit  £©  la  valeur  ini- 
tiale  dc  s,  determinee  par  la  relation 

£0  —  esin£o  —  c. 

En  reunissant  les  expressions  (A)  et  (i5)  deW,  et  exprimantque  leur  sommo 
est  nuUe,  quel  que  sojt  yj,  on  trouverait  des  relations  propres  a  determiner  les 
constantes  dont  il  s'agit;  mais  il  vaut  mieux  proceder  comme  Hansen  le  fait, 
car  les  calculs  sont  plus  rapides. 

Nous  supposons  que  les  elements  a,  e,  cr  et  c  sont  osculateurs  a  Tepoque  /  =  o. 

On  a  vu  (p.  333)  qu'en  partant  de  la  definition  de  W,  on  doit  avoir  W  =  o, 
pour/  =  o,  quel  que  soit  t.  En  reunissant  les  expressions  (A)  (p.  358)  et  (r5) 
(p.  36G)  de  W,  on  a  une  expression  de  W,  qui  est  de  la  forme 

W=:  =,1.  4-  ift)COSYj  4-Gsinri, 
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oil  J{o,  ift,  et  a  sont  des  fonctions  de  e;  soient  ^\oo,  111,0  et  8©  leurs  valeurs  pour 
/  =  o,  oil  £  =  £0,  £0  etant  defini  par  la  relation 


on  devra  avoir 


£0  —  esin£o  =  c, 


-.1)0  ^-  iil>o  COSY)  4-  3o  sinrj  =  o, 


quel  que  soil  t,  ou  quel  que  soil  yj.  II  en  resulte  les  conditions 


(21) 


loo  =:  o ,  lll>o  =  O , 


^0 


O. 


La  premiere  de  ces  conditions  donne  la  relation 


/  e  I 

0=:K^-  -  H(o,  5)£o  -+-  F(l,  C)  COS£o  +  -  F(2,C)  COS2£o  4-. . . 


9. 


2 


-h  F(  I,  s)  sin£o  H —  F(2,  s)  sin2£o  -+- . 


(«) 


9. 


5!  5!  ^-''"'jP  sin[(« -»»£,-«•' (c'-c^)] 


^d^    i 


-i> 


la  seule  constante  K,  qui  figure  dans  cette  relation,  se  trouve  done  determinee 
Les  deux  autres  formules  (21)  donnent  de  meme 

/  o  =  K,-4-H(o,  5)£o-h  [G(i,c)  4- H(i,c)]cos£oH-   [G(i,5)-hH(i,5)]sin    £© 

-  [G  (2,c)  f-  H (2,c)]  cos 2  £oH-  -  [ G  (2, 5 )  4-  H (2, 5)]  sin 2 60 


(|3) 


+ 


22 
22 


"'''•'''•,w?'''''-'°'t''-'>)'--'''^'-°'')l; 


o  — Kj— H(o,c)£o-f-    [G(i,c)  — H(i,c)]sin  £0—    [G(i,5)  — H(i,5)]cos  £© 

-  [G(2,C)  — H(2,c)]sin2£o [G(2,5)— H(2,5)]cOS2£o 


()■) 


-22 
-22 


G(i,  l',c)  — H(l,l',c)     .     r/-        •/    X  v/    /  M 

^_^7        ^sin[(£-i»£o— «'(c'-cfx)] 

/_^v  — 'cos[(£-iV)£-^'(c'-efx)]. 


Les  equations  (P)  et  (y)  donneront  separement  lesconstantes  K^  et  K^. 
Pour  ^  =  o,  nz  -\-c  doit  coincider  avec  nt  -+-  c;  done  alors,  5  =  /,  et  la  for- 
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mule  (G)  (p.  .^71)  donncra 

((5)  o  —  C  -h    U(o,  ^)  -hK cKj    £0  -»-  — 

el  cctte  relation  determine  la  constanle  C,  puisque  K,  K,  et  Ko  sont  maintcnant 
connus. 

On  doit  avoir  aussi  v  =  o,  pour  /  =  o;  Tequalion  (II)  donnera  done 

(c)  O  —    ?.C'—  6?II(o,  .v)£o  -f-  .  .  .  , 

ec  qui  deterininera  C 

En  reunissant  maintenant  les  expressions  de  R,  donnees  aux  pages  3G2  et  Syo, 

on  Irouve  que :  est  de  la  forme 

^      cos/ 

:    -  nV  -h  iil>'cosTQ  -h  3'sinY). 

COSi 

On  a  vu  d'ailleurs  (p.  3'3j)  que  la  fonclion  U  doit  s'annuler  pour  /  =  o,  quel 

que  soitT;  si  done,  on  dcsigne  par  .,\,  iH^  et  cj,  les  valeurs  de  .t,  Db,  3  pour 

i  —  Iq,  on  devra  avoir 

•^i  -»-  ^^K  eosTi  -f-  Z'q  siiiY)  —  o, 

quel  que  soit  yj;  il  en  resulte,  en  particulier, 

i)l>^=o        et        s;  — o, 

et  ces  deux  relations  donnent 

,^  0:= /, -h£oV(o,.?) -t-    [U(i,,9)  -h  V(i,5)]sin    £o-f-    [l)(i,c) -f- V(i,c)]  cos   £© 

-h-[U(2,5)  4-V(2,.9)]  sin2£o  H-  -[U(2,c)  -1- V  (2,  c)]  COS  2£o 

(■n)     i  "^ "^ 

-t-2^2i T^rir- ^siii[(/  ^i'ix)s,-i'(c'-c-n)] 


2^2i 7--7a -COs[(/-/'/^)£o-i'(c'-Cfx)]; 


/  0=1 /  — £oV(o,c)-i-    [U(i,c)  —  V(i,c)]sin    £o—     [U(i,  .v)  —  V(i,.?)]cos   £o 

-h  -[t)(2,c)— V(2,c)]sin2£o--  -[U(2,.9)  --  V(2,.9)lC0S2£y 


-h  2^2^ -.  --  .,- sin [(i-iix)£,-~i  (c'~  Cfx)] 

-  2d2d r^W>a cos[{i-i'iJ.)£o  —  i'{c'—ciJ.)]; 

on  detcrminera  ainsi  separement  les  constantes  /et  /<. 
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II  serait  facile  do  passer  des  formules  (x)  . . .  (^)  a  celles  que  donne  Hansen, 
et  qui  ont  un  aspect  different. 

167.  Nous  aurions  a  parler  d'autres  Memoires  de  Hansen,  mais  ce  serait  sor- 
tir  du  cadre  de  eel  Ouvrage.  Bornons-nous  a  citer  : 

Le  Memoire  sur  les  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  que  nous  avons 
mentionne  deja,  page  3i5;  il  est  tres  interessanl  et  presenfe  un  caractere  d'ele- 
gance  qui  ne  se  retrouve  pas  toujours  dans  les  ccrits  de  Hansen. 

Le  Memoire  intitule  :  Ermillelung  der  ahsolulen  Slorungen  in  Ellipsen  von 
beliebiger  Excentricitdl  and  Neigung,  Erster  Tlieil,  Gotha,  i8/j3,  dont  une  tra- 
duction francaise  par  Mauvais  a  paru  en  184 5.  L'auteur  s'est  propose  de  donner 
une  methode  pour  le  calcul  des  perturbations  des  cometes  periodiques.  Les  ar- 
guments des  formules  sont  des  multiples  de  Tanomalie  excentrique  de  la  pla- 
nete  troublceet  de  Tanomaliemoyennede  I'autre;  les  coefficients  sont  purement 
numeriques.  On  applique  la  methode  au  calcul  des  perturbations  de  la  comete 
d'Encke  par  Saturne;  la  convergence  obtenue  est  suffisante  parce  que  le  rapport 

-,  est  assez  petit.  En  somme,  c'est  la  methode  exposee  dans  les  trois  derniers 

Chapitres,  qui  repose  principalement  sur  la  consideration  des  fonctions  T  et  U. 
Pour  les  perturbations  de  la  comete  par  Jupiter,  le  procede  serait  extremement 
laborieux,  sinon  impossible;  du  reste,  la  seconde  Partie  du  Memoire  n'a  jamais 
paru. 

Enfin,  le  lecteur  pourra  consulter,  dans  les  Astronomische  Nachrichten, 
n*"*  166-168  (1829),  le  premier  Memoire  de  Hansen  :  Disquisitiones circa  theoriam 
perlurbationum qucnmolum corporum cxBlesiium ajjiciunt;  il  y  trouvera  les  premiers 
rudiments  des  Methodes  que  Hansen  a  appliquees  durant  toute  sa  carriere  a  la 
Lune,  aux  petites  planetes  et  aux  cometes;  tout  y  decoule  d'un  meme  principe. 

Le  Tome  IV  des  Astronomical  Papers  de  Washington  est  consacre  entierement 
a  la  theorie  des  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne;  Tauteur,  M.  Hill,  astro- 
nome  du  plus  grand  merite,  dont  nous  avons  retrace  les  recherches  sur  la  theorie 
de  la  Lune,  a  applique  pas  a  pas  au  cas  actuel  la  methode  de  Hansen  pour  les 
perturbations  des  petites  planetes,  en  ayant  egard  aux  termes  du  deuxieme  et  du 
troisieme  ordre  par  rapport  aux  masses;  le  succes  a  couronne  ses  efforts.  Pour 
en  parler  utilement,  il  nous  aurait  done  fallu  ajouter  a  ce  que  nous  avons  dit  de 
la  methode  de  Hansen  tout  ce  qui  concerne  le  calcul  des  inegalites  qui  sont  du 
second  ou  du  troisieme  ordre  par  rapport  aux  masses;  nous  ne  Tavons  pas  fait 
de  peur  d'allonger  demesurement  ce  Volume. 
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METHODE  I)E  GYLDEN   POLK  LES  PERTURBATIONS  DES  PETITES  PLANfeTES 


168.  M.  Gylden,  reminent  directcur  de  robsorvaloire  de  Stockholm,  a elabore, 
depuis  quinzc  ou  vingt  ans,  une  mcthode  nouvelle  pour  calculer  les  perturbations 
des  petites  planetes.  II  a  ele  suivi  par  de  nombreux  eleves  parmi  lesquels  nous 
citcrons  :  MiM.  Baeklund,  Harzer,  Bohlin,  Charlier,  Masai,  Brendel,  Max  Wolf, 
Olsson,  etc.  II  serait  impossible  de  rendre  compte  de  tous  ces  travaux  dans 
I'espace,  forcement  liraite,  que  nous  pouvons  leur  consacrer  ici,  et  nous  dcvons 
nous  borner  a  donncr  une  idee  des  choses  les  plus  importantes. 

II  convient  toutefois  de  dire  des  h  present  que  les  mcthodes  de  M.  Gylden  ont 
pour  but  d'empecber  le  temps  de  sortir  jamais  des  signes  sin  et  cos,  comme 
cela  arrive  dans  les  metbodes  de  Le  Verrier  et  de  Hansen,  et  elles  donnent  le 
moyen  d'obtenir  cc  resultat  qui  avail  etc  atteint  dans  un  cas  special,  la  Theorie 
de  la  Luney  par  Delaunay.  On  sait  maintenant  le  demontrer  par  d'autres  voles 
dans  le  cas  des  planetes,  comme  on  le  verra  dans  le  CbapitreXXVI  dece  volume. 

En  outre,  M.  Gylden  prend  pour  variable  independante  non  plus  le  temps,  mais 
la  longitude  vraie  comme  I'avaient  fait  Clairaut  et  d'Alembert,  et  plus  tard  La- 
place et  Damoiseau,  dans  la  Theorie  de  la  Lime. 

Dans  le  cas  de  la  Lune,  Texpression  du  developpement  de  la  function  pertur- 
batrice  est  assez  simple,  relativement  a  la  longitude  vraie  de  la  Lune,  parce  que 
les  arguments  qui  conliennent  des  multiples  eleves  de  cette  longitude  sonl 
alfectes  de  coefficients  tres  petits;  cela  tient  a  ce  que  la  distance  de  la  Lune  a  la 
Terre  est  petite  par  rapport  a  la  distance  de  la  Lune  a  I'aslre  perturbateur,  le 
Soleil.  Quand  il  s'agit  d'une  petite  planete,  la  planete  perturbatrice  principale 

est  Jupiter,  et  le  rapport  —  qui,  dans  le  cas  de  la  Lune,  etait  voisin  de  7 — >  est 

ici  compris  entre  0,4  et  0,8.  Neanmoins,  le  developpement  est  plus  simple  que 
quand  on  emploie  la  longitude  moyenne  au  lieu  de  la  longitude  vraie. 

M.  Gylden  et  ses  nombreux  eleves  se  sont  preoccupcs  surtout  de  determiner 
les  orbites  absolues  des  asteroides;  ce  sont  des  orbites  dans  lesquelles  on  a  tenu 
compte  des  termes  seculaires  et  des  termes  a  longues  periodes,  de  sorte  que,  si 
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elles  sont  determinees  avec  precision,  on  pourra  s'en  servir  pendant  tres  long- 
temps  pour  calculer  les  positions  de  la  planete,  qui  no  s'en  ecarteraient  que  de 
petites  quantites  periodiques.  Ce  serait  un  point  d'une  grande  importance,  car 
le  nombre  toujours  croissant  des  decouvertes  d'asteroides  empeche  de  consacrer 
a  chacun  d'eux  une  theorie  complete. 

Remarquons  encore  que  la  condition  que  Ton  s'impose,  de  ne  jamais  faire 
sortir  le  temps  des  signes  sin  et  cos,  implique  que  les  perturbations  seculaires 
des  elements  de  Jupiter  doivent  etre  representees,  non  plus  par  des  developpe- 
ments  de  la  forme 

ao  -h  fli  ^  -h  aj  ^*  -4- . . . 

rapidement  convergents  pour  un  assez  grand  nombre  de  siecles,  mais  par  un 
ensemble  de  termes  periodiques  tel  que 

cet  ensemble  resulte,  comme  on  Ta  vu,  Tome  I,  ChapitreXXVI,  de  Tintegration 
rigoureuse  des  equations  differentiellesdont  dependent  les  elements  des  grosses 
planetes,  en  ne  considerant  que  les  termes  seculaires  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  excentricites  et  aux  inclinaisons;  les  periodes  —  >  — ,  •  •  des  divers 
termes  sont  d'ailleurs  extremement  longues,  au  moins  5oooo  ans. 

169.  Formation  des  Equations  diffSrentielles.  —  Soient 

.r,  J,  z  les  coordonnees  rectangulaires  heliocentriques  de  Tasteroide,  rapporlees 

a  trois  axes  fixes; 
Q  la  fonction  perturbatrice ; 
m'  la  masse  de  Jupiter  rapportee  a  celle  du  Soleil; 
k  la  constante  de  Gauss. 

On  a,  comme  on  sait,  les  equations 

Soient  a?,  et  y,  les  coordonnees  de  la  petite  planete  rapportees  a  des  axes 
mobiles  situes  dans  le  plan  variable  de  Torbite,  a  la  faQon  de  Hansen. 
T.  -  IV.  48 
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On  a  (t.  I,  p.  4(>5) 

j:' J  —  /•  cos  r,        /i  11:  r  sin  v ; 

i^  est  la  longitude  de  la  planete,  comptee  dans  Torbite  mobile,  a  partir  d'un 

point  convenable  de  cctte  orbite.  On  en  conclut  aisement,  en  tenant  compte  de 

la  relation 

Oil  d^  dil 

dr  Oxt       ^    dyx 

et  de  calculs  deja  faits  (loc.  cit.). 


(4) 

On  a  ensuile 


dt^  dt^        /•*  Or 


dr-  ^-^ 
^    '  dt  ()r 

Rcvenons  a  Tequation  (2),  et  posons 

(6)  z^rti; 

I^  sera  le  sinus  de  la  latitude  de  la  planete  au-dessus  du  plan  tixe  des  x,  y.  On 
deduit  des  equations  (2)  et  (^) 

d'X,  dr  dl       ^d*r       A-*C       ,,     ,0^ 

dt-  dt  dt       ^  dl'         r«  Oz'  , 

d'oii,  en  remplaQant  -^  par  sa  valeur  (/|), 

^'^^  dt-  '^^  dt-'^  r  ~dt  dt  "     r     \dz       ^  dr) ' 

Les  equations  a  retenir  sont  (4)>  (5)  et  (7). 

170.  Transformation  des  Equations  diffSrentielles.  —  On  introduit  eomnie 
variable  independantc  {^  au  lieu  de  /,  en  posant 


(B)  ^^37  = 


J  dv k\^a(i  —  Yj*) 


dt~         I  4-  S 
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a  est  une  constante,  y)  et  S  sont  des  fonctions  inconriues  de  i^  qui  se  reduisent 
dans  le  mouvement  elliptique,  la  premiere  a  Texcentricite  e,  la  seconde  a  zero; 
Y]  sera  cense  contenir  les  inegalites  seculaires  de  rexcentricite,  mais  mises  sous 
la  forme  de  termes  a  tres  longues  periodes.  On  trouve  immediatement,  en  tenant 
compte  de  Tequation  (8), 

dr  ___  V^a(i  —  TO*)      r 

dt  ~  I  -h  S        dv\ 


dK_  sja(i-n^)    I    ^C. 

dt—  14-S        r^  dv' 


puis,  en  faisant  D^  =  ^> 


d^r k^a\J\  —  TO*  ^    (  \/\  —  f\' 


dt"  ~        /•«      i-hS       *^  \    i-hS     c?( 


d^K  _       A* 

dt^  ~~        r 


2      ,_,_S    ^'\r^     I-4-S    dvj' 


Les  equations  (4),  (B),  (2)  et  (5)  deviennent 


dt        .       » +  S 


-r-  =/•« 


dv  ksja{i  —  Y)*)' 


rfi 


>J^  —  '^^T^    ( }__yj^  —  f\^  d^\  1  — m'  2    I  —  Yi*        rdZ_m'rfdSl 

i-hS       •^  V/^     1-4-S    577  "^  ^  r'(i-hS)*  ""  7-  (14-S) 


^d^  _mrr  /dQ  __     dl2\ 
*   e/i'   e/i'  ~    a     \c^3  drj 


r'(n-S)        \   i  +  S  /  f^t' 


ou  bien,  en  developpant  les  calculs, 


(«) 


rfi 


r        I  j       v^i  —  T)'      r  d   \/i  —  n*        I  ,  r*  <?Q 

(I  +  S)»  ViR-*  "*■  r/  r+"S"  "57  5(5     n-S    "^  a  ~"  "*   a   <>/• ' 
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On  pose  encore,  en  designant  parp  une  nouvelle  fonction  inconnue  de  r, 

(9)  r=^^'--^, 

et  Tequation  (a)  devient 

{i-^Sy  Idi^^      ^        ^  i—n*  di^  ds^       I  —  -0*  di>*  (i  —  ri*)^\di^J] 

1    r    I     dp      i-hp    dnn  r  I  — Yi»  ds    i_ _i dnn  __   ,  , ^ 

En  posant 

(7/*  flr  ( I  —  Yi* )  ar 

on  trouve  sans  peine 

^P+p  =  aS-P•-J(^-^$!--^^)  +  S'-(2S  +  S»)P 
^it'*       ^  dv\2  1  —  n^  ds^        I  -f-  S  c^ry 

(A)    < 

^  _  r i_  d^    3 ^i f^y_  j_  ^  _j ^1 . 

^     '  dv^  '       dv  n{\  —  n')\dz  or  J 

On  a  maintenant 

^__  I xx' -^  yy' -^  zz' 

d'oii 

^^        ( ,.t ^_  r'l _  2 rr' cos H)*        '*' 

en  representant  par  H  Tangle  forme  par  les  rayons  menes  dii  Soleil  a  la  planete 
et  a  Jupiter.  On  a  ensuite 

zz=zr^        el  de  m6me        5';=/'C'; 

done  I'equation  (D)  pent  s'ecrire 


^         L(^  -+-''*  — 2 /-/'cos  11)*  J 


'-^P     (/•«-+-/•'«— 2 rr' cos H)*  '  "^ 
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On  peut  obtenir  aisement  une  autre  forme  de  cette  equation,  employee  par 
M.  Brendel.  On  a,  en  effet, 


dz 

a 

dr 


A' 


I        rcosH 
A"" 


t-'t 


r'cosH  — r       cosH 


.1% 


d^ 


c^cos 


H~"'*'   VA'       '•"/ 


d'oii 


-T K  ;r-  —  r' (C'—CcosH)    -r- j^     =(C  —  CcosH)  -  -r- u 

az  or  \0i,^       r^J  rc/cosH 


On  trouve  ainsi  Tequation 


(D,) 


dif\i  -hb  di^         1   I  —  n*    d^  J        ^  ' 


Z  iz:  m' 


••2 


«(i--n*) 


(C'-CcosH) 


<^£2 


e/cosH 


171.  DSveloppement  de  la  fonction  perturbatrice .  —  On  a 


fti= 


.  -  —    r%  cosH, 

V r* -f-  /'^  —  2 r/'  cos H        '* 


a  /a'  I  a'r         „\ 

\     \/'-7rCosH+^  y 


Posons 


(lO 


a 


fir  /'* 


==  Co-i-  2C,  ^   -  COsH  4-2  Ci(-:)     (-)    COS2H 


et  nous  aurons 


aQ.^''^,^,^'x(^j^^^ 


ou,  plus  simplement, 


«  =   90 


(12) 


aft=: 


pC,-H3 


2c-(?;r(;)"-"H, 

n  =  l 
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en  convenant  de  remplacer  C,  par  C, a'.  On  conclut  de  la  relation  (i  i). 


I      /*'  <*os/in 


TT 


■L_-^.n..j.'^(l)"c. 


ou  bien  se  reportant  au  Tome  I,  p.  27/1, 


I     /^"        siii«''U  „,        I    _ 


\/'-^sir.'H 
J^    ^li-.a}^\\\n\\  i-a*sin«HL        \«/\'/.li 

On  pent  developper  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  la  petite 
quanlite  i  —  (- j   (^j  qui  est  de  Tordre  des  excentricites,  etl'on  trouve 

7rC„  ^     r'^         sin»MI         ^„       i  ^J.      /'*V/«'\n     /*''       sin'"+«n       ^^^ 


^«-i-i 


/       (i  —  a*  SHi-H)*  ^  ,  >^n       (1  -a*sin'H)* 


^  ,'a      (i  —  a*sin*il)* 

On  est  conduit  a  poser 

1      Z*^  sill*"  II 

(■3)  P^.V.-i    /  ----" -,,4.l'/H; 

^''o      (1  — ««sin»H)   '  ■ 
il  en  resultc 

-^-'^■•■■[.-(^)-(?;)'i'-.... 

Soil  pose  encore 
et  il  viendra 

,,     /-'."-.■■[-ay(p)*]-K'  a)'(0T 

-''■■■[-©'(p)T- 

D'apres  les  formules  (i3)  et  (i4)»  Y*'^^^  ""^  fonction  de  a  dontil  est  facile 
d'obtenir  le  developpement  en  serie.  La  relation  (i3)  donne,  en  effet, 
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et  il  en  resulte  (voir  t,  I,  p.  274) 


^^'^^-         2.4    ..2^1         L 


• 


I  -h  U  -f-  - 


I  \  2  /^  -+- 1   a- 


2/2/2-4-2     I 


/,  I    'V,  I   3\(2/i  +  i)(2/i  +  3)  ^^       1 

\  2/\  2/   (2/1  4-  2)(2/l4-4)    '.2  '-y 


__    I. 3.  ..(2^-1)    I. 3...  (2/1-1-2.^-1)  ^,^„^, 
'*  2.  4...  2  5  2.4.  .  .  (2/2  -h  25) 

-H  25  4-  I    oC' 
X   I  1-f- 


-f-  25  4-2    I 


/  '\    /  3\  (2/1-4-  25  -h  0(2/2  4-  25  4-3)    «*  1 

4-5  4--      (  ^  -+-  -    7 B Tx h  .  .  .      . 

\  2/\  2/(2/l4-25-|-2)(2/l4-254-4)l»2  J 

On  pent  ecrire  aussi,  en  introduisant  la  serie  hypergeometrique, 

-.,    ,  1.3.  .  .(2/1  —  l)  1,  /  1  I  ,\ 

'  2.4'--25  2.4.  ..  (2/2  4- 25)  \  2  2  / 

et,  par  suite,  en  faisant  usage  du  symbole  A'  {voir  t.  Ill,  p.  382,  et  Annates  de 
V Ohservaloire ,  t.  XXI,  p.  B.23), 

de  sorte  que  les  fonctions  ^^"^  et  y^''^  s'expriment  (*)  par  les  transcendantes  de 
Laplace.  On  a,  par  exemple, 

5=1,       2a«py»^  =:  Ac^")  .-^c^")  —  ac(«-»), 

5  =  2,       2a"  P'j'*'  =  A'e^")  =  e^'»)  —  2ae('»-»)  4-  a*ef'*-'). 


II  s'ensuit  qu'on  a  aussi 


/-^ A*  COS 2 ^^^J/  _    ^    /^7c  sin'^^j^g/^ 

/o      (i  —  2acos4'-f- «*)   *  .^      V  (i— a*sin* 


Remarquons  encore  que  Ton  deduit  de  la  formule  (i3) 


dix^    ~  1^^      '  Xda^Y  "2  3*^*      ' 


( 1)  Je  dois  celte  repr^senlation  simple  ^  M.  Radau. 
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II  en  resulto 


,/«j  —  ^n  M  «(/»'  .,v/»-  _  .  ^ .lliL.  ,  .,1/1'  ~   r _.[l.L 


On  a,  d'ailleurs, 


et,  par  suite, 


'^'    ~~     I      "r/3c"«''  *''*    "■    1.2    (c^a*)*' 


««     ~      P»     ' 


.  <  •  • 


On  trouvc  aisement 

7.  r     r///^"^  1         I  or 

2-//"=:  ?    a  --^ «6t")     — -a«Ac''*-*^»^=::=  --  I c^^-^^^  —  ac'")], 

'  2  L      aa  J       2  2   *■  •* 

'  2.4.6  dx^  dyr  dot. 


J        2 .  .|  .  o 


Nous  aurons  ensuite  a  appliquer  la  formule  (12),  en  y  supposant 


(16) 


\J;| f^  /    \  '  ''        (   i  •     •  » 

>.  -I 


9  (p 


Nous  poserons 


(I'oii 


rz~a J  r  -  a' ,  , 

I  4-  p  I  4-  p' 


'.=.-GT^^y(^?) 


Le  coefficient  dc  cos/iH  dans  Texpression  (12),  savoir 


<--(jir"iir----mr{T4y 


pourra  etrc  dcveloppe  facilemont  en  seric  suivant  Ics  puissances  de  p,  p',  yj'  et 
Y)'^.  Nous  le  repi'csenterons  par 

ai(-l)>'ii(/l,.s.^')v.v•p^o"'n'•'T/"■,• 
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nous  aurons  ainsi 

/       £i(w,o,o)o,o       -+-i2(w,  i,o)o.«p      +i2(/i,o,  i)o,op' 
-i-12(/i,2,o)o,op'   -^^(nyi,j)o,op?'   -i-ft(/i, 0,2)0.0?'* 

—  i2(/i,o,o),,oyi*  4-ft(/i,o,o)o,iyi'* 

(18)    aQ=z2C0S/iH;  ■^^('^'^'^^^'^P'  +a(/i,2,i)o,opV' 

4- i2(/i,  I,  2)o,opp''  +  Q(n,  o,  3)o,oP" 

—  ft(/i,  i,o)i,opYl'  +-ii(w,  i,o)o,,pin'* 

—  £2(w,  o,  i),.op'*0*-hii(/i,  o,  Ocip'm'* 


Le  coefficient  2  devra  etre  renaplace  par  1,  pour  n  =  o.  Nous  nous  bomerons 
a  chercher  les  premieres  valeurs  0(«,  o,  o)o,o»  fl!(/i,  i ,  o)^,^^  P»  •  •  •  5  P^ur  y  arri- 
ver,  nous  formerons  d'abord  Texpression  de  X, 

Xi=:  I  —  (1  -h  2Yl'*  — 2yi'-i-.  ..)(H-2p'—  2p-|-...), 
X:=:  2p  —  2p'4-  2Y)=  — 2Y)'*4-.  .  .  ; 

a  cc  degre  d'approximation,  on  devra  remplacer  X',  X*,  . . .  par  o.  La  formule 
(16)  donnera 

on  aura  ensuite 

=  [yT  -^  (2p'  —  2p  4-  2Y)'*  —  2Y)')/i''']  [l  -h(n-h  Op'—  /ip  H-  (/H-  l)  Yl'*—  /ir)'] 
—  yiT't'  4-  (/i  -+-  op'  —  Wp  4-  (/I  -h  O^n"  —  /Itq']  H-(2p'  —  2p  4-  2yj'«—  2yj*)/,'*^ 

On  en  conclut 


1   » 


ft(«,o,o),.,=      -/tyV'-t-ay*"', 


a(«,o,o)..,  =  («  +  i)yi,»'4-ay',% 

Gherclions  encore,  pour  bien  expliquer  la  marche  des  calculs,  la  valeur  de 
Q(n,  3,  o)o,o.  Nous  avons  v  =  v'  =  o,  *  =  3,  5'  =  o;  nous  pourrons  prendre 

X»  =  4p*  — i2p'  +  . . .,        X»  =  8p*  +  ... 
T.  -  IV.  49 
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et 

—  fi      .,n       ^^i!L±llni       n(n-hi){n-\-2)    ;\ 
_|^i-,,p-t-        ^^       p ^-^-3 p'J 

x[7V''-(2p-3p'-i-4p^)/;'4-(4p*-i2p')/;-8p»y',''^]. 

Ell  cherchant  dans  ce  produit  le  coefficient  de  p^  on  trouvc  aisement 

(Kbir,  pour  le  calcul  des  autres  coefficients,   la  page  29  du  Memoire  do 
M.  Harzer.) 

172.  DSveloppement  de  P  et  de  Q.  —  On  a 

P  —  m'  /'*  -T-  >  r  =a > 

Or  I  -h  p 

^— _    ('  +  P)'    ^ 
c^/'  rt(i  —  ri*)  c^p  ' 

d'oii 

et,  en  se  reportant  a  la  formule  (17), 

— ,  =:  — 2(1  -Yi*)2;5(--i)^^(/?,5,5')v.v'p'-'p'*'-n*^-n'»^'cos/iH. 

Si  done  on  pose 

('My)  —  =:2li(— l)M>(/?,5,5')v,v'p'p'''-n*Vi'^>'C0S/lH, 

on  aura,  par  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  P,  et  en  changeant  dans  la 
premiere,  d'abord  5  en  5  -h  i ,  puis  v  en  v  —  1 , 

(2l)  P(W,  5,  5')v.v'  =  —  (5  -h  l)  i2(/^,  5  -h  1,  S')v,v'  -+-  ^{fif  S  -h  I,  5')v_,,v. 

On  a  ensuite 

m'       a(i  —  TO*;   c^t'  ~  (n-p)*    dv' 
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On  pose 

En  comparant  ces  deux  expressions  de  Q,  apres  avoir  developpe  dans  la  pre- 
miere (1  -f-  p)"^  suivant  les  puissances  de  p,  on  trouve 

(20)    j 

f  -+-  ^(/l,  5,  5')v_i,v'  — 2£i(/l,  5—  I,5')v_|,v'-H3£i(w,  .V — 2,  5')v-j,v'  — •••. 

II  ne  faut  prendre,  dans  le  second  membre,  que  les  termes  pour  lesquels  les 
indices  5  et  v  sont  positifs.  Nous  supposerons,  pour  simplifier,  les  inclinaisons 
nuHes;  nous  aurons  alors 

H  =  t'  — f';  ; ~  —  n^xwniy  —  v^\, 

ov 

et  les  formules  (20)  et  (22)  deviendront 

{  P  —  27w'2(— i)^       P(«,5,5')v,v'p'p'''-n»^n'*^'cos/i(i'  — ^')» 
(  Q3:i2m'li(— i)^-^'/iQ(w,5,5')v,vp'p'''Yi«^n'*^'sin/i(f'— /). 

Les  coefficients  qui  figurent  dans  ces  formules  s'expriment  simplement,  par 
les  formules  (21)  et  (23),  a  Taide  des  coefficients  analogues  dans  le  developpe- 
ment  de  (2. 

Pour  voir  comment  on  tient  compte  des  inclinaisons,  nous  renvoyons  le  lee- 
teur  a  un  Memoire  etendu  de  M.  Olsson,  Ueberdie  absolute  Bahn  des  Planeten 
(I'i)  Egerie,  Stockholm,  1893. 

173.  Temps  rSduit.  —  II  s'agit  de  voir  comment  on  exprimera  t  en  fonction 
de  i^.  Reprenons  la  formule  (6),  et  posons-y 

A- 

(25)  — r=n; 

n  sera  une  constante  absolue,  et  il  viendra 

(26)  — T—     = TT-Cl-hO). 

Soil  (p)  la  partie  de  p  qui  ne  contient  pas  le  facteur  m'  et  est  de  I'ordre  de 
Texcentricite.  On  a 

(p)zz:YlC0S(i'  — GJ); 

mais,  a  Texemple  de  Clairaut  et  de  Laplace  dans  le  cas  de  la  Lune,  M.  Gylden 
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introduit  des  maintenant  le  mouvement  moyen  dii  perihelie,  lequel  est  de  la 
forme  cw/,  et  nous  le  supposerons  represente  par  <;(';  la  longitude  du  perihelie 
sera  done  egale  a  cj  -f-  ^^,  et  nous  aurons 

(27)  (p)  =  ri  cos{i^  —  gi>  —  m); 

le  coefficient  <;  est  extremement  petit;  (p)  estce  que  M.  Gylden  appelle  lapariie 
^temenlaire  de  p;  y]  et  cj  contiendront  le  reste  des  inegalites  seculaires  mises 
sous  la  forme  de  termes  a  tres  longues  periodes;  on  pose  ensuite 

(28)  p=:(p)-f-R, 

et  R  sera  de  Tordre  de  m\  Laformule  (2G)  donnera 

ndt  ,,f  iH-S 


di^  '      i-i-(p)-hK]* 

On  pose 

(29)  nL^nX,-\-Vs\ 

X^  etant  determine  par  Tequation 


On  trouve  ensuite 


_R_-|- 

'  +  (P)J 


'^rr^J     (i  +  S)-i    ; 


ou  bien,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  R, 


dv 


_(,-^r^»rr        2R  3R'  .s-.-^^-4-      1 

-[i4-(p)pL      'H-(p)^[i  +  (p)?      •••^''       '-+-(P)  J 


On  pent  ensuite  developper  suivant  les  puissances  de  (p)  et  de  yj',  ce  qui 
donne 

^Jl  =S-2R-h3R«-2RS-4-3Y)*R--yi'S 
ac  2 

(p)  (6R  —  2S -h  6RS) -H  (p)' (3S  —  12R) -h . . . . 


On  pent  remplacer(p)  par  sa  valeur(27)  et  (p)^par 


hm     -  to' cos (  2  t'  —  2Si»—  2G5). 
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On  trouvc  finalement 
dW 

=  S-2R4-3R»-  2RS  4-  (6R  -  aS  H-  6RS)r)  cosCi'  -gv-xn) 


(3i) 


—  3yj*R  -h  (^  S  —  6r]  yi'  cos( 


2i^  —  2q{f  —  2GJ). 


11  nous  faut  revenir  maintenant  au  calcul  de  ^  par  Tequation  (3o);  cette 
quantite  ^  est  ce  que  Ton  nomme  le  temps  reduil.  On  comprend  le  sens  de 
cette  denomination  quand  on  se  reporte  a  la  formule  (29);  ^  est,  en  effet,  la 

partie  principale  de  /,  et  —  en  est  le  complement.  Les  formules  (27)  et  (3o) 
donnent 

(32)  dt:=z- ^'7^'^' ^e/i^. 

[14- Y)  C0S(  f  —  St' —  CJ)]' 

Or,  on  a  [t.  I,  p.  224,  formule  (D)] 

1  

(1  —  TQ*)*  ,  ,  ,   i-+-2v/i-  ri* 

[iH-YlCOSCt'  — Sf'  — lij)]«  '  (,4.y/,_^i)«  ^  ^ 


ou  bien 


—  2Yl' ■  .,  C0S3(f  —  Si'— CJ)  -h  .  .  .  , 

(iH-V/i  — YIV 


f  ^  00 


(33)  ^  ~  '  "^  S  'B/C0si(t'— s^— w). 

On  aura,  comme  on  voit, 


-J  2       .      I4-4V^I— Yl» 

d'oii  Ton  tire  aisement 

Bi=  — an,         B,=  7*)'+ 5  Yi*H-...,         B,  =  — -  y)'— 5  n»  — . . . , 

(34)     {  ^  ^  ^  ^ 

5  3 

B4  ^=  2~  ''i*  ■+■••• »  Bs  =  —  7—  Y)''  4- 

02  40 

En  integrant  Tequation  (33),  et  considerant  y]  et  cj  comme  des  constantes, 
il  vient 

C  =  t^4 — ;^j- 2B/ Bin /(^—s^  —  cy) -h  const. 
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On  aura  done,  en  designant  par  A  une  constante  arbitraire  et  se  reportant  a  la 
formule  (29), 

(35)  /i^  -h  A  —  t'  H —  lBiS\ni(i>  —  qi^  —  rs)  -h  W, 

I  — g 

on  aurait  de  meme,  pour  Jupiter, 

(36)  n' t  -h  \'  =  v'  -\-  —^,  lBifiini(i>' --g' v' --  w')  -hW', 

oil  cV  designc  le  mouvement  moyen  du  perihelie  de  Jupiter;  les  coefficients 
B^  sont  definis  par  des  equations  que  Ton  deduit  de  (34),  en  y  remplacant 
Y]  par  Y]'. 

II  y  a  lieu  de  completer  des  a  present  les  formules  prccedentes;  nous  avons 
suppose  Y]  et  cj  constants  dans  I'integration  de  I'equation  (33);  mais  M.  Gylden 
trouve  plus  avantageux  d'affecter  y]  et  cr  de  leurs  inegalites  a  tres  longues  pe- 
riodes,  de  maniere  que  R  se  compose  autant  que  possible  de  termes  a  courtes 
periodes.  11  nous  fautdonctenir  compte  de  la  variabilile  de  y]  et  de  cj;revenons  a 
['equation  (33),  en  ne  prenant  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre ; 

-p  =z  I  —  2n  cos ( ('  —  s «'  —  cj) , 

d'oii 

C  =  ^—  a  / TO  cos(r  — SI'  — cj)c^i'. 

On  a  la  formule  suivante,  qui  se  verifie  immediatemenl, 

/lOCOS(f' — 5  C  —  Gj)  i/t' =: rjC0SGJSin(r— Sf) 

I  sin (v  — qv)d,'f]  COSTS 

YjsinGycos(r  — St') 

-\ /  cos(r  —  qv)d,ns\nTS, 

Si  done  on  pose,  en  negligeant  <;  devant  i , 

(37)  X  —  2  1  cos(r  —  gv)d.ns\nm  —  2  /  sin(r—  qs')d,n  cosgt, 

on  trouve  que  Tequation  (35)  doit  elre  romplacee  par 

(35')  „/  4.  A  =  i'  -h  — !—  IBi  sin/(r  -  gr  -  c)  -^  \V  -  X  ; 

I  s 
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on  aura  de  meme 

(36')  nt-\-Mzzz^'.>r  -1-,  2B; sin«(i'' --€'/-©')-+- W'-X', 

(37')  X'— 2  I Gos{v'  —  q'v')d.f\'^mxs'—i  I  s\n{v'  —  (;'v')d.n'cosiD'. 


174.  Expression  de  i'  en  fonction  de  r.  —  Eliminons  /  eiitre  les  equa- 
tions (35')  et  (36'),  et  posons  pour  cela 

(38)  '^=  V         B=A'-/jlA,         u=:=/jl(W-X)-(W'-X'); 

nous  trouverons 

II  s'agit  de  tirer  de  la  Texpression  cherchee  de  i^'  en  fonction  de  c.  Posons 

(4o) 

I  (I— fJi)(^-B-U^^,  v--v'=E; 

nous  aurons 

et  ['equation  (Sg)  donnera 

H  =  «. ^  2B/SiniV-^-|-7  2B;sin£(H-V'); 

c'est  de  la  que  Ton  tirera  H  en  fonction  de  w,  f'  et  f'';  on  pourra  employer  la 
methode  des  approximations  succcssives;  on  aura  d'abord 

H  =  iv f^lBiSiniV ^liB;sin(  i>  -  1 V  -  -^^  2B/sin«V  ), 

i— 5  1—5  \  I— s  / 

et  ainsi  de  suite.  Nous  nous  bornerons  a 

(40  H=:  wH ^  n  sinV  h 7  Yj'sin(«'  — V). 

On  en  conclut,  au  meme  degre  d'approximation, 

cos/iH  =  cosnw—       ^     Y]  sinV  -\ ;  ri'smiw  —  V)    sia/icv, 

Li— 5  I— s  J 

8in/iH  =  sin/iw-+-       ^     yj  sinVn -.  •in'sin(«'—  V)    cos/iw, 


ou  bien 
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(42) 


cos/iH  =  cos/i(v 1- —  n  cos(ww  — V)+  — —  yjCos(/iw-4-  V) 

>  Y)'C0s[(/l-r  l)(V— V']—  - — 7,  •/)'cos[(/i  — l)(V-h  V']; 


I  — s 


I  — s 


(43) 


sin/iH  =  sin/iw ^^^- —  n  sin(/i«— V)  h — - —  yj  sin(«w-4-  V) 


-i ^Y)'sin[(/i  -+-  i)(v  — V]  —  ; — 7,Y)'sin[(/i  —  i)w-f-V']. 


1— S 


I  —  s 


II  s'agit  d'en  deduire  les  developpements  de  P  et  de  Q.  La  seconde  des  for- 
mules  (24)  donnera 

Q=—2m'liAisin/iH[0(/i,  0,0)0.0  -^Qin,  i,  0)0.0  p -h  Q(/i,  o,  Oo.op']; 

on  doit  remplacer  p  et  p'  par 

pnzY]  cosV,         p'=yi'cos((v  —  V')> 

ce  qui  donnera,  en  negligeant  c;  et  (;'  dans  les  diviseurs, 


Q  r 

^r=—2/lO(/l,  0,0)0,0 


sinnw  —  iinnsinimv  —  V)-|- fx/iYi  sin(/itv-+-  V) 

-H  /iyi'sin[(/i-4-  i)iv  — V']—  nyi'sin[(/i  —  i)i»' 

2/isin/i«'Q(/i,  I,  o)o,oY)cosV 

2nsinnwQ{n,  o,  i)o,oio'cos(w  — V), 


.3] 


si  Ton  pose 


m' 


(44) 


-4- 1 


-^o.o(^>  —  n)sinnw 

-+-Ao,i(/i, 
-HAo.i(n, 


/I 


n  — 


n)  n  sin(/iiv  -i- V) 
i)y)'sin[(/i  —  i)w 
i)yi'sin[(/i  4-  i)iv 


Ai.o(/i 
V] 

V']. 


I,  —  n)ns\n{nw—  V) 


On  trouvera  sans  peine,  en  comparant  a  ['expression  precedente  de  — ,> 


(45) 


/  Ao.o(/«,              n)—       in      Q(/N  0,0)0,0, 

jA,.o(Ai-hi,       /i)_       2fi«'Q(/i,  0,0)0.0 

-wO(/z,  1,0)0.0, 

|a,,o('i       I,       /i)— -H2fx/i»Q(/i,  0,0)0,0 - 

/jQ(/i,  1,0)0,0, 

i  Ao,i(/i,       w4-i)      4-2    /i»Q(w,  0,0)0,0 — 

/iQ(/z,o,  1)0.0, 

\  Ao.i(/J,       /^       0—      i    '«'Q('*,  0,0)0,0 

wQ(w,o,  1)0,0. 
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On  a  ensuite,  d'apres  la  formule  (23), 

Q(/i,  o,  0)0,0  =  ^(/J,  o,  0)0,0, 

Qin,  l,0)o,o  =  ^(Al,   1,0)0,0  —  2l2(/l,  0,0)0,0, 

Q{n,o,  j)o,o  =  fl(/i,o,  1)0,0, 

d'oii,  en  ayanf  egard  aux  formules  (19), 


QC'*,  0,0)0,0 — 

yi'*^ , 

Q('«»  1,0)0,0  —  - 

-('^-^2)/J')-2/»\ 

QC'*,  0, 1)0.0  — 

(^*-+-    0)'o"'-H2/,'*'. 

11  en  resulte  enfin 

Ao^oC/i,       n)          —■ 

-2nyr. 

^i,o(n-hi,  —  n)ziz 

(/i'H-  2/1  —  2fjL/i*)yJ,'*^  -h  2ny\"\ 

(46)                      /  A,,o(/i— I,  — /i)  = 

(/i»-h2/i  -F  2fx/i«)yi,'*'4-  2/l/,'»^ 

fAo,i(/i,      /i-M)  — 

(/i«-/Oy'o"'-2/iyr» 

Ao,,(/i,- /I  -  I)  =- (3/i'+ /i)y'»' -  a«/,»'. 


2 


Au  lieu  de  y5,*\  il  faut  prendre  y^*^  —  -  a 
On  aura  de  memo 

P 

—  =      Bo,o(/i,  — /')COS/li^, 
m'  ' 

(4?)   {  -+-^i.o('*  -h  1,  — /j)t)COs(/i«p'-h V) +B,,o(/i  —  I,  — /0"'JCOs(/?(*'— V) 

-H  Bo.i(/i,  —  /«  -f-  i)r]'cos[(/i  —  i)(v-f-  V] 

Bo.i  (n,  —  n  —  i)yi'cos[(/i  4-i)wp'—  V']; 


et  Ton  trouvera  assez  facilement 

Bo.oC/',         -/i)=2/iyS,'»'4-4yr. 

B,,o(/» -f- I,"  ^)  =^  (- '^'- 'i-^- a/JL/iM/o^'-^  (- 4/1  -  6 -h  4iut/i)/i'*»- 8/;", 
(48)    {  B,^o{n-l,-n)  =  {-n^-n^2lxn^)Y^'^-h(-^n  -  6  -  4fJ^^ )/,"'- 8/«\ 
Bo.,(/i,-/i4-i)  =  -(/i'-/i)/o'"  +  W'4-8/,^ 
Bo.,(/i, -/i-i)=:     (3/i»-+-/i)/o'*^-+-(8/i-+-6)/«>4-8/,'»». 

II  faut  remarquer  que,  pour  n  =  o,  les  expressions  des  B  doivent  etre  divi- 
sees  par  2. 

Remarque.  —  Soit  &  Targument  general  du  developpement  de  (2;  ^  sera  une 
combinaison  lineaire,  avec  multiples  entiers,  des  trois  arguments  partiels  (v, 
T.  —  IV.  5o 
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V  et  V,  definis  par  les  formules  (4o)-  On  pourra  done  ecrire,  en  designant  par 
OL,  ^  et  P'  trois  entiers  positifs  ou  negatifs, 

d'oii 
OU  bien 

(49)  2r  =:  r(a  -^  /jlac'h-  ^^  -4-  P'fjt^')  -h  a'(B  -+-  U )  -h  ^ gj  -H  ?'gj', 

en  faisant 

(50)  a  4- a'-h  P -h  P'  =  o. 

Le  cosinus  de  &  sera  multiplie  par  V^  ''^  ^^  ''^"  ^^""^ 

.V  z=  I  (3  I  4-  un  nombre  pair, 
5'-- 1  p'l  4-  un  nombre  pair. 

Nous  remarquerons  encore  que,  dans  CI,  on  aurait  du  remplacer  p  par 
(p)  -+-  R,  et  non  pas  seulement  par  (p).  De  la  une  nouvelle  modification  de  la 
fonction  perturbatrice,  mais  sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas. 

M.  MasaU  dans  son  Memoire  intitule  Formeln  und  Taftln  zur  Berechnung  der 
absoluten  Storungen  der  Planeteriy  Stockholm,  i88g,  a  developpe  les  expressions 
des  coefficients  A  et  B  en  fonction  des  '^\^\  jusqu*aux  troisiemes  puissances  des 
excentricites,  et  il  a  donne  des  Tables  pour  plusieurs  des  coefficients  qui  figu- 
rent  dans  les  formules. 
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SUITE  DE  LA  METHODE  DE  GYLDEN  POUR  LES  PERTURBATIONS 

DES  PETITES  PLANfeTES. 


175.  Recherche  de  la  partie  Sldmentaire  de  p.  —  Dans  une  premiere 
approximation,  les  equations  (A)  et  (B)  du  Chapitre  precedent  peuvent  etre 
reduites  a 

(')  ^=-«- 

Nous  aliens  chercher  dans  P  et  S,  par  suite  dans  P  et  Q,  les  termes  dont  les 
arguments  sont  V  et  V  parce  que  ces  termes  peuvent  grandir  beaucoup  dans 
rintegration  de  Tequation  (i) ;  nous  nous  bornerons  d'ailleurs  aux  parties  prin- 
cipales  des  coefficients  des  termes  en  question,  lesquelles  contiennent  Tun  des 
facteurs  y]  ou  r\.  Nous  aurons  alors 


P  da^  Q        ,  ,  daQ. 

— -T—i  —    =  (l  —  2p)   —r— , 

op  m  ^'    d^> 


m' 


aQ=r(i  +  p^)Co-t-^^'"^^P'^CtCOsH; 

les  termes  en  COS2H,  cos3H,...  doivent  etre  laisses  de  cote,  parce  que  les  por- 
tions 2fv,  3fv, . . .  des  arguments  ne  pourraient  pas  etre  detruites  dans  les  mul- 
tiplications par  p  et  p'. 


Nous  aurons  ensuite 


394  CHAPITRE   XXIII.  MfeTHODE   DE   GYLDfeN. 

V  et  V,  definis  par  les  formules  (4o).  On  pourra  done  ecrire,  en  designant  par 
a',  p  et  P'  trois  entiers  positifs  ou  ncgatifs, 

d'ou 
OU  bion 

(49)  ^:^  r(a  -f-  fxy -^  ;3,-  ^  P>5')  -^  a'(B  4-  U)  ^  ?gj  +  ?'gj', 

en  faisant 

Le  cosinus  de  S  sera  multiplie  par  r/^  ''^  ^^  ''^"  ^^"'"^ 

.V  =  I  P  I  4-  un  nombre  pair, 
.?'  —  I  (3'  I  -T-  un  nombre  pair. 

Nous  remarquerons  encore  que,  dans  il,  on  aurait  du  remplacer  p  par 
(p)  -+-  R,  et  non  pas  seulement  par  (p).  De  la  une  nouvelle  modification  de  la 
fonction  pcrturbatrice,  mais  sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas. 

M.  Masai,  dans  son  Memoire  intitule  Formeln  und  Tafeln  ziir  Berechnung  der 
absoluten  StOrungen  der  Planeten,  Stockholm,  1889,  a  developpe  les  expressions 
des  coefficients  A  et  B  en  fonction  des  '^\^\  jusqu*aux  troisiemes  puissances  des 
excentricites,  et  il  a  donne  des  Tables  pour  plusieurs  des  coefficients  qui  figu- 
rent  dans  les  formules. 
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SUITE  DE  LA  METHODE  DE  GYLDfiN  POUR  LES  PEUITURBATIONS 

DES  PETITES  PLANfcTES. 


175.  Recherche  de  la  partie  616mentaire  de  p.  —  Dans  une  premiere 
approximation,  les  equations  (A)  et  (B)  du  Chapitre  precedent  peuvent  etre 
reduites  a 

dS 

Nous  allons  chercher  dans  P  et  S,  par  suite  dans  P  et  Q,  les  termes  dont  les 
arguments  sont  V  et  V  parce  que  ces  termes  peuvent  grandir  beaucoup  dans 
I'integration  de  I'equation  (i);  nous  nous  borneronsd'ailleurs  aux  parties  prin- 
cipales  des  coefficients  des  termes  en  question,  lesquelles  contiennent  Tun  des 
facteurs  y]  ou  y]'.  Nous  aurons  alors 

P  dail  Q        ,  ,  daQ. 

m'  op  in  dv 

a£i—      ^Co-+-2^pj   ^C.cosH, 
al2=(i-+-p')Co-+-^^i— ^CcosH; 

les  termes  en  COS2H,  cos3H,...  doivent  etre  laisses  de  cote,  parce  que  les  por- 
tions iw^  3wy . . .  des  arguments  ne  pourraient  pas  etre  detruites  dans  les  mul- 
tiplications par  p  et  p'. 
Nous  aurons  ensuite 

^0  — /o      '^/i  ^  ^  y%  ^ 
X-,        ('  +  P')'. 
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(1*011  Ton  tire  aisernent 
puis 

"■>^^      2/;'U.4-3p'--3p)-8//)(p-p') 

-4-  1  cosH[(i  -h  2p'-  ap) yl,*^  4-  2//'(i  -f-  5p'-  op)  -  8yV'(p -  p')]. 
On  a  d  ailleurs 


—  2 CiSinU) 


dv     ~      "    1  -H  p 
(i-2p)^^^=z-2sinH[(n-2p'-3p)y;,»>-2(p-p')/,«^J. 

II  reste  a  rcmplacer  p,  p',  cosH  et  sinH  par  les  valeurs 

p=  yj  cosV,  p':=r]'C0S(iV  —  V'), 

cosH  — .  cos IV  —  |ULyjcos(iv  —  V)  H-  pnncos(iv  +  V)  -+-  yj'cos(2U'—  V)  —  yj'cosV, 
sinH  =  sin  tv  —  july]  sin(iv'—  V)  h-  ptyj  sin(ir  -\-  V)  -h  rj'  sin(2w  —  V)  —  n'sinV, 

ct  a  retenir  seulcnient  les  termes  d'arguments  V  et  V. 
On  trouvera  ainsi 

"~^^^^  =      2/,«'  -  6/,°'  r)  cosV  -  8/,«'r}  cos V  -+-  6yV^yj'  cos V'h-  8/,»'Vcos  V, 
(i-2p)  -J^  z=-2/i»'Y)'sinV'. 

On  aura  done 

(  P=i      2m'/,o'  — //<'[6/;H-8/,o']yicosV4-m'[6yV'4-8yV']yi'cosV', 
^    ^  I  Q  =  -2m'//'n'sinV'; 

Tequation  (2)  donnera 

S  =  2m'y'/'  /  yj'sin VWi'  =:2ni'y\^^  j  yi'sin[(i  —  [i^')  v  —  m'^dK\ 

On  peut  cfTectuer  I'integration  en  considerant  yj'  et  xs'  comme  des  constantes; 
il  vient  ainsi 

{\)  Sr^-^^^^,  YJ'COSV. 
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En  portant  dans  (i)  les  expressions  (3)  et  (4)  de  P  et  de  S,  il  vient 

^  -+-  p  =  -  im'f^'  +  m'[6/i<»'  -f-  8/,°^] Y)  cosV 


ds^ 


-""'  [/i''(r:rji7  +  ^)  -^^/i*']  VcosV. 


On  pent  supprimer  la  partie  constante,  ce  qui  reviendrait  a  une  modification 
de  la  constanle  a,  remplacer  r\  cosV  par  p  et  poser 

(5)  ?  =  m'[6/,«'-l-8/,«>], 

On  trouve  ainsi,  en  mettant  (p)  pour  la  partie  elementaire  de  p, 

(7)  ^  +  ('  -  ?)(P)  =  7 Vcos [(I  -  ix^')  V  -  m']. 

Nous  aurions  pu  faire  le  calcul  ci-dessus  en  nous  aidant  des  resultats  obtenus 
au  Chapitre  precedent;  mais  il  y  avait  de  Tinteret  a  le  faire  directement. 

176.  Integration  de  Tdquation  (7).  —  Soient  e'  et  co'  Texcentricite  et  la 
longitude  du  perihelie  de  Jupiter;  on  a  vu  (t.  I,  Chap.  XXVI)  que  e'  et  co',  en 
tenant  compte  des  inegalites  seculaires  causees  par  Saturne  et  Uranus,  sont 
determines  (*)  par  les  formules 

(  e'sinw':=x'sin(^^  +  g)-hx;sin(^,^-hg,)-hx;sin(^,^-hgO» 

(o)  j 

(    e'C0Sw'=:x'C0S(^/  -HS)-+-^|C0S(^,/  -h^i)  -h  x',  C0S(^t  ^  "+- (?t)  • 

Les  coefficients  g,  g^  et  g.^  sont  tres  petits;  nous  donnons  leurs  valeurs  plus 
loin.  Posons 


(9)  ^^n\',         g^z=n\^,         g^=zn\^; 

les  formules  (8)  deviendront 

(  e'sinw'rr:  x'sin([x«V  h-  P)  -hx\  s\n{iig\v  -hT\)  +  x',  sin(fji5',P  -H-F,), 
(  e'cosci)':=x'cos(fji«V-f-r')  -f-x'jC0s(|jL«',  p-h  Fj)  h- x',  cos(fji«',^'  -+-F,). 

Le  coefficient  x'  est  plus  grand  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  x'^  et 


(*)  En  laissant  de  cdt6  les  perturbations  causees  dans  lo  mouvement  de  Jupiter  par  Neptune,  Mars, 
la  Terre,  V^nus  et  Mercure. 
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de  x'jj;  done  (t.  I,  p.  418)  [jl(;V  -h  V  est  la  partie  non  periodique  de  co',  de  sorte 
que,  si  Ton  fait 

(10)  w'=:fX«V  -+-ro', 

Gj'  se  composera  seulement  de  termes  periodiques,  mais  de  periodes  tres  lon- 
gues ;  la  quantite  <;'  definie  par  la  premiere  des  formules  (9)  est  done  identique 
a  la  quantite  <;'  introduite  anterieurement.  Si  Ton  met  r{  au  lieu  de  e\  on  deduit 
aisement  des  formules  (8') 

f  Tl'cos(cy'  -  P)  =  x' -+-  x'j  cos[(fXv;  -  [xg')v  4-  T\  —  T'] 

-+-x;cos[(fxs;-fzs')i.  +  r;-r], 
r)'sin(Gj'-r):=      x;sin[(fjL€;-fxs')r4-r;-r] 


-t-  x;  sin  [(ix^\  -  iMi' )  r  -h  r;  -  F] . 

On  pent  ecrire  aussi 

ri' cos[{i  —  ixi')v  —  xs']  =:x'cos[(i  — |JL5')^'  — T']  -i-x'iCOs[(i  —  [X€',)i'  — rj  -h.  .  . 
Y)'sin[(i-fjis')^-w']  =  ^'sin[(i-fx«')i>-r]4-x;sin[(i-/jLs;)^'-r;]-h..., 

moyennant  quoi  Tequation  (7)  devient 

(12)  j^-^(»-P)(p)  =  y^'c«s[(i-,x«')i^-r] 


yx',  cos[(i  -  iJ.i\)v  —  r, ]  -^ yx; cos[(i  —  fx?',) r—  T,]. 

C'est  une  equation  lineaire  du  second  ordre,  a  coefficients  constants,  et  avec 
second  membre.  On  sait  que  son  integrate  generale  sera  de  la  forme 

(i3)  i  (p)  =  ^oCos(iV'^P-r)  +  acos[(i-fxs')^^-r'] 

I         -+-  ai  cos  [( I  —  ft «; )  ^^ — r;  ]  +  a,  cos  [( I  —  fjt  s, )  r  —  r;  ] , 

oil  Xo  et  Tsont  deux  constantes  arbitraires.  D'apres  ce  que  Ton  a  suppose,  p.  388, 
on  doit  prendre 

('4)  ^i_p-,_5,  p=:2€-€». 

Les  coefficients  a,  a,  et  aj  s'obtiennent  en  ecrivant  que  Texpression  (i3)  ve- 
rifie  identiquement  Tequation  (12).  On  trouve  ainsi  sans  peine 

a,[(i-0'-('-fxc;)*]=^yx;. 
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Si  Ton  pose  encore 

a  —  ~  g    —  —  > 
n  n 

U^;  '  0*1  —  —  $,  —  — > 

*  n  n 

n     ^        n 

on  trouvera  que  la  formule  (i3)  devient 


,1 


(p)^xocos[(i-o^-r]  +  ^^_^7^^^^^,cos[(i-(7)i^-r] 
(i6)       J  4- y^ iCos[(i-a)i',-r;] 

-^ T^ iC0s[(i-c7)r,--r;]. 

2(J,  — O-J  — 2S-+-S'  •■ 

177.  Determination  des  constantes  arbitraires  xo  et  r.   —  Reprenons 
Tequation  (i6),  en  Tecrivant  ainsi 

( 17)  (p)  =  '^o  cos[(i  -  s)  ^^  —  r]  -i-  2  a,-  cos[(i  —  <j/)i'  —  r;] , 


(18)  a/i:^ i^ 

On  doit  avoir  aussi 


(19)  (p)ii=ecos(r  — 11), 

en  designant  par  11  la  longitude  variable  du  perihelie.  En  egalant  les  coefficients 
de  cos^  et  de  sine  dans  les  deux  expressions  (17)  et  (19)  de  (p),  on  trouve 

I  e  cosn  =  xocos($r  4- F)  h-  2a/Cos(<j/t^-t-r/), 

(20)  { 

f  esinn  =  XoSin(5r  -h  F)-!- 2a/ sin  {giV  4-  FJ). 

Soient  ^0  et  CTq  les  valours  initiales  de  <?  et  de  11  a  Tepoque  qui  correspond  a 
V  =rz  o;  on  aura 

CqCOSCJo  ^=:  XqCOsF  -h  ^a/COsF/, 

e^  sincjo  =  x^sinF  4-  Sa^  sinFj; 

d'oii 

(  XoCOsF  =  eocosnjo  —  ia/CosFJ, 

(21) 

(  Xq  sin  r -rCjSincjQ  —  2a,  sinF/. 
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En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (17),  il  vient 


(22) 


;  0 

1  I 


2a/C0s[(i  — (7/)r  — r;]; 


ou  bien  encore 


(23)     (p)  =  eocos[(i  -  g)v  -  m^]  -h  2lia/Sin  T^i— i(A  sin  Ui  -  -^^)  ^  -  f^X 

Pendant  un  intervalle  de  temps  pas  trop  grand,  mais  qui  peut  etre  cependant 
de  plusieurs  siecles,  on  est  en  droit  de  se  borner  a 


sm  — V  =  — ('. 


La  formule  (23)  devient  alors,  en  remettant  pour  a,  sa  valeur  (18), 

(p)  =  e,  C0S[(i  -  S)  i'  -  CJo]  -h  i^  2  2  -^i^  g  ^^"  [('  ~  ^^T^j  ^'  "~  ^J  ' 

0 

on  pourrait  meme  prendre 

(24)        (p)  =  eocos[(i  — 5)i'  — roo]4-  ^^^'^y^i^'^^U^  —  ^^—^j  t^  — r;j. 

1=0 

Mise  en  nombre  des  formules  : 


'  _•» 


x'  == -h  0,042.675  g    —     3,780.294  §   =:     25.52.23 

x',  = -H  0,0l5.509  ^1=22,500.087  (ft  rr:  306.37.    9 

x',  :zi -h  o,oo3.o57  ^s=    2,842.232  ffi^=   97.50.28 

Ces  nombres  sont  empruntes  au  Menioire  de  M.  Max  Wolf,  Sur  tes  termes 
dlementaires  dans  V expression  du  rayon  vecieur  (Annates  de  I'observatoire  de 
Stockholm,  t.  IV);  Tauteur  applique  ses  formules  a  Ceres.  On  a,  page  9 
(toe.  oil.), 

/./l«'  =  2,737.28,  /./j'^^zr:  2,077.91,  ,  i 

/.y\»' 1^:2,355.59,  /./,»»  =  3,738.81,  '047»2 
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On  trouve  ainsi 

On  a  /I  =  77o",4i '»  en  un  jour;  les  valeurs  de  g,  g^,  g^  sont  exprimees  en  pre- 
nant  Tannee  julienne  pour  unite  ;  done  on  doit  prendre 


365.25/4* 

on  trouve  ainsi 

/.C -3=  5,  128.21  ,  /.(T|  =:  5,902.86,  /.  O-j  r=:  5,004.33  ; 

a,  <7,  et  o-j  sont,  comme  ^,  des  nombres  abstraits.  On  a  ensuite 


et  il  vient 


(25) 


eo  —  sin  4°22'37%  /.  e^  =  2,882.62  , 

(p)  ^       (  2,882.62)  COS[( I  — $)^  —  GJo] 

-(6,74i.36)rsinr^-  ?^)r-rl 

-(6,3oi.77)rsin[(i-^^jr~r; 

-(7,596.49)^'sin[(i-^^)r-r;]. 

On  peut  remarquer  que,  dans  la  formule  (17),  les  coefficients  a/  sont  rela- 

tivement  considerables,  a  cause  des  diviseurs  a,  —  i;  qui  sont  tres  petits.  On  a, 

en  eflfet, 

0"  =:  0,000.013.43,        0"  — s  =r  —  0,000.188.67, 

0-,  =10,000.079.96,  0", —  $=:  —  0,000.  122.  l4, 

0-j  nz  0 ,  000  .010.10,  (Tj  —  ?=:  —  O,  OOO .  1 92  .  OO , 

q    :=  0,000.202. 10, 

et  il  en  resultc 

(p)==XoCOs[(i-s)^'-r]-h(^2,465.66)cos[(i-T)i^-r] 

(26)  j  4- (2,214.91)  cos[(i— ff,)r  — r;  ] 

(  H-  (3,3i3. 1 9) cos [( I  — (7s)  i^— r,]. 

C'est  apres  la  determination  des  constantes  arbitraires  que,  dans  la  formule  (23), 
a,  se  trouve  multiplie  par  le  facteur 

2  Sin r, 

2 

qui,  meme  pendant  plusieur^  siecles,  est  tres  petit.  Ainsi,  pour  Ceres,  {^  augmente 
Tr  -  IV.  .  5, 
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(le  78*^,165  en   un   an;   au  bout  d'un  siecle   et  de  cinq  siecles,   le  facteup 

2 sin  ^""^  t»  atteint  les  valeurs  respectives  —  0,026  et  —0,128.  M.  Wolf  a, 

dans  son  expression  finale,  des  coefficients  voisins  de  ceux  de  la  forniule  (26), 
et  non  pas  des  coefficients  reduits  comme  les  notres. 

La  difference,  tres  sensible  comme  on  voit,  tient  sans  doute  a  la  faQon  de 
calculer  les  constantes  arbitraires  x©  ct  r.  L'auteur  emploie,  pour  cette  deter- 
mination, les  equations 

(p)o  =  ^ocos(i'o  — Wo),         (■£]  :=  — eoSin(ro  — GJo), 

^0  designant  la  valeur  de  f'  a  un  moment  donne.  U  en  resulte,  d'apr^s  la  for- 
mule  (17), 

Xo  C0S[(l  —  S)  i'o  —  r]  4-  2  3/  C0S[(l  —  (7| )  To—  r;  ]  =  eo  cos  (i'o  —  ^o), 

—  Xo(i  —  s)sin[(i  —  5)^0  — F]  — 2(i— (7,)a/sin[(i~(7/)ro-— r'J  =  — eoSin(ro  — Wo)- 

Ces  deux  equations  donnent,  quand  on  neglige  dans  la  seconde  les  petits  fac- 
teurs  I  -—  g  et  I  —  a,, 

XqCosF— eoCOS(TiJo  — s^'o)  —2 a; cos [((7,—$)  ro-f-r'/J. 
Xo  sinFz^eo  cos(Wo  — €<'o)  —2a/  sin [((7/  —  s)<'o  +F/], 

el  ces  valeurs  peuvent  ctre  considerees  comme  pratiqucment  identiques  a  celles 
que  nous  ont  fournies  lesformules  (21). 

Nous  remarquerons  au  surplus  que  la  formule  finale  de  M.  Wolf,  pages  49 
et  5o  (he.  cit,),  donne  pour  (p)  unc  expression  composee  de  vingt-neuf  termes 
dont  les  quatre  premiers  ont  les  expressions  suivantes  (apres  des  simplifications 
insignifiantes)  : 

{p)-=     (2,612  So")  cos[(i —s)  i'  — F] 

+  (2,47i73)cos[(i-7)  r-T] 

-f-  (2,226  98)  cos  [(  I  —  (T,)  i'  —  F'i] 

-h  ^3,828  88)cos[(i  -  <ji)  v  -  F;] 

Les  termes  suivants,  qui  n'ont  pas  ete  ecrits,  ne  sont  pas  egaux  a  la  7^  partie 
de  ceux-la.  On  aura,  pendant  un  temps  assez  long,  une  valeur  tres  approchee 
de  (p)  en  negligeant  c;»  o-,  a,  et  a^.  On  trouve  ainsi 

(p)  -      (2,612  5o)cos(('  —  i77o35')  -\-  (2,471  78)  cos(^  — 25«54') 
-t-  (2,225 98)  cos(r  —  3o6»46') -I- (3,82888)  cos(r—97°52'). 

Mais  le  premier  terme  est  fautif  parce  que  M.  Wolf,  dans  le  calcul  des  con- 
stantes Xo  et  F  (page  19),  a  confondu  la  longitude  Co  •'^vec  Tanomalie  vraie 
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(f'o  —  cy„).  En  rectifiant  cetle  erreur,  on  trouve  /.Xo  =  T,o347  et  T  =  157*^24'  a 
peu  pres,  et  le  premier  terme  de  p  devient 

(  1,0347)  cos  ((^  —  1^7°  24'). 
L'expression  de  (f )  pent  alors  se  mettre  sous  une  forme  voisine  de 

( p)  =  ^0  COS  ( i^  —  CJo)  =  (  2,882  62  )  COS  ( i>  —  149**  22' ). 

On  pent  remarquer  Tanalogie  de  ce  qui  precede  avec  ce  que  nous  avons  ren- 
contre (p.  56  de  ce  Volume)  pour  les  satellites  de  Jupiter;  des  coefficients 
considerables,  quand  on  emploie  des  expressions  rigoureuses  avec  des  termes  a 
longues  periodes,  se  reduisent  a  de  tres  petites  fractions  quand  on  embrasse 
un  intervalle  de  temps  limite,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  /. 

Remarquons  encore  que  Ton  a 

2  sin r  =  (o"  —  s)  ^—  -^^ 7 h    . . . 

2  24 

Le  rapport  du  second  terme  au  premier,  qui  est  ^^ j^ —  en  valeur  absolue, 


reste  encore  inferieur  a  3^  au  bout  de  mille  ans. 


24 


178.  Calcul  des  termes  k  courtes  p6riodes  de  p.  —  L'equation  (A)  du 
Chapitre  precedent  sera  reduite  ici  a 


On  pourra  prendre 


S  =  —  Tq  dv. 


dp       d(p) 


P  est  developpe  en  une  serie  de  cos,  Q  en  une  serie  de  sin;  done  le  second 
membre  de  Tequation  (27)  se  developpera  en  une  serie  de  cos,  et  en  appelant, 
comme  precedemment,  P  le  coefficient  de  yjcos[(i  —  <;)^  — tar],  on  aura  une 
equation  de  la  forme 

(28)  ^^(i-(3)p:^2Hv.v(«.Ai'W'-n'V''cos2r, 

A  —  /iGj-h/i'cj'H- v'B, 

V  4-  v'  4-  /I  -+-  /l'  =  O,  5  =:  I  /I  I  -H  2  P,  5'  =  I  /l'  I  -+-  2  P'. 

La  signification  des  diverses  quantites  est  la  meme  qu'a  la  page  894,  sauf 
que  V  et  v'  remplacent  a  et  a',  n  et  n'  rempla^ant  aussi  P  et  P'. 
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En  faisant 

(3o)  p^(p)4-R, 

et  defalquant  du  signe  2,  dans  le  second  inenibre  de  Tequation  (28),  le  termc 
pour  lequel  &  =  (i  —  p.;')p  —  xs\  on  trouvera 

L'expression  de  R  sera  de  la  forme 

(32)  H  =:  iRv.vC^,  /^'),.,  -n'ri^'cosS-. 

En  substituant  dans  ['equation  (3i),  on  trouvera,  pour  determiner  les  coef- 
ficients Rv.v  (^»  ^')m  »  '^  relation 

(33)  i       oil 

On  pourra  prendre  le  plus  souvent 

(34)  V(/^,/i')^I-(v^-v»^ 

Donnons  d'abord  a  n  et  /i'  les  valeurs  zero;  s  et  5'  seront  egaux  a  o,  4-  2, 
-H4f  ••••  et,  si  nous  ncgligeons  le  carre  des  excentricites,  nous  pourrons 
prendre  s  =-0,  s'  =  0;  par  suite 

&  — (v4-fxv')  v-h'j'U. 

La  relation  v-+-v'-f-n-Hn'=o  donnera  d'ailleurs 

v'  =  — V,         d'ou        &  =  V  (1  —  |Lz)i^  —  vB. 

11  en  r^sultera 

R  =  Ro,o(o,  0)0,0  -+-  Ri,-i  (o,  0)0,0  cos [(i  -  fx) r  —  B] 

,2Kx  ;  -i-R,,_i(o,o)o,oCOs[(2--2/x)i^  — 2B] 

(o5)  \ 

-h  R3,-3(o,  0)0,0  cos [(3  —  3fx)  i^  —  3B] 


Donnons  maintenant  le  detail  des  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricites;  s  et  s'  devront  etre  au  plus  egaux  a  i ;  done 

s=\n\,         s'=z\n'\; 
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en  outre,  i'un  des  nombres  entiers  n  et  n'  devra  etre  nul,  et  Tautre  =  ±  i.  De 
la  les  combinaisons  suivantes  : 

1.  Rv.v'(    o,     i)o,|Tri'cos[(v -^p/-hfxs')^-^GT'-^>/B],       v-+-v'=i— i, 

II.  Rv,v'(      ',      o)i,oTn  cos[(v -hfxv'-T-g)     r-+-CT  -h  v'B],  V-|-v'=z:—  I, 

III.  Rv,v'(      O,  —  Oo.i  Y)'C0S[(V  -h  /JLV'  —ll(;')v  —  T3'-\-  V'B],  V  +  v'  =  -+-  I . 

IV.  Rv,v'(— I,      o)|,oTQ  cos[(v -h/xv'— $)     i^  — cj-Hv'B],        v-hv'— -hi. 

On  peutconvenirde  prendre  toujours  v  >  o;  la  condition  v  -f-  v'  =  —  i  donne 
alors 

V  =  O,         V'  =  — i;  Vz=I,  v'rz: —  2\  V  =  2,  v'zr: — 3; 


•     •     •     • 


De  meme,  la  condition  v  -f-  v'  =  4- 1  donne 

V  =  0,  v'=:-t-i;  V3z:i,  v'zro;  V  =  2,  v' =:  —  I  ;  .... 

On  trouvc  ainsi,  en  reduisant  en  un  seul  les  termes  dont  les  arguments  sont 
egaux  et  de  signes  contraires,  et  omettant  les  arguments  employes  dans  la  for- 
mation de  (p), 

R  =     Ri.-i  (i,  o),,oin  cos[(i  —  2/x  4-  s)  i^  -I-  w  —  2B] 
R»,-3 ('» o)i.oin  cos[(2  — 3/x-hs)i^4-w--3B] 


>  R,,-,(— i,o),,oTncos[(a— /x  — 5)r  — Gj  — B] 
Ro.i  (— i,o),,oTncos[(/jL— s)(>  — W-+- B] 


(36) 


R!,-2(o>  l)o,|Tn'COS[(l  —  2/JL-4-/X5')i^-Mij'— 2B] 

H-  R,.-,(o,  i)o,,yi'cos[(2—  3/jL  -t-  /jL5')i;  -+-  ro'—  3B] 


+  R,,_i(o,  —  i)o,,Tn'cos[(2  — /x  — fxs')t>  — in'-B] 
H-Ro.i  (o,  —  i)o,i-n'cos[(fx  — fxs')       v  —  m'-\-li] 


La  valeur  de  R  sera  la  somme  des  expressions  (35)  et  (36). 

M.  Masai  a  construit  (Annates  de  V observatoire  de  Stockholm^  t.  V)  des  Tables 
donnant  les  valeurs  de  Rv,-v(o>o)o,o  P^ur  les  valeurs  o,  i,  . . .,  5  de  v  avec  Tar- 

gument  loga  =  log  —  qui,  pour  les  25o  premieres  petites  planetes,  reste  com- 

pris  entre  i,6oo  et  i,85o;  d'autres  Tables  donnent  les  autres  fonctions  R/j  qui 
figurent  dans  la  formule  (36).  Quelques-unes  de  ces  Tables  ont  du  etre  calcu- 
lees  avec  plus  de  precision  que  les  autres;  par  exemple,  R2,-2(o>  o)o,o  accom- 
pagne  Targument  (2  —  2(jl)(;  —  2B;  pour  les  planetes,  tres  nombreuses,  dont 
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le  moyen  mouvement  differe  peu  du  double  de  celui  de  Jupiter,  (jl  est  voisin 

de  -;  rargument  en  question  differe  peu  de  ^  —  2B,  et  son  coefficient  se 

trouve  fortement  agrandi  par  I'integration;  il  en  est  de  meme  de  Ra -3,  car  I'ar- 
gument  (2  —  3(jl-+-  (x<;')r  -+-gj'  —  3B  differe  peu  de  i'-hnr'  —  3B,  quand  (jl  est 

voisin  de  g>  ce  qui  correspond  auxplanetes,  nombreuses  aussi,  dont  le  moyen 

mouvement  est  a  peu  pres  le  triple  de  celui  de  Jupiter. 

Enfm,  M.  Masai  a  calcule  des  Tables  donnant  les  quantites  fondamentales  ^ 
et  Y  des  formules  (5)  et  (G),  qu'il  represente  respectivement  par 

Ci,o(—  I,  o),,o  =  Bi,o(—  i>  0)|,o 

et 

Ci,o(o,  —  1)0,1  =  Ri,o(o,  —  l)o,i- 

179.  Calcul  approchi  du  temps  riduit.  —  On  a,  formule  (29)  du  Cha- 
pitre  precedent, 

nt  =  ni:  -t-W, 

et  la  formule  (3i)  du  meme  Chapitre 

dW 

--7-  =S  —  2R-h(6R  — 2S)Tri  cos(r  — si^  —  in)  -+-. . . 

donnera  une  expression  de  la  forme 

On  en  conclut  par  Tintegration 

(3?)  I  I 

On  aura  ainsi 

W  r=  Wo,o(o,  0)0.0  H-  W,._j(o,  0)0.0  sin[(i  -  fx)  i>  -  B] 

-^  W,,_, (o,  0)0,0  sin  [(2  —  2 fx)  i^  —  a  B] 
.3g  ;  4-W3._3(o,o)o,oSin[(3-3fx)i;-3B] 


-+-  W,,_,(i,  o),,oTQ  sin  [(i  —  2 /JL  4-  s)('  H-  w  —  2B], 
[le  resle  comme  dans  la  formule  (36)]. 


Les  functions  Wo,o(o,  0)0,0.  qui  figurent  dans  cette  formule,  ont  ete  egale 
lement  reduites  en  Tables  par  M.  Masai. 
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Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  approximations  ultericures  qui  demandc- 
raient  des  developpements  assez  longs;  nous  nous  contenterons  de  renvoyer  le 
lecteur  au  Memoire  de  M.  Masai,  Entwickelung  derReihen  der  Gyldmschen  Sto- 
rungstheorie  bis  zu  Gliedern  zweiter  Orrf/iww^  (Miinchen,  1892),  et  aussi  au  Me- 
moire de  M.  Olsson,  Ueberdie  absolute  Bahndes  Planeten  @Egena (Stockholm, 
1893). 

Nous  remarquerons  cependant  que,  dans  ce  dernier  travail,  Texpression  de 

se  compose  de  plus  de  cent  termes  de  la  forme 

A  cos  (('  -h  e  i^  4-  A' 

oil  e  est  tres  petit;  il  est  vrai  qu'on  a  tenu  compte  aussi  des  inclinaisons.  Yu  la 
petitesse  des  coefficients  e,  il  semblerait  plus  commode  de  rednire  tous  les 
termes  en  question  a  deux  termes  tels  que 

Acos(<'  H- A')  4-  fii  (^sin((''4-  Aj ) 

cela  suffirait  pour  un  intervalle  de  plusieurs  siecles. 

Nous  remarquerons  encore  que  Ton  pourrait  calculer  aisement,  dans  les  me- 
thodes  anciennes,  des  Tables  analogues  a  celles  de  M.  Masai,  en  se  bornant  aux 
premieres  puissances  des  excentricites. 


180.  Analyse  du  M6moire  de  M.  Brendel,  Om  Anvdndningen  af  den  ab- 
soluta  Stonngsteorien, . .  (Annates  de  V observatoire  de  Stockholm,  t.  IV).  —  Ce  Me- 
moire contient  un  expose  assez  simple  de  Tapplication  des  methodes  de  M.  Gyl- 

den  au  cas  de  la  planete  @  Hestia,  dont  le  moyen  mouvement  est  voisin  du 
triple  de  celui  de  Jupiter. 

Rappelons  d'abord  que,  dans  la  methode  adoptee,  les  equations  a  integrer 
presentent  Tun  des  deux  types  suivants  : 

1.  ^-i-(r-OV-^2B,cos(X,i>  +  G,), 

H.  -—  ~2A/sin(X/t' H-H/). 

oil  les  quantites  A/Ct  B,-  sont  de  I'ordre  de  m'.  II  y  a  lieu  de  considerer  d'une 
manii're  speciale  les  termes  pour  lesquels 

X,  ~  I  —  ky        dans  I, 
X/=        /,        dans  n, 


\ 
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k  etant  tres  petit.  Suivant  la  nature  de  k^  on  distingue  deux  soptes  de  termes  : 
k  est  de  I'ordre  de  w! \  les  termes  en  question  sont  dits  termes  elementaires ;  k  est 
petit  par  suite  d'une  commensurabilite  approchee  des  moyens  mouvements, 
sans  contenir  cependant  m'  en  facteur;  ce  sont  les  termes  caracteristiques  de 
M.  Gylden.  Clairaut  avait  considere  les  termes  elementaires  dans  sa  theorie  de 
la  Lune;  ce  sont  en  somme  les  termes  seculaires,  les  termes  caracteristiques 
etant  les  termes  a  longues  periodes.  Les  arguments  correspondant  aux  divers 
termes  seront  de  Tune  des  formes 

I  termes  616menlaires, 

(B)  (i-5j(^-B,   ) 

(C)  ^„r-C„  ) 

>  lermes  caraclerisliques. 

(D)  (i-^,)r-D,  ) 

Nous  avons  vu  (p.  894)  que,  quand  on  neglige  les  inclinaisons,  les  argu- 
ments du  developpement  de  la  fonction  perturbatrice  sont  des  combinaisons 
lineaires  des  trois  suivants 

(.39)        (^z=(i-|x)i;--B-U,         V  =  (i-0<^~w,         V'=:(i-fxs')(^~cj'; 

on  a  pose  d'ailleurs 

B  =  A'~  /xA,        U  =  /xW  -  W; 

A  et  A'  designent  les  longitudes  moyennes  de  I'epoque,  pour  la  petite  planetc 
et  pour  Jupiter;  W  est  defini  par  Tequation  (3i)  de  la  page  889  et  W  le  serait 
par  une  equation  analogue.  L'auteur  se  borne,  pour  simpliRer,  a  la  formule 

Pour  les  planetes  du  groupe  considere,  les  termes  d'arguments  Zw  —  V  et 
Zw  —y  contiennent  (3  —  3(jl  —  i)^';  ils  sont  caracteristiques  de  la  forme  (D), 
parce  que  3(jl  differe  peu  de  1  et  qu'il  en  est  de  meme  de  2  —  3(jl.  La  methode 
d'integration  consiste  a  developpcr  les  formules  suivant  |es  puissances  de  t]  et  t]', 
en  prenant  d'abord  les  termes  du  premier  degre,  puis  ceux  du  second,  etc. 
Nous  nous  bornerons  ici  a  la  premiere  puissance  de  m'.  On  voit  aisement, 
d'apres  la  forme  de  I'equation  differentielle  dont  depend  p,  que  R  doit  avoir  la 
forme 

(4i)  R  =  p,yicos(3w  — V)-f-(3,Y)'cos(3(i^- V), 

en  considerant  seulement  les  termes  caracteristiques  du  premier  ordre;  on  voit 
qu'avec  (p),  qui  contient  les  termes  elementaires,  on  aura  pris  ainsi  les  parties 
les  plus  importantes  de  p.  On  aura  d'aillcurs  a  considerer  dans  les  developpe- 
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ments  des  composantes  de  la  force  perturbatrice  les  parties 

P  i^iSBcoC'i.  — '*)cos/icv  4-BiY)cosV-h  BjYj'cosV' 

Q  =  SAo.oC'ij —  '*)  sinner -h  AiTQ  sin V H- A, Y)' sin  V 
'  A,Y)sin(3ir-V)-+-A4yi'sin(3«'- V). 


On  voit  qu'on  a  mis  en  evidence  les  termes  elementaires  et  les  termes  cri- 
tiques les  plus  simples;  les  termes  de  degre  zero,  en  cos/ifv  ou  sinnw,  n'appar- 
tiennent  a  aucune  de  ces  categories ;  ils  peuvent  cependant  donner  naissance  a 
des  termes  caracteristiques,  a  cause  de  la  presence  de  U  dans  Targument  w.  Les 
equations  a  integrer  tout  d'abord  sont 

(45)  ^^=-Q; 

rindice  o,  qui  accompagne  ^  dans  la  premiere  de  ces  equations,  veut  dire  que 

\d~)  ^^^*  ^^^^  calcule  en  ne  conservant  que  les  termes  du  degre  zero.  Cher- 

chons  a  integrer  Tequalion  (45);  d'apres  Texpression  (43)  de  Q,  on  est  conduit 
a  poser 

,-_  (  S  =  2So,o('*,  —  n)cosmrH-aiY)COsV-t- ajYj'cosV 

(4o)  J 

(  -+-  a3yjcos(3w— V)  -f- a4yj'cos(3w  —  V). 

On  en  tire 

—  ^=  ^2/iSo,o('i,  — /Osin/i«'-hflr,(i  — 5)yjsinV4-a,(i— /xs')Y)'sinV' 

-h  a,n  ^3  ^^  -  I  -h  s)  sin(3tv  -V)  -h  a,W  ^3^-1-+-  ixg'\  sinCS^i^  -  V) ; 

les  formules  (89)  et  (4o)  donnent  ensuite 

av  *^       ov  ^      ^     dv 

d'oii 

(47)  \      av  '^  dv 


Or  on  a (p.  388) 


3/1^14-3. 


dW 

—  S  — aR-2RS+.    .. 


di> 
T.  -  IV.  5a 
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Si  Ton  ne  prend  que  les  tcrmes  les  plus  sensibles,  on  peut  se  borner  a 
dW 

et  Texpression  de  —  —  devient 


/jL7iSo,o('*>  —  /i)[2{3iTncos(3tv--V)  -h  2PiY)'cos(3iv— V')]sin/iiv 

rtiYj  sinV-H  a,Y)'sinV'-h  ^310(1  —  3)  sin(3iv  — V)  -i-a4Tn'(i  —  d)sin(3w--V') 

X  [2Piyicos(3iv— V)  -r  2pjY)'cos(3«'— V')]; 

la  dcrniere  ligne  peut  etre  negligee  comme  etant  du  second  ordre;  en  meme 
tempSy  dans  la  seconde,  on  donnera  a  n  seulement  la  valeur  3,  pour  obtenir  des 
termes  en  sin  Vet  sinV;  on  trouvera  ainsi 

—  —  =2/i(i  — fJL)So,o('^  —n)s'\nniv 

[ez-i  4-  3fjLpiSo.o(3,  -  3)]  n  smV+  [a,4-  3/x(3,So.o(3,  -  3)]  V  sin  V 
(I  —  3)^3 yj  sin(3  w  — V)  4-  (i  —  S)a^n'  sin(3  (r  —V). 

En  comparant  a  Texpression  equivalente(43)  de  Q,  on  trouve 

ai  =  A,  — 3fxpiSo.o(3,  —  3), 
a,  =  A,  —  3/x(3,  So,o(3,  —  3), 
A3  A4 

a,  rr  ;,  Cl^-=:  ^« 

I —0  I  —  0 

Tons  ces  coefficients  sont  dc  Tordre  de  m\  et  ne  contiennent  pas  de  petits  divi- 
seups,  ce  qui  pouvait  etre  prevu,  car  dans  S  il  n'y  a  pas  de  termes  elementaires 
ou  caracteristiques  de  degre  impair.  On  doit  neanmoins  conserver  les  termes 
precedents  parce  qu'ils  donnent  naissance  a  des  termes  caracteristiques  dans  p. 

Les  equations 

dv 

montrent  que,  si  n  est  le  vrai  moyen  mouvement,  le  terme  non  periodique  de 
— r-  doit  etre  nul,  d'oii  la  condition 

(  49  )  So,o  (O,  O)  zr  2  Ro,o  (O,  O) , 

qui  determinera  So,o(o,  o)  quand  Ro.o(o,  o)  sera  connu* 
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181.  Integration  de  FSquation  (44)-  —  Nous  devrons  prendre  dans  cette 
equation 

(j^j  r=  — iAo.oC^i,  — 'i)sin7ifv, 
-zf-  =  — TQSinV, 


d'oii 


^  =:-(i  — a)(3iyjsin(3w~V)-(i-a)(3,Y)'sin(3w— V). 


11  vient  ensuite 

-r^i  -+-p=  ^SSo.oC'i,  —  /i)cos/iw-h  (aaj  —  B,)Y)COsV-t-  (aa,  —  B2)y)'cosV' 

(2a3  —  B3)yi  cos(3w  —  V)  -h  (2^4  —  B4)  yj'  cos(3w  —  V) 


—  SBo.oC'i,  —  /i)  cos/iw 

-h  -  yi2Ao,o(/2,  — /i)cos(/iMP'—V) tq2Ao.o('*>  —  /«)  cos ( /iw  4- V) 

-+-2Ao,o(/i,  — /i)sin/iiv[(r  — a)piyism(3w—V)4-(i— 3)P,yi'sin(3w— V')J. 

On  peut,  dans  les  deux  dernieres  lignes,  faire  n  =  3,  et  il  en  resulte,  en  negli- 
geant  certains  termes  qui  ne  concourent  pas  au  but  vise, 


(5o) 


^  4-  p  =  2[2So,o(^,  —  n)  —  Bo.oC/i,  —  '*)]  COS/lM^ 

CiY)  cosVh-  C,y)'  cos  V 

C3Y)COs(3w— V)  -hC4Y)'cos(3w— V), 


(5,) 


C»  ^  2a,  -  B,  4-  ^  (I  ~  a)  p»  Ao.o  (3,  -  3), 
C,  =  2aj—  B,  4-  i  (I  -  i)  P,Ao,o (3,  -  3), 


C,=  2a3  — Bj-h  -  Ao.o(3,  —  3), 


C4  =  2at--  B4. 

Nous  posons  maintenant 

P=(P)-hR; 

(52)  R  =  2R„,.„  (o,  o)  cos/iw  -H  (3i  Y)  cos(3mp'  —  V)  -f-  (3,y)'  cos( 3w  -  V), 
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oil  ^,  et  ^2  sont  les  quantites  deja  considerees  plus  haiit.  On  en  conclut,  en  pre- 
nant  -r-  =  -r-  =  i> 


-^  ——In*  R/i,-»  (o,  ^)  cos  /I w  (  ^  j  —2/1  R„  _;,  (o,  o)  ^  sin  nw 

^^^^  1  ^(^^~~  0'^*"^  cos(3iv-  V)  -  3(3i  ^  r,  sin(3iv-V) 

-  (3  ^  -  i)' p.n'cos(3«^-V')  -  3(3,  ^  Vsin(3iv-V'). 

On  a  ensuite,  page  409, 

dw  dW 

-d-,^"-^-^-d^' 

et,  en  ayant  egard  aux  equations  (38)  et  (47')'  ^"  P®^^  ^^^^^ 

--r-  =:2W„,_rt(o,  o)cos/if»^—  2p,r)COs(3(v— V)  —  2p,r)'cos(3(v~V'). 

On  en  conclut 

-.-  =1— /JL  —  /x2W„,_rt(o,  o)cos/iw-+-  2/jlPiY)  cos(3«'— V)  -h  2 fxp,r)' cos (3 mp'—V). 

On  a  pose 
on  trouve  aisement 


d^w 

-j-^  =  fx(i  —  fx) 2/1  W;,,_;,(o,  o) sin/iiv  —  2/jl(i  —  d) (3, yj  sin (3iv  —V) 

—  2fx(i  -  a)  P,r)'sm(3iv-V0, 

/dw\* 

l^-^J  ~  ( I  -  fx)«  —  2  fx(i  -  fx)  2  W„,_;, (o,  o)  cos  nw 

4/x(i  — /x)pir)cos(3iv-V)4-4fx(i--fx)j3,r)'cos(3iv— V), 


3^~iy=:(i-d)'-6(i-5)fx2W„,_„(o,o)cos/iiv 

-M2/jl(i  —  3)(3i  yj  cos(3«' — V)  4-12 /jl(i  —  a)  pjYj' cos(3iv  — V). 

II  faut  substituer  dans  Tequation  (53),  et  garder  seulement  les  termes  de  la 
forme  et  de  Tordre  voulus;  on  trouve 

-  2/i«Rn,_„(o,  o)  =  —  (i  —  [i)«2/i»R„,_;,(o,  o)  cos/i  w 

—  9R,-,(o,o)cos3wx4fA(i  — fJt)[(3ir)COs(3«>— V)-Hp,r)'cos(3M^'— V')J 
=:  —  (i  —  fx)«2yi«R„  _„(o,  o)  cos/iw 

-  i8fx(i  -  11)  R3,-,(o,  o)  (P,yi  cos V-^  (3,yi'  cosV) ; 

-^2/*  R„,_„(o,o)  =  3R3._s(o,o)sin3«P'X2fx(i-/x)[p,r)sin(3iv-V)-h?,yj'sin(3«'-V')] 

=  3/x(i  --  a)R,,-,(o,  o)(p,r)  cosV+  p.VcosV'); 
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-^3^— lyp.yjCOSCSw'— ¥)==— PiYjcosCSmp'-V) 

X  [(I  —  d)«-  6/x(f  -  d)  W,,.,  (o,  o)  cosSiv] 
z=— (I  — d)«j3iY)COs(3«'-V) 
4-  3fx(i  -  8)  W,,_,(o,  o)  (3,Yi  cosV; 

—  3p,  ^  Y)  sin  (3iv  -V)  =i -  3{3iyi  sin (3tv  —V)  x  3fx(i  —  fx)  W,,.,(o,  o)  sinS^v 

=  — I  f^(i  —  f^)  W,,_,(o,o)(3,r)  cosV. 
II  vient  ainsi 

-^  =—  (i  —  liyin*Rn,--n{o jO)  cos nw 

-h  [3fx(i  -  5)  -  i8fx(i  -  fx)]  (3,Rj,_,(o,o)yi  cos  V 
4-  [3fx(i  -  a)  -  i8fx(i  -  /x)]  P,R3.-,(o,o)  rj'cos  V 

_-(r  — 3)«(3,riCOS(3fv-V)4-r3fx(i-a)~5^(i-fjL)jj3,W,.^,(o,o)riCOsV 
-  (I  -  d)«(3,Y)'cos(3i»'-V0  -h  r3|ji(i  ~  3)  -  2  fx(i  -  fx)l  P,W, -8(o,o)y)'  cosV; 


on  a 


3fx(i-a)-5^(i-fx)z.z-|^«, 


ce  qui  est  tres  petit,  et  Ton  peut  supprimer  les  deux  dernieres  lignes  de  I'ex- 
pression  precedente.  On  trouve  ensuite,  en  ayant  egard  a  la  formule  (52), 

^R 

-^  -+-  R  =  2 [i  —  /i»(i  —  /jl)«]  R„..„(o,o)  cosnw 

(54)  '  -+-(2a  — 3*)(3,yicos(3tv--V)4-(2a  — a«)j3,y)'cos(3(v— V) 
I  _  (,  +  3)  (3  -  5)(3jR,,_,(o,o)yj  cosV 

\  -(i4-a)(3-a)p,R,._,(o,o)Y)'cosV'. 

Dans  les  deux  dernieres  lignes,  on  pourra  faire  B  =  o.  La  comparaison  des 
equations  (5o)  et  (54)  donne 

(55)  [i  —  /i*(i  —  fx)«]  R;,,_„(o,o)  =  2SoA^^-'^)  —  BcoC^i,  —  n), 

(56)  (a*-*')(3i  =  C„         (2d~3«)P,=:C4. 

Ca  et  C4  sont,  comme  on  le  demontre,  des  fonctions  lineaires  de  p,  et  de  ^2;  de 
sorte  que  les  equations  (56)  sont  du  premier  degre  en  p,  et  pa,  et  determinent 
ces  quantites.  On  trouve  ainsi 

2(1  -h  a)A,.,(2,-3)  -  B,.,(2,-3)  +  i  A,..(3,-  3) 

^'^  33-5'-t-Bi,%(o,o)  ' 

g  _  2h-<-aU,.,(a.-3)-B„.,(2.-3) 
P«-  25_e«-t-B';;,(o,o) 
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L'equation  (55)  donne  ensuite,  pour  n  =  o, 

Ro.O  (O  ,  O)  =  2  So.o  (0,0)  —  Bo.o  (0,0); 

en  combinant  cette  relation  avec  la  formule  (49)»  il  vient 

Ro.o  (0,0)  =  i  Bo,o  (0,0) ;  So.o  (0,0)  =  J  Bo.o  (0,0) . 

Enfin,  la  soustraction  des  equations  (5o)  et  (54)  donne,  pour  determiner  (?), 
une  equation  de  la  forme 

mais  nous  ne  nous  arreterons  pas  a  Tintegration  de  cette  equation,  qui  a  ete 
consideree  en  detail  au  commencement  de  ce  Chapitre. 

On  obtient  ainsi  les  resultats  qui  concernent  la  premiere  puissance  des 
excentricites;  M.  Brendel  determine  ensuite  les  termes  du  second  degre;  mais 
les  calculs  sont  plus  compliques  et  ne  sauraient  trouver  place  ici. 

182.  Nous  ferons  cependant  une  remarque  importante:  dans  les  diverses  ap- 
proximations, S  est  determine  par  des  equations  de  la  forme 

oil  An  contient  mf  en  facteur;  si  "k^  ^^t  aussi  de  Tordre  de  m',  on  voit  qu'il  en 
resultera  dans  S  un  terme  d'ordre  zero. 
En  calculant  W  par  Tequation 

— i—   :=  S  —  2R  -h  .  .  .  , 

on  trouverait  un  terme  contenant  m'  en  denominateur.  Ces  termes  ont  ete 
nommes  parM.  Gylden  hypereldmentaires ;  ils  seraient  tres  genants,  mais  heu- 
reusement  ils  se  detruisent.  Une  circonstance  identique  s'est  presentee  a  La- 
place dans  la  theorie  de  la  Lune.  Pour  ce  qui  concerne  les  termes  hyperelemen- 
taires,  nous  renverrons  le  lecteur  aux  travaux  de  M.  Gylden  et  aux  Memoires 
suivants  de  M.  Backlund  : 

Ueber  das  Auftreten  von  hyperelementdren  Gliedern  in  der  Storungslheorie  {Bul- 
letin de  V Academie  de  Saint- Pdtersbourg,  t.  VI,  deux  Notes).  Ueber  die  kleinen 
Divisoren  bei  den  elementdren  Gliedern  in  der  Theorie  der  Planetenbewegungen 
{Astron.  Nachr.,  n^'SOSO). 
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Parmi  les  termes  dont  sc  compose  I'expression  de  t  en  fonction  de  ^,  notons 
les  suivants,  trouves  par  M.  Brendel, 

(56)  nt—...  -h  23<>,67sine)l.  —  220,59sinolUi  H- 20<>,38sinXj, 

oil  les  coefficients  ci,,  JU,  et  A^^  sont  de  la  forme  ols^  4-  a',  a  etant  extremement 
petit.  On  ne  pent  s'empecher  d'etre  frappe  de  la  grandeur  des  coefficients;  cette 
grandeur  tient  a  ce  que  Ton  a  integre  une  expression  telle  que 

a  cos(^^  -+-  b)  -h  a,  cos(^i^  -+-  bj )  -h  a,  cos(^,^  -+-  bj), 

provenant  de  la  theorie  des  inegalites  seculaires;  I'integration  introduit  les  tres 
petits  diviseurs  g,  g^  et^j.  II  nous  semble  que  des  expressions  de  cette  nature 
ne  devraient  pas  etre  integrees  sous  cette  forme  dans  Tetat  actuel  de  nos  con- 
naissances.  La  periode  du  terme  en  sin^i,  n'est  pas  inferieure  a  27000  ans,  et 
les  autres  sont  encore  plus  grandes.  Dans  ces  conditions,  nous  pensons  qu'il 
serait  preferable  do  developper  en  series  sinx,  sin^i,,  et  sin  Xj  suivant  les 
puissances  de  s^  ou  de  /,  et  de  ne  conserver  que  le  terme  en  /  et  peut-etre  celui 
en  t^  [je  trouve  qu'au  bout  d'un  siecle,  le  terme  en  /^,  dans  la  premiere  partie  de 
I'expression  (56),  est  inferieur  a  o",  2];  tons  ces  termes  a  coefficients  enormes 
n'auront  pour  effet  que  de  modifier  la  longitude  moyenne  de  Tepoque  et  le 
moyen  mouvement. 

M.  Charlier  avait  cru  (  Vierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschafl,  t.  XXV, 
p.  196)  que  I'expression  de  nt  devait  contenir  un  quatrieme  terme  ayant  un 
coefficient  de  45"", 61.  M.  Gylden  a  montre  (meme  Volume,  p.  3i5)  que  le  coef- 
licient  du  nouveau  terme  est  seulement  de  13*^,8,  quand  on  fait  un  calcul 
correct.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  nous  semble  que  les  termes  dont  il  s'agit  doivent 
etre  evites;  c'est  ainsi  qu'on  n'a  pas  cherche  a  exprimer  Tacc^leration  secu- 
laire  de  la  Lune  avec  une  serie  de  termes  a  tres  longues  periodes,  ce  qui  serait 
facile  cependant,  car  la  variation  de  Texcentricite  de  Torbite  de  la  Terre,  cause 
de  I'acceleration,  s'exprime,  comme  on  sait,  a  I'aide  de  termes  de  cette  nature. 
II  resterait  enfin  a  considerer  la  question  de  convergence  des  series  de  la 
forme  (56);  on  sait,  en  effet,  que  M.  Poincare  a  demontre  que  la  convergence 
absolue  n'existe  pas. 

La  methode  de  M.  Gylden  parait  devoir  etre  importante  dans  les  cas  de  com- 
mensurabilite  tres  approchee;  le  savant  auteur  introduit  alors  les  fonctions 
elliptiquesqui  sont  utiles,  sinon  necessaires ;  cette  maniere  devoir  sera  confirmee 
par  ce  que  nous  dirons  dans  le  Chapitre  XXV.  Le  Memoire  de  M.  Harzer  sur  la 
planete  (mj  Hccube  ('),  dont  le  moyen  mouvement  differe  peu  du  double  de 


( * )  [Jntcrsuchungen  ubcr  ci/ien  spvciellen  Fall  des  Problems  der  drei  Korper  ( Mdmoircs  de  VAca^ 
dcmic  de  Saint-P6tershourg,  7'  s6rie,  t.  XXXIV;  1886). 
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celui  de  Jupiter  (— ,  —  2  =  ~  j>  est  ce  qui  a  ete  fait  de  plus  complet  sur  ce 

sujct,  et  nous  regrettons  beaucoup  de  ne  pas  pouvoir  le  reproduire,  non  plus 
que  celui  de  M.  Backlund,  Ueher  die  Bewegung  einer  gemssen  Gruppe  der  kleinen 
Planeten{Memoires del' Acaddmie de Saint-Petersbourg^  7*serie,  t.XXXVIII,  1892). 
Dans  ce  dernier  travail,  qui  se  rapporte  aussi  aux  planetes  dont  le  moyen  mou- 
vement  est  a  peu  pres  le  double  de  celui  de  Jupiter,  I'auteur  a  choisi  le  temps 
comme  variable  independante,  et  il  a  imite  la  theorie  de  Laplace  pour  les  satel- 
lites de  Jupiter. 

Remarquons  en  passant  que  le  cas  de  —  =  (jl  voisin  de  -  est  plus  difficile  que 

celui  oil  [jL  est  voisin  de  ^1  parce  que  les  planetes  sont  plus  voisines  de  Torbite 

de  Jupiter  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second,  et  que  les  inegalites  a  longue 
periode  sont  du  premier  ordre  relativement  aux  excentricites;  elles  sont  seule- 

ment  du  second  ordre  quand  (jl  est  voisin  de  5- 

M.  Gylden  a  public  recemmentle  premier  Volume  d'un  grand  Ouvrage  inti- 
titule  Traitedes  orbites  absolues  des  huit  planetes  principales,  dont  nous  ne  pou- 
vons  rendre  compte  ici;  nous  renverrons  le  lecteur  a  I'analyse  qui  en  a  ete  faite 
par  M.  Andoyer  (Bullelin  astronomique ^  t.  XII,  p.  79). 

Nous  n'avons  aborde  directement  qu'une  portion  de  Toeuvre  considerable  de 
M.  Gylden,  et  nous  n'avons  formule  qu'une  critique  sur  la  consideration  des 
orbites  absolues  :  il  nous  semble  que,  dans  Tetat  actuel  de  la  Science,  vu  le 
nombre  restreint  d'annees  d'observations  dont  on  pent  disposer,  Tensemble 
des  termes  a  tres  longues  periodes,  telles  que  20000  ans  et  au-dessus,  devrait 
etre  remplace  par  a  -h  b/  4-  c/*,  les  termes  periodiques  pouvant  remplacer  avan- 
tageusement  les  termes  seculaires,  seulement  dans  un  avenir  eloigne. 


COMMENSURABILIT^   DES    PETITES    PLANfeXES    ET    DE    JUPITER. 


417 


CHAPITRE  XXV. 

RECHERCHES  SUR  LES  CAS  DE  COMMENSURABILITE  TRfiS  APPROCHEE 
ENTRE  LES  MOYENS  MOUVEMENTS  DES  PETITES  PLANETES  ET  CELUI 
DE  JUPITER. 


183.  Distribution  des  petites  plan^tes  d'apr^s  la  grandeur  de  leurs 
distances  moyennes  au  Soleil.  —  En  nous  rc^orlSini  kVAnnuairedu  Bureau 
des  Longitudes  pour  iSgS,  qui  donne  les  elements  elliptiques  des  890  premieres 
planfetes,  nous  avons  pu  dresser  le  Tableau  suivant,  qui  donne  le  nombre  des 
planetes  dont  les  moyens  mouvements  diurnes  sont  compris  entre  4oo"  et  43o", 
entre  43o"  et  45o",  . . .,  entre  1 170"  et  1 190" : 


Tableau  I. 

Plandtes. 

m  m 

400-4  3o I 

43o-45o I 

450-470 3 

470-490 o 

490-610 o 

5io-53o o 

53o-55o 2 

550-570 7 

570-590 I 

590-610 I 

6io-63o i5 

63o-65o 43 

650-670 18 

670-690 1 5 

690-710 7 

710-730 20 

730-750 10 

750-770 ; 25 

770-790 46 

790-810 17 

A  reporter. . .  232 


Plaodtes. 

Report.. . .  232 

810-  83o'. 26 

83o-  85o 17 

85o-  870 i5 

870-  890 6 

890-  910 o 

910-  980 10 

930-  950 19 

950-  970 18 

970-  990 i3 

990-1010 7 

ioio-io3o 6 

io3o-io5o 3 

1050-1070 2 

1070-1090 9 

1090-1110 5 

iiio-ii3o I 

ii3o-ii5o o 

1 1 50-1170 o 

1 170-1190 I 

Total 390 


On  peut  remarquer  que  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  les  valcurs 
moyennes  qu'il  faudrait  adopter,  mais  les  valeurs  osculatrices  a  des  epoques 
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determinees;  toutcfois,  les  differences  n'atteignent,  dans  chaque  cas,  qu'un 
petit  nombre  de  secondes. 

Ce  qui  frappe  dans  le  Tableau  precedent,  c'est  Texistence  de  deux  maximums 
principaux,  vers  n  =  640"  et  n  =  780",  et  de  deux  minimums  principaux,  vers 
n  =  600"  et  n  —  900".  Or,  le  moyen  mouvement  diurne  de  Jupiter  etant  d'en- 
viron  299",  on  volt  que  les  lacunes  principales,  dans  I'anneau  des  asteroides, 
repondent  a  des  regions  pour  lesquellesle  moyen  mouvement  seraitexactement 
le  double  ou  le  triple  de  celui  de  Jupiter.  La  premiere  lacune  est  moins  pro- 
noncee  que  la  seconde,  soit  parce  que  I'anneau  est  reellement  moins  dense  a  sa 
limite  superieure,  la  plus  voisine  de  Jupiter,  soit  parce  que,  dans  ces  parages, 
les  planetes  etant  plus  eloignces  de  nous  sont  plus  difficiles  a  observer.  On  aper- 

n  =  ,o5o-(i  =  '-). 

C'est  M.  Kirkwood  qui  a  attire  le  premier  (en  1866)  I'attention  surles  lacunes 
de  Tanneau  des  asteroides,  en  les  rapprochantdes  vides  de  Tanneau  de  Saturne, 
qui  repondent  a  des  regions  oil  le  moyen  mouvement  d'un  satellite  serait  le 
double  du  premier  ou  du  second  satellite.  Quelques  aslronomes  ont  ete  ainsi 
conduits  a  penser  que  les  petites  planetes  ne  pourraient  pas  subsister  si  leurs 
moyensmouvements  etaient  exactement  commensurablesavec  celui  de  Jupiter, 
Ic  rapport  etant  exprime  par  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  simples.  Ce 
ne  serait,  dans  tons  les  cas,  qu'une  presomption,  car  il  pourrait  se  faire  que  les 
petites  planetes  n'aient  jamais  existe  dans  les  regions  dont  il  s'agit,  sans  qu'il 
ait  ete  necessaire  de  recourir  aux  perturbations  pour  les  faire  sortir  de  ces 
regions. 

D'autre  part.  Gauss  faisait  remarquer  a  Bessel,  en  181 2,  que  le  rapport  des 
moyens  mouvements  de  Jupiter  et  de  Pallas  differe  peu  de  la  fraction  ^,  et  il 
ajoutait  «  que  I'attraction  de  Jupiter  doit  maintenir  exactement  ce  rapport, 
comme  cela  arrive  pour  I'egalite  des  durees  de  rotation  et  de  circulation  de  la 
Lune  ». 

Citons  encore  I'opinion  de  M.  Newcomb  (Astron.  Nachr.^  n^  2617)  :  «  On  9*i- 
magine  volontiers  que,  dans  ce  cas  (celui  des  moyens  mouvements  exactement 
commensurables),  les  perturbations  ne  manqueraient  pas  de  croitre  au  dela 
de  toute  limite,  de  maniere  a  compromettre  la  stabilite  du  systeme.  Or,  cette 
consequence  n'est  nullement  necessaire;  il  n'y  aurait  probablement  que  des 
oscillations  plus  ou  moins  Irregulieres,  et  Tequilibre  se  retablirait  incessam- 
ment.  » 

184.  Ces  opinions  diverses  montrent  que  la  question  n'est  pas  tranchce  en- 
tierement;  avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  donner  avec  plus  de  details  le 
Tableau  ci-dessus,  dans  le  voisinage  des  deux  lacunes  principales  : 


'■Vr 
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Tablfau  II. 
Lacune  correspondant  a  n=.2n\ 


/, 


»M) 


Plan^tes. 


2G0 


121. 

65. 

76 
229. 
319. 

225. 
168. 


38 1 
122 
175 
325 
108 
3oo 

154. 
286. 
3i8. 

184. 
92. 

176. 

199- 
3ir). 

ro6. 


Plan^tes. 


29, 
262 

232 

89 

355. 
292 
46. 


319. 
17. 
248.. 


//. 


55i,6 
552,9 
557,6 
562,5 
564,5 
566,9 
567,6 

57^9 

6o5,4 
6i3,5 

614,7 

614,9 
6i5,o 

616,6 

617,4 
620,5 

621,5 

622,5 

623,3 

624,2 

624,5 

626,4 
627,1 
629,6 


e. 


0,110 
0,125 
0,106 
0,170 
0,1 52 

0,217 
0,264 

0,071 
0,377 

0,106 

o,o4i 
0,202 

OjM9 
0,101 

0,04  A 

o»079 
0,012 

0,071 

0,073 

o,  102 

0,168 

0,169 

o,  i3i 

0,179 


Tableau  III. 
Lacune  correspondant  a  n 


n. 


170  868,8 


, 869,0 

869,4 

870,2 

870,8 

876,6 

881,9 

883,6 

i32 888,8 


9>o,i 

911, » 

91^,6 

9«3,2 

178 9»9»o 

'98 9>9,9 

II 9?^3,6 

189 9^5,0 

i38 9^5,7 

79 928,9 

19 93o,i 

42 93o,9 

126 931,0 

118 q3i,9 


=  3/1'. 

c. 

0 

,064 

0 

,074 

0 

,2ID 

0 

,175 

0 

,181 

0 

,108 

0 

,o3i 

0, 

,164 

0, 

,342 

0 

,175 

0 

,026 

0, 

»129 

0. 

,066 

0, 

,044 

O: 

,227 

O: 

.099 

0, 

o36 

O1 

162 

0, 

»>94 

O1 

159 

Oj 

226 

0. 

106 

0, 

^161 

I. 

o 

6,3 

7,6 
3,5 
2,0 
2,2 
10,7 
20,7 
4,5 

o 
2,0 

12,0 

1,6 

3,2 

8,6 

4,4 

0,8 
21,0 

'7,9 
10,5 

1,2 

9,9 
22,6 

i5,4 

2,3 

4,6 


t. 


14,4 
6,1 

7,8 
6,1 

16,2 
4,3 

14,9 

2,3 

24,0 

o 

5." 

16,1 

5,6 
3,8 

^9 
9,3 
4,6 

5,2 
3,2 

4,6 
1,5 
8,6 

2,9 

7,8 
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On  remarquera  que  le  nombre  des  planetes  pour  lesquelles  n  est  compris 
entre  2/1'— a  et  2/1'  est  de  beaucoup  inferieur  a  celui  des  planetes  pour  les- 
quelles/i  est  compris  entre  2/1' et  2/i'-f- cr.  Ainsi,  pour  a  =  48", 4.  le  premier 
nombre  =  8,  et  le  second  =  67  (toutes  ces  dernieres  n'ont  pas  ete  inscrites  au 
Tableau).  II  est  vrai  que  les  premieres  planetes  sont  plus  eloignees,  done  plus 
difficiles  a  observer  que  les  secondes. 

La  meme  chose  a  lieu,  mais  d'une  maniere  moins  prononcee,  pour  le  groupe 
voisin  de  72  =  3/i'. 

La  planete  (40)  Hestia  a  fait  I'objet  des  etudes  de  M.  Brendel;  (m)  Hecube  a 
ete  consideree  en  detail  par  M.  Harzer. 

Les  Tableaux  precedents  seront  utiles  a  considerer  pour  les  jeunes  astronomes 
qui  desirent  faire  la  theorie  d'une  planete.  L'une  des  plus  difficiles  serait  sans 

doute  @) ,  car  Texcentricite  est  tres  forte,  et  —  =  2  4-  7-;  mais  cette  planete  est 

peut-etre  decouverte  depuis  trop  peu  de  temps  pour  que  son  moyen  mouvement 
soit  connu  avec  precision. 

Nous  avons  mis  dans  les  Tableaux  Texcentricite  e  et  Tinclinaison  1,  parce  que 
les  trois  facteurs  importants,  pour  la  difficulte  de  la  theorie,  sont  les  valeurs 

plus  ou  moins  grandes  de  — ,  —  2,  -7  —  3,  e  et  i. 

II  semble  que  la  methode  usuelle,  celle  de  Le  Verrier,  ou  plutot  celle  de  Han- 
sen, pourra  etre  appliquee  a  toutes  les  planetes  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans  les  Tableaux  II  et  III,  et  meme  a  un  assez  grand  nombre  de  ces  dernieres. 

Pour  les  aulres,  en  assez  petit  nombre  jusqu'ici,  on  pourra  imiter  Tapplica- 
tion  de  la  methode  de  Gylden  au  cas  dc  @  Hecube,  par  M.  Harzer,  en  la  sim- 
plifiant  peut-etre,  ou  la  methode  de  M.  Bohlin  dont  nous  aurons  occasion  de 
dire  quelques  mots  plus  loin. 

Nous  allons  examiner  analytiquement  ce  qui  arriverait  a  une  petite  planete 
dont  le  moyen  mouvement  serait  a  peu  pres  le  double  ou  le  triple  de  celui  de 
Jupiter. 

185.  Premiere  mdthode.  —  Considerons,  dans  la  fonction  perturbatrice  pro- 
venant  de  Jupiter,  le  terme  d'argument 

On  a,  en  ne  prenant  que  la  partie  principale  du  coefficient, 

W  — -,m'[  4^(«)-t-a  _-     ecos0. 

2  a'        \  doL  ) 

On  pent  ecrire 
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On  a  ensuite 


et  il  en  resulte 


di^  "  ~dt  '^  df*'  '^  'dt} 
^^  —  _  A  ^ 


el  [\b^^^  -^-OL  — r—  )  sin0 


df^  ""       2  a'^a'     V  doL    I  df         dt^  ' 

j-^  et  -^  contiennent  le  facteur  m''^\  on  pent  les  negliger  d'abord,  sauf  a  en 

tenir  compte  ulterieurement. 
On  trouve  ainsi 

d^B  I 

(i)  -7-T  = m'A*sin0, 

dt*  2 

(2)  A«^_,^4^(.)  +  «__j,  «^^,. 

Laplace  supposed  constant  et  discute  Tequation  (»);  c'est  Tequation  diffe- 
rentielle  du  mouvement  du  pendule  simple;  on  en  tire,  en  multipliant  par  2dQ, 
integrant  et  designant  par  c  une  constante  arbitraire, 

dO* 

(3)  ^j-  =zm'h\cose-\-c), 

(4)  hsjm' dt=         "^^ 


\/cos  B-\-  c 

Si  Ton  a  c  >  1 ,  0  varie  toujours  dans  le  meme  sens  et  croit  au  dela  de  toute 
limite;  le  mouvement  du  pendule  est  revolutif :  c'est  le  cas  general  de  la  Meca- 
nique  celeste. 

Si  I'on  a  c-<  I,  0  reste  toujours  compris  enlre  deux  limifes  detcrminees, 
sans  pouvoir  atteindre  la  valeur  i:  si  c  >  o,  ou  la  valeur  o  si  c  <  o ;  le  mouve- 
ment est  oscillatoire.  En  Mecanique  celeste,  c'est  le  cas  de  la  libration. 

Considerons  d'abord  le  premier  cas  :  nous  pourrons  ecrire 


(5)  hslm\\  4-c)(r-  /o)  = 


(6)  Xr«^-^^<.; 

il  en  resulte 

6=1  2 am     -  h\Jm'{\  -+-  c)  (/  —  /q)    » 

0  =  -^  /i  \Jm'  {\  4-  c)  (^  —  /q)  4-  des  lermes  p^riodiques; 
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on  a  d'ailleurs 


Jo      i/l  — 


y/i  —  /r^sin'cp 

186.  Ddtermination  de  la  constante  c  —  On  a 

dd  ,      de       dm 

dt  dt       dt' 

en  laissant  de  cote  ^  et  ^  dont  il  seraitd'ailleurs  aise  de  tenir  compte,  on  pent 

prendre 

dB 

pour  I'epoque  d'osculation  des  elements.  Soit  0^  la  valeur  correspondante  de  0; 
I'equation  (3)  donnera 

(7)  (aj,— 2/1')=  = /n'A«(c  4- cos  0t). 

En  portant  la  valeur  de  c  qui  en  resulte  dans  I'expression  (6)  de  F,  il  vient 

(8)  k^^ 


6m' 


^'  - ')'" 


— 71 —  = TT^' cos'  -  • 

6/n'e    4^^^  +  a  -;7— 


II  y  aura  libration  dans  le  cas  de  ^^  >  t  ,  ce  qui  donne  la  condition 

(9)  (^_i_,j  <_.(^4,(«)_^«_^jcos«-^. 


2» 


On  pent  calculer  la  valeur  du  second  membre  par  a  =  -i  qui  repond  a 
n^  =  in\  On  trouve  ainsi 

(10)  \n^  —  2/i'|  <W  sj^e  cos  -• 


En  posant 


I-56V^cos^, 

^  2 
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on  peut  construire  une  petite  Table  a  double  entree  donnant  la  valeur  de  I,  avec 
les  arguments  ^  et  O4 ;  la  voici  : 


A  (  360* 
®M     0- 

u  (  330- 
®'      30- 

(  300* 
•(    60- 

ft      270- 
^'       90- 

^'  1  120- 

^  j2l0- 
'  (  150* 

180- 
•     180* 

e  —  o,o5...  . 

12,5 

12, 1 

10' 8 

8*8 

6:3 

3*2 

* 
0,0 

e  =  0,10.  . . 

17,7 

17, » 

i5,3 

12,5 

8,8 

4,6 

0,0 

e  =  o,i5.. . . 

21,7 

21 ,0 

18,8 

i5,3 

10,8 

5,6 

0,0 

e  =  0,20... . 

25,0 

24,2 

21,7 

17,7 

12,5 

6,5 

0,0 

e  —  0,25.. . . 

28,0 

27,0 

24,2 

i9>8 

14,0 

7,3 

0,0 

En  se  reportant  au  Tableau  IF,  p.  4i9»  on  voit  immediatement  que  les  8  pla- 
netes  pour  lesquelles  n^<C^in  remplissent  la  condition  du  mouvement  revo- 
lutif  sans  qu'il  soil  besoin  de  calculer  O^.  II  en  est  de  meme  des  planetes  @), 
@,  (§),  (318),  @),  @,  @),  @),  (m)  et  @).  II  faut  calculer  0<  pour  les 
planetes  @),  (SI),  (§),  (175)  et  ^>.  Je  laisse  de  cote  les  trois  premieres,  dont 
les  decouvertes  sont  peut-etre  encore  trop  recentes  pour  que  Ton  puisse  bien 
compter  sur  leurs  elements,  et  je  trouve  que  la  libration  n'a  pas  lieu  pour  (mi 
et  (IS) ;  cependant,  il  s'en  faut  d'assez  peu  pour  cette  derniere,  qui  reste  une 
des  plus  difQciles.  L'attention  des  astronomes  se  trouve  appelee  tout  naturelle- 

ment  sur  les  planetes 

(§),     @)     et     (S). 

11  faut  remarquer  toutefois  que  ces  trois  planetes  n'ont  ete  suivies  que  dans 
une  opposition,  et  que  la  premiere  etait  de  i5'  grandeur  et  n'a  ete  observee 
que  sur  des  cliches  photographiques;  ses  elements  sont  tres  incertains;  cepen- 
dant il  n'est  pas  impossible  que  Ton  decouvre  des  planetes  presentant  le  phe- 
nomine  de  la  libration  pour  Targument 

On'peut  remarquer  que  le  coefficient  de  t,  dans  le  developpement  de  8,  est, 
pour  X:  <  I , 


-(;)■*■*  (^y- 


-4-  .  .  . 


il  tend  vers  zero  pour  ^  =  i ,  car  le  denominateur  i  -^  (-)  i^-^  (^j  k 

est  alors  infini;  ainsi  se  trouve  menagee  la  transition  entre  un  coefficient  fini 
et  un  coefficient  nul.  Je  ferai  observer  encore  que,  quand  il  y  aura  lieu  d'appli- 
quer  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  a  des  planetes  voisines  de  la  limite  de 
separation  des  deux  genres  de  mouvement,  comme  (m),  le  module  sera  loin 
d'etre  petit;  il  pourra  meme  etre  voisin  de  i  * 
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187.  Je  crois  devoir  reprendre  par  la  methode  ordinaire  des  approximations 
successives  Tintegration  de  I'equation  (i)  que  j'ecris  ainsi 

(II)  _^_.^sin0,       p=-m'h\ 

Je  developpe  0  suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de/?, 

d'oii 

COSTa 

sin0  =  sinroH ^—^{pv\  -\- P^^'t-^P^^i) 


(i3) 


En  substituant  les  expressions  (12)  et  (i3)  dans  Tequation  (i  i)  et  egalant  a 
zero  les  coefficients  des  diverses  puissances  de/?,  il  vient 

d}Vt.  d^Vt  d}v^ 

d}v^  1     ,    . 

-^  =  —  ^j  cosi^o  -+-  -  <'i  sinPo* 

d'^v^  .  I     . 

-^TT  =  ""  ^8cost'o  +  (^1  t'j  sm  t'o  +  g  ^i  cosPo, 


On  en  tire  successivement*  en  designant  par  a  et  a  deux  constantes  arbi 
traires, 

sin^'o  sin  2(^0 

^3  =  Y^  (  5  sin'3 i'o  —  5  sin  t^o) , 


''*^6i^(j^'"^''«"'^^^"''''0^ 


II  en  resulte 


/>.;..     .    P'   .:, 


^  —  i'o  +  ^  sin  To  + 


o-r-  -j  sinro+  5-^  sin2ro4-  7^(sm3Po  —  iSsmt'o) 

0"  OO"  40  0" 

('4)  ; 

H — ^77-=  (sin4<^o  — i^sin2Po)  4-. . . , 

2D0a* 
(l5)  t'^  ^r:  a -h  0" /,  /?=:-m'A'. 
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La  convergence  de  cette  serie  (i4)  n'est  pas  demontree;  la  forme  est  difie- 
rente  de  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  haut  pour  0,  a  I'aide  de  I'expression 
classique  de  am  w ;  il  pourrait  se  presenter  des  cas  oil  Tempioi  de  la  formule  ( i4) 
laisserait  a  desirer. 

188.  Examen  correspondant  k  la  seconde  lacune,  pour  n  voisin  de  3/?'. 
—  On  a  ici 

0  =  4lH-2GT  — 3!^'; 

on  en  tire 

h'^z=  -  — -  eM  21  &<')  4-  loa  —, h  a'  -t-t-    • 

4  a*       \  d(x  doi^   J 

En  operant  comme  precedemment,  on  trouvc  que  la  condition  pour  qu'il  y 
ait  libration  est 

(/ij  —  3/i')*<  -  m'  -^  e*sm*  -'  (2i6<»)  4-ioa  —7 1-  a'  -7—*-    » 

2         a*  2   \  aa  d(x^   J 

d'oii,  en  reduisant  le  second  membre  en  nombres  pour  la  valeur  a=  -p,  qui 

V9 

repond  a  /i,  =  3/i'  : 

I  n.  —  3n'  i  <  52''e  sin  ~  • 
'  '  2 

On  trouve  que,  sur  les  23  planetes  du  Tableau  III,  p.  419*  22  donnent 
I  /2^  —  3n'  j  >  52"^  >  52"^  sin  -  ;  done  il  n'y  a  pas  de  libration,  sans  qu'il  soil 

besoin  de  calculer  0< ;  il  n'y  a  que  la  planete  ^m)  pour  laquelle  le  calcul  de  6, 
soit  necessaire.  Je  trouve  0,— 69*^,2,  3/^  — /?,<  10",  i ;  or  3/i' — /i<  =  8",6; 
done  la  libration  existerait  pour  la  planete  (i5)  qui  se  signale  ainsi  a  I'attention 
des  astronomes;  toutefois,  on  est  bienpres  de  la  limite,  et  des  calculs  plus  com- 
plets  seraient  necessaires  pour  affirmer  I'existence  de  la  libration. 

Les  considerations  precedentes,  empruntees  en  partie  a  Laplace,  ne  peuvent 
etre  admises  qu'avec  une  certaine  reserve,  et  dans  une  premiere  approximation. 
M.  Gylden,  en  tenant  compte  des  termes  que  nous  avons  laisses  de  cote,  arrive 
a  une  equation  differentielle  de  la  forme 

^  =  -  i  m'/i«  sin  ( 9  -h  ).)  -4-  V, 
dt^  2  ^ 

dans  laquelle  X  et  v  sont  de  petites  quantites  variables;  h  n'est  plus  constant. 
T.  -  IV.  54 
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II  s'est  occupe  de  rintegrationde  cette  equation  dans  son  beau  Memoire  Unter- 
siichungen  iiberdie  Convergenz  der  Reiheriy  welche  zur  Darstellung  der  Coordinaten 
der  Planetenangewendel  werden {Acta mathematical  I.  IX).  On  pent  consultcr  sur 
le  meme  sujet  le  Memoire  de  M.  Harzer  sur  la  planete  @)  Hecube,  dont  nous 
avons  deja  parle  (p.  4*5),  et  le  travail  de  M.  Backlund,  egalement  mentionne 
(p.  4i6). 

Nous  aliens  maintenant  confirmer  les  resultats  precedents  par  une  autre  voie 
que  nous  avons  indiquee  il  y  a  quelques  annees  {Comptes  rendus  de  V Academic 
des  Sciences^  t.  CIV,  p.  25c),  et  Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  i83). 

189.  Deuxi^me  mdthode  pour  les  cas  de  commensurabilitd  tr^s  appro- 
ch6e.  —  Considerons,  pour  simplifier,  le  mouvement  d'un  asteroide  P  de  masse 
nulle,  se  mouvantdans  le  plan  de  Torbite  d'une  planete  P'  (Jupiter)  supposee 
decrire  autour  du  Soleil  un  cercle  de  rayon  a\  Si  nous  prenons  pour  plan  fixe 
le  plan  de  I'orbite  de  P',  les  elements  de  P  seront  au  nombre  de  quatre  seule- 
mcnt,  a,  e,  xs  et  e. 

Soit  R  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  Taction  de  P'.  On  aura  les  for- 
mules  connues 


(i6) 


I  da         2    dli 

de 

1  dt        na  de  ' 

dt 

1  dfs      y/i      e*  dW 

de 

\   dt           na^e     de  ' 

dt 

na}e     oxs  na^e         as 


-  i  —  \/i  —  e^  dR 


de  2    dH        , r  I  —  \J\  —  e^  dR 

dt  na  da        ^  na^e         de 


R  =  x«m'  r  ^  — ^  --  -  -r-  cos(r  -  ol , 

LV'*''-^"* — 2a'rcos((^  —  4j)        ^"  J 

x*i=/i*a',         x*(i -h  m')  —  w'*a''; 

v^iJ^  sont  les  longitudes  des  deux  planetes.  L'argument  general  du  develop- 
pement  de  R  est  une  combinaison  lineaire  de  ^,  i^'  et  gj,  ou  plutot  de  ^  —  cr  et 
^'  —  tar,  et  Ton  peutecrire,  en  designant  par  i  et  i  deux  entiers  quelconques 
dont  Tun  pent  etre  pris  posilif. 


x«/n' 


R  =  -?^  yyC,.rC0s[i(C--t^)-*''(^'-^)]. 


aa'   ^^ 


I     I' 


RemplaQons  a,  ^,  gt  et  e  par  les  nouvelles  variables  L,  G,  /  et  g,  definies 
comme  il  suit 


^^-.=fn 


dt-{-e  —  CT,         g  =  ^  —  ^'z=:t«j  —  n't  —  e'. 
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Nous  trouverons  aisement  les  formules 


dL      dR 

dG      dW 

dl"  dl' 

dt       dg 

dl            (m 

dt      "      dL' 

dt 

'        dG 


Si  I'on  pose 


X* 


a  =  R  H V  n'^Jaii  —  e^') , 


on  obtient  sans  peine 

dL_       dA  dG_       dA 

~di~       dl'  dt~~       dg' 

(17)  / 

\  dl  dA  dfr  dA 


dt  '"      dL'  dt  ~       dG' 


Les  equations  differentielles  (17)  admettent  Tintegrale  de  Jacobi, 

^R.  =  const. 

Considerons  le  terme  non  periodique  de  a,  et  un  terine  periodique  deter- 
mine; nommons,^^  I'ensemble  des  deux,  de  sorte  que 


(19)  A^-=: 1 ^      ^    _ -' ,-  Co,o r  ^i.i  COS(ll-hl'g). 

ia  a's/a!  2  a'        '  2  a'       *  ^  °' 

Nousallons  montrerque  Ton  peut  integrer  rigoureusementles  equations  (17), 
en  y  remplagant  A  par  ^o-  Nous  choisirons  /  et  i'  de  maniere  que  Targument 
il-h  f'^corresponde  aux  inegalites  a  longue  periode;  e'est  en  somme  la  methode 
de  Delaunay  que  nous  allons  appliquer.  On  sait  que  le  coefficient  C//  depend 

du  rapport  a  =  ^  et  qu'il  contient  le  facteur  e^,  h  designant  la  valour  absolue 

CM) 

de  £  —  i'.  On  peut  ecrire 


p  et  ^  designant  des  quantites  de  la  forme 


o 


Aq  ~t-  A|  6    -T~  AjC    — p  .  *  .  1 


oil  Ao,  A|,  ...  sont  des  fonctions  de  a. 
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On  aura  done 

^ao  =  -  B  -  A  cos9,  Q-il-^  i'g=iil^  tX'4-  {i'  -  0  gj, 

(.0)                ,A--ij5:eH(.,e^),  A^U-e'l, 


dt 

dl 
dt 

2v/«(l- 

-e') 

rfG 

OA, 

rf< 

Off 

ds; 

dAo 

(21) 

""  c^^  "~       dG 

Les  deux  premieres  equations  (21)  donnent 

(22)  -,,  =:/Asin0,         -y-  -  i'As'inO, 

at  at 

d'oii  cette  integrale 

i' 

(23)  G  —  -L  4-  const. 

L'integrale  Ro  =  const,  des  equations  (21)  donne  d'ailleurs 

(24)  ACOS04-B  — C, 

en  designant  par  C  une  constante  arbitraire.  Si  l*on  elimine  0  cntre  la  premiere 
des  relations  (22)  et  la  formule  (24),  il  vient 

.    li*  X  .  f  dlj 

(25)  ldt=: 


V/A'— (C-B)* 


Les  equations  (23)  et  (25)  determinent  L  et  G  en  fonction  de  l  et  de  trois 

constantes  arbitraires;  (24)  donnera  ensuiteO  en  fonction  des  memes  elements. 

L'equation 

dl  0.^0      ^B  ^dk 

dt=--dL=dL'^'''''^dL 

donnera  /,  et  g  sera  fourni  par  la  relation 

e=zii-^  i'g. 

190.  Transformation  des  formules.  —  Designons  par  a^,  ^f,  6,,  A,  et  B, 
les  valeurs  de  a,  e,  6,  A  et  B  pour  /  =  o.  Les  equations  (28)  et  (24)  don- 

neront 

//     _        

(26)  v^*  — e*)  =\/ai{i  —  e\)  -h  -r  {sja  —  sja^). 


(27)  C  =  Ajcos^,  -hBi. 
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Nous  poseroDs  ensuite 


^1  I 


,7 


(28)  \   «  « 

a    =2  a,  (i -h  ;r),         a  =1:  ai(i -h  a?). 

Nous  introduisons  une  petite  quantite  x,  afin  de  pouvoir  proceder  a  des 
developpements  en  series.  En  combinant  les  formules  (26)  et  (28).  on  trouve 


(29)  {  e^  =  e\-^xsji  —  e\  (sj i  —  e\  —  l)-\-..., 


I i  V^'  —e\—\) 

—  e^-\-  x\^\  —  e\  ^ ^ ■   4- 

Faisons  encore,  pour  abreger, 

(3o)  \ 

ct  designons  respectivement  par  x^,  x^  x\^  ifci,  iib'^  et  iib^  ce  que  deviennent 
CCS  quantites  quand  on  y  remplace  a  et  e  respectivement  par  a,  et  ^,.  Nous 
trouverons,  en  utilisant  les  formules  (20),  (26),  (28),  (29)  et  (3o), 


S.\£>    , 

de 

—   Jv)    f 

da 

!'!•', 

dwu 
de 

=z  Db'', 

»-'''=^[^.-^-^^v/«.r'-^?)-2\/«c-o] 


x'  m' 


2a 


7-[9(a,e«)  — 9(ai,e?)], 


>^''^'     Z'    ..  /       / ?  \/i  —  ^? — ^  .  i.\ 

H T-o:     ajDb;  -f-  Vi  — ^f  ^^^ ^ '^^K     -H  •  •  •  ^ 

2  a'        V  2e,  V 


A  zn 


^  |^x,+^^ai.\.; +v^j-ej  -^-^^1 — x;)-f-...J, 


TL^  m' 


2  a' 


(3j)  a,— ^^-^  Ll,J +  2Xia:^«iX', -hy/i --e*^— ^^ A>'[]    {-..A 


On  aura  ensuite,  en  ayant  egard  a  la  forraule  (27), 

C-B=AiCos^i-hB, -B 
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et,  en  tenant  compte  des  expressions  precedentes  de  B  et  de  A,, 


«!  4 


ou  bien 

(32) 


-4-  m'X,  cos^i  —  m'x  f  a,  iiJ>',  ->r\Ji  —  e\  — — iH»;  j 


-h  . 


C  —  B  =  -^    D,x  -+-  D^x^  -+-..."»-  /w'(Jl.,  COS0,  -h  Ei^  -+-...)  h 
ia  I  J 


en  faisant,  pour  abreger, 


(33) 


E,= 


-  a,Hl>;  -H  y/i  -  e\  ^ ^^— -^  ^»i>; , 


2(?, 


Faisons  de  meme 


(34) 


Fi  zz:  2aiX;  -  V^i  -  ej  ^- — ^ ^  .1,; , 


e, 


et  la  formule  (3i)  nous  donnera 


(35) 


A*=: 


x*/w'« 


'-—^{^x\  4-X1F1J7-+-. . .) 


Si  Ton  porte  dans  I'equation  (23)  les  valeurs  (32)  et  (35)  de  C  —  B  et  de  A^ 
et  que  I'on  ait  egard  a  la  relation 

L  =r  X y/a  =1:  X  y/aia'(i  -\-  x) , 

on  trouvera  aisepient  la  formule 


(36) 

oil  Ton  a  pose^ 


in' 


(37) 


U  nr  m'»(Jl»;  +  <A.,P,^-h  .  .  .  ) 

—  [Dja?-i-  D,^'  4-. .  .-f-/w'(olUtCOs6i  H-Eix  -4- .  * .  )]*; 


I    •  •  •  » 
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ce  qui  peut  s'ecrire  aussi 

f  U,  — m'    2JU,  sin*  —  +  j?  (  -  F,  —  K,  j  -h. . .     —  D,.r—  D,^*  — . . .  . 

On  a  aussi  les  formules 

A  -h  C  -  B  =  2  A  cos«  -  =  -^  U, , 

1  2  2  a' 

(3q)  < 

(  A- C  + 8  =  2  A  sin*  -=  J^U,; 


2        2  a' 


COS0  =  : ) 


d'oii,  en  vertu  des  relations  (Sa)  et  (35), 

,,    ,                            ^       D.^r  H- D,;r' -}-...-+- /n'(eA9|  cos0i -f-EiJ7  4-. . .) 
( 4o )  cos  &  = 


/w'  (  JU,  H —  F,  a?  -h . . .  ) 


191.  Discussion  de  rSquation  (36).   -  On  doit  avoir  constamment 

(40  U,U,>o, 

car,  X  etant  necessairement  petit,  la  quantite  {\  -\-  x)\],  qui  figure  sous  le  radi- 
cal de  la  forraule  (36),  sera  positive  si  Tinegalite  (40  est  satisfaite,  et  reci- 
proquement.  L'expression  (33)  de  D,  montre  que  cette  quantite  est  petite 

seulement  quand -7  difffere  peu  de  -;  s'il  en   est   ainsi ,    Da   est  voisin   de 

T-v/a,.  Si  D,  n'est  pas  tres  petit,  on  peut  prendre,  dans  une  premiere  ap- 
proximation, 

U,  =  2m' JU,  cos'  —  -h  Di^, 

2 
Q 

Uj  =  im' Xx  sin*  —  —  I),^. 

2 

La  formule  ("36)  donne  alors  simplement 

dx 


{i'  n'  —  ini)dt  =  — 
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On  en  conclut,  en  integrant,  et  determinant  la  constante  de  fagon  que  5?=  o 
pour  /  =  o, 

a:  s'exprime  done  tres  simplement  a  I'aide  des  fonctions  circulaires,  et  oscille 
entre  deux  limites  qui  sont  de  Tordre  dc  m'\  il  en  est  de  meme  de  a  et  de  n. 
Les  choses  se  passent  autrement  quand  D^  est  petit.  En  supposant  petit  le 

rapport  rr-  et  retenant  les  termes  principaux,  on  voit  que  les  expressions  (38) 

de  U|  et  de  Ug  deviennent 

Q 

U,  =:  2m'ol>i  cos'  —  H-  D,:r  "h  D,^', 

2 

Uj  =  am'cl).  sin'  —  —  D^x  —  D,^'. 

2 

Les  trois  termes  conserves  dans  U<  et  Uj  seront  de  I'ordre  de  m'\  les  termes  qui 

n'ont  pas  ete  ecrits  seraient  de  I'ordre  de  m'  \lm\  de  /^^'^ La  formule  (36) 

doit  etre  remplacee  par 

(42)    —=dt  — 


^^*  t/'^(2m'X,  cos'  —  -hD,a:4-I)i^')  (2mM,iSin'—  —  DiJ?  — D,^M 

X  est  done  une  fonction  elliptique  de  /.  Cherchons  a  obtenir  la  forme  cano 
nique  en  posant^ 

(43)  -=^-rDV 

Nous  trouverons  aisement 

(44)   U^dt=.  "^^ 


^*'  /  8D,/n'X,  cos»^  — D»        /dJ  4-8D,m'X,  sin»^' 

II  V  a  trois  cas  a  considerer. 
192.  Premier  cas. 

(45)  DJ>8D2/w'cA»,cos'^ 

On  peut  poser 


7' 


DJ  —  8D,mM,i  cos'  ^  Df  4-  8D|/n'Jlo,  sin'  -i 

"  ._  2 


( 46 )  p*=^ rjii .         />''  = 


4d;  a-  -  4DJ 

,o        •       2m'4«, 


> 
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3  i'      — 

et,  en  remplacant  O^  par  sa  valeur  approchee  v-y/ai.  la  formule  (44)  de- 

i\  I 

viendra 

(47)  U'n'dl=  '''■ 


On  doit  avoir 
En  faisant 

J-^^-;^—  Sill>), 

la  formule  (47)  devient 

3  .,    ,  .  do 

-i-n'dt  — 


4  v'//*— (y9'2  — /?«)sin»9 

On  en  conclut,  en  designant  par  c  une  constante  arbitrairr, 

3 
o  =  am  u  ,         ^/  —  y  p' t'  h\t  -A-  c),  mod.  /, 

(49)  '/.,_,        P', 

A   —  I <:^  I  , 

y  zrz  p'  A  am  u . 

Les  (ormules  (4o)  et  (43)  donnent 

I     /  i)» 

cos 9  "-    7Zr-r    ^^^y'  -^  '^''"^^"^  ^^^^1  —  TTT 
fn  ei  I  \  4  Uj 

Si  I'on  remplace  j^  par  sa  valeur  (48),  puis/?'^  et  />^  par  leurs  expressions  (46). 
il  vient  simplement 

COSO=:COS2©,  d'ou  0  —  ±1  2  ©  . 

On  irouve  ainsi  eet  ensemble  de  formuk\s  : 

A^  — 


I),  -+-8l).mM>,sin*-^^ 


(5o)  {  0, 

^     ^  »  1)J  — 8l),mM,cos*  ^^ 

i.-t '"  ^ 

1-/-= ^>o, 

2 


(5.) 


3 
0=:2am£/,         u^=- p' i' n' {I  -\^  c) 

■4 


•I  \),.i  :r^  -  I),  4-  i/l) ;  -h  8 1),  'u'  I »  sin'  -^  A  am  if. 


1 


T.  -  IV. 


5  J 
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On  voit  que  Tangle  0  augmente  sans  cessc,  jusqu'a  Tinfini.  Lorsquc  D^  n'est 
pas  trop  petit,  Texprcssion  (^)o)  de  k'  est  tres  petite,  de  Tordre  de  m\  ct  Ton 
peut  prendre  les  fonctions  circulaires  coinine  premiere  approximation,  ainsi 

qu'on  Fa  fait  ci-dessus  ;  mais,  si  D,  est  de  Tordre  de  ym',  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  represente  k^  contiennenl  le  facteur  m\  et  P  est  fini,  ce  qui  est  un 
point  fondamental. 

193.  Nous  aUons  appliquer  la  solution  precedente  en  supposant  V  —  2,^  i  =  \ , 
de  sorte  que 

Nous  considererons  done  le  groupe  des  asteroides  dont  le  moyen  mouvement 
est  voisin  du  double  de  eelui  de  Jupiter.  Nous  aurons  alors 

(52)  D,  ^v'^^if'-* 7)'         Dj— -yai     approximalivemcnt. 

On  a,  d'ailleurs, 

oil  W^^  represente  la  transcendante  bien  connue.  L'expression  (5o)  de  P  don- 
nera 


(53) 


\    •» 


J  .i..l  ^' 


(;ii-2J'-.a;si»'- 


oil  Ton  a  fait,  pour  abreger, 

flb^^)\        1 9.  rn' 

On  a,  par  hypothese, 


(54)  (7?  =  —j--^  [!,br')  4_ «^  __ ]  ^  ___.  a.,. 


(55)  (5-.  J 


o-f  cos*  -  -  • 

*  2 


L'expression  (4G)  de/?'^  donnera,  en  ayant  egard  aux  forniules(52), 

(56)  3^'^y/"(^;;^-2y-i-aJsin^^^ 

Les  formules  (5i)  donneront  ensuitc,  en  adoptant  les  notations  des  Funda- 
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menta  de  Jacobi, 


(57) 


3  I  Q 

u  =  -p'n'it-hc)  zz  -  i  /  (/ii—  2/i')«H-(jJ/i'«sin*  -  (^-hc), 

K         i-h^*  K        2(14-7*)  ^ 

aDjO-  =:  —  D,  =iz  i/DJ  4-  8D,mM,,  sin«  -* 

X  — jr     I  H ^  COS  -T5^  -4-        ^     .  COS 


2KV 


2KV         ,-H^i--'  K        14-7*  K 

c 

II  faut  savoir  avec  quel  signe  on  doit  prendre  le  radical.  Nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idees, 

/ii>2/i';         done        D,  <o. 

En  supposant  m'  =  o,  on  trouve  aisement 

CTi=^o,         Ar=:o,        7  =  0,        K^=-; 

il  est  clair  que  Ton  doit  avoir  aussi  x  =  o;  done  on  doit  prendre  le  signe  — ,  et 
il  vient 

(58)  3a:=  -7  —  2  —  3p'  — =7      I  H ^-^COS  -rr-  H ^^  COS —=7 h.  .  .  ). 

^  n'  '^2K\         14-7*  K         14-7*  K  / 

On  a  ensuite 

et  il  en  resulte 

/I  =  /I  J  2  -  ^  j  4-  -  /?'/i,  A  am  w, 

/ex  /  '^l  \         o     /  ^    /  ^7  TTW  47*  27rtt  \ 

(59)  /I  — /I,     2 ^     4-3y>'/l,  7-^      I  H ^  cos  -j^r  H ^  COS  -|7 h.  ... 


Si  Ton  remplace  Aamwpar  ses  deux  limites  i  et  \/i —A^,  on  trouve  que  Ton 
doit  avoir  constamment 


On  obtient  ainsi  les  limites  entre  Icsquelles  n  varie.  II  est  interessant  de  sa- 
voir si  la  limite  inferieure  de  n  est  >2n',  de  sorte  que  Ton  ne  puisse  jamais 
avoir  exactement  n  =  2/1'.  On  est  ainsi  conduit  a  considerer  I'inegalite 
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ou  bien 


'h\/  {'^\—  2//)-  — (7  J /i'*  cos*-  >  {n 


-  in 


Posons  pour  un  moment 

/?, —  2n'r^pn\  /!*=::  <7 J  cos'  —  » 

etrinegalite  precedcnte  donnera 


d'oii 


p«>AMi4-  '     ^'' 


4  i-^pJ' 
h  est  petit,  et  I'on  en  deduit 

^  (2  4-/0 


»  _  o  \    -^  ^s 


-;   —  2       >  0-f  COS'  —  +  7  O"!  COS*  —   4- 

n'         J  *  9-4  2 

Done,  si  cette  inegalite  est  satisfaile,  on  aura  toujours  n^in'.  On  pourrait 
avoir  a  un  moment  donne  n  ~-  in\  si  I'on  avail 

(7?  COS*  —  <      — !   —  2       <  <7r  cos'  -^  4-  7  (7!  COS^  —  • 
*  2  \/^'  /  *  2  L\      *  2 

Mais,  les  deux  limites  de  (^  —  2  j  sont  tellement  voisines,  vu  la  petitesse 
de  Co  que,  pratiquement,  elles  peuvent  etre  confondues,  et  nous  pouvons  ad- 
mettre  que,  dans  notre  premier  cas,  —  restera  toujours  au-dessus  de  2. 

Soit  /lo  le  terme  constant  de  n ;  on  aura,  d'apres  la  formule  (Sg), 


(60) 


"«=''^(^-i^)-^^^''^^fk 


(61)  /I  Z=  /lo  4-  3/>'n|   ^  ^y-j 


a             7r«           <7*             2  7r« 
■ -^  cos  -|T-  -i ^ — 7  cos  -^ h 


•  •  I  • 


On  en  conclut,  en  integrant  et  tenant  compte  de  Texpression  (57)  de  w, 

(62)  I  ndt  —  n^t  H ^    ^,  sm  -^  h — ; — ^~  .,  sm  -=7 h. . .    . 

194.  Occupons-nous  de  determiner  la  constante  c.  Nous  pourrons  ecrire  a 
volonte  Tune  des  conditions 

0=1 9i,        ou        x=zo,        pour/.— o. 
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Ell  representant  par  Wo  '^  valeur  corrcspondante  do  u,  les  equations  (J7)  ct 
(58)  donneront 

(00)  Oi  —  -vr-  -I ~  sill  -,, — —        TT  sin  -,, h  . .  . , 

K         14-7^  k         '-^'(i-i-v*)  K 

O  zz:  —  —  2  --  3y>'  -7-      I    i ^;  cos  -^-    H -'— r  COS  — rr h  •  .  •      . 

Cette  derniere  formule  pent  etre  transformee  au  moyen  de  la  relation 


n 


■+-  (7,  Sin'  —  — 


v=v(^-') 


- .   —  2 


V 

On  trouve  ainsi 


y/i-Zr^sin^^ 


(64) 


,v.  /  ,,     .     «^!  7;      /  47  7:^/0  47  2r.Uo  \ 

4)         i  /  I  —  A'  sin-  -i  z=  —T  (  iH ~'—^  cos  -17-°  4-       '   .  cos  — ^—  -1- . .      . 

V  2        2K  \         I  -h  7-  K         I  -H  7*  K  / 

Les  equations  (63)  et  (64)  donnent  la  meme  valeur  pour  !/«;  nous  emploie- 
rons  la  premiere,  qui  se  prete  mieux  aux  approximations  successives. 

II  convient  maintenant  de  procedcr  a  des  developpements  en  series  suivant 
les  puissances  dek^;  nous  emploierons  pour  cela  les  formules  connues 

_  A-*       k^       2 1 A^       3j_k^ 

7  —  ~7»   ~^  o~  ~^  /      •"  /o     '    •  •  •  J 

La  formule  (63)  sera  reduite  a 


61=  -^  4- 47  Sin  -j^    +27' sin  — j^; 


on  en  tire 


7:^/0 


K 


=  ^1  —  47  sin(?i  -h  67*  sin2  (^1, 


(65)  !E£.^5._^(^,^.^'j,i„5,  +  ^A^sin2(?,. 

Si  Ton  pose 


^,    _    t:    __0'^i-^-' 


)2-h(7j/i'^sin»^ 


(66)  m  =  3/?'/i'  -'•.  ~ 


on  aura 


I  •+- 


(jy-(H)""  • 


//u    \  -  Till  7:Uq 

(67)  X^TT"^'^ 
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Les  formules  (57),  (65)  et  (67)  donneront 

4 

A"* 
H js  [16  sin  (w^ 4-^,)  —  16  sin0,-f-  sin(2m^  4-2  0,)-f-3  sina^,  —  8sin0,cos(/n/-f-  ^,)] 

-f- 

Nous  nous  bornerons  k 


I  (j?/i'* 


(68)  0  =  ^,  -h/n/-i-  ^ ? ^  [sin(/n/-+-^,)  — sin^,]. 

On  aura  ensuite,  en  partant  de  (61), 

(69)  n=:/l,-h  ^  ^'^^^ [cos(m^4-0i)  — COS^l], 

i/(/ii—  in'Y  4-  aj/i'*  sin=  -i 

,     V  I  cr?/i,/i'cos(5i 

(70)  n^  —  n,  —  -^ '—^ ? 


i/(/i,  — 2/i')*H-cr}/i'*sin*  ~ 


La  formule  (62)  donne  de  meme 


ndt^=in^t-\-  ^ ^ — ^^ ^  sin(An^4-  0,). 

(/i,-2/i')>4-(7j/i'»sin»-i 

Lorsque  n,  —  2/1'  n'est  pas  tres  petit,  les  formules  (69)  et  (71)  peuvent  etre 
reduites  a 


I     cr'/ij/i' 


/I  =z/l,  4-  ^  ! — y  [C0S(/nf  4-  0,)  —  COS0,], 

o  ll\  —  2  /I 

II  est  interessant  de  voir  que  les  petits  diviseurs  n,  —  2ai'  et  (n,  —  2/1')' 
sont,  dans  la  theorie  actuelle,  remplaces  respectivement  par 


4 /(/I,—  2 /i')' -ho-  Jsin*  —     el     (/i,  —  2^')*4- o-J  sin*  -  • 

II  y  aurait  lieu  de  presenter  ici  le  calcul  de  ts;  mais,  pour  ce  point,  je  ren 
verrai  le  lecteur  au  Bulletin  astronomique  (decembre  1895). 
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195.  Deuxi^me  cas. 

(72)  D5<8D2mM,iCOs2-. 


Si  Ton  pose 


(73) 


2 


4D? 

la  formule  (44)  devient 


r,i'n'  dl—  - 


4  ^(^i4-/.)(^'2__-^r) 


J  variera  de  —  p'  a  -+-/>'.  Soitpose 


on  aura 


3  ,   .,_  ^^ 

3  

^  =iamw,        «  =  7  i'n's/p'^-\-p'''{t-hc)  (mod.  A:), 

4 


(74)  <;t«--^e^<r 

jr  =:/>'cosam«. 

On  est  ainsi  ramene  a  un  module  <  i . 
Les  formules(4o)  et  (43)  donnent 


cos  6  = 


4D 


2 


d'oii 

2sin--  =  D   ElzL}l^^^lElsin^^ 
sin  -  =  —=====—  sin^L  =  it  A: sindi 

2     ^jyrz^ft 

Q 

On  voit  par  cette  derniere  tormule  que  sin  -  ne  pent  jamais  depasser  k  en  va- 

leur  absolue;  done  0  ne  pent  jamais  devenir  egal  a  iSo**;  il  oscille  autour  d'une 
valeur  moyenne  egale  a  zero  :  c'esl  le  cas  de  la  libration ;  le  coefficient  du  temps 
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dans  0  est  nul.  Les  formules  finales  sont,  dans  le  cas  de  i'  =  2, 


\)\  -hSD.mM.,  sin-  - 


(7^) 


SD.mMi 


81),/;jMo,cos--  -  D; 

,  _  r-  -  — ^ ^ 


(76)  \  siDi.rr^- I), -f-i/l)J-h8!),mM.,  siii^  -  cosanw/, 


.6         ... 
sin  -  -—  _ii  A' sin  am  e^ 

2 


L'exprcssion  precedente  de  .r  prend  une  autre  forme  quand  on  remplace  D, 
et  Da  par  leurs  valeurs  (52),  et  que  Ton  introduit  Texpression  (54)  de  a, ;  on 
trouve 


(77)  3.r  =  — i  —  2  H-  i /(  -J  —  2  j  -\-  (j\  siii^  —  cosanif/. 

On  en  conclut 


(78) 


n  :=  n,  [2  -  ;^^,  -  I  y/(^  J  _  .^  .^  ^.  ,i„.  ^^  cos  am /.J 


On  a  done  les  limites  de  n 

N'</i<N% 

en  faisant 


Je  dis  que  Ton  a 

N'<2/i'     el     N">2/i'. 

La  premiere  de  ces  inegalites  revient,  en  effet,  a 


(/i,  —  2//)^  4-  n,  K/\n,  —  2/i')«  4-  (7^^'-  sin*  ^  >  o, 


et  la  seconde  peut  s'ecrire 


^i\/ {'h—  2/i')'4-(7i//-sin*  ^  >(,i^_2,i')2, 
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d'oii,  en  elevant  au  carre  et  reduisant, 

Q 

4 ( /ii  —  2  /i')* /i' ( /ii  —  /i')  -f-  cr^  /I J  /i"  sin'  —  >  o ; 

ce  qui  a  bien  lieu,  car  /i,  est  >  n\ 

II  resulte  de  la  que  /i,  variant  periodiquement  entre  deux  limites,  Tune  infe- 
rieure,  I'autre  superieure  a  2.n\  sera  necessairement  egal  a  2/2'  a  un  moment 
donne.  En  faisant  dans  Tequation  (^S)  n=  2/^^  et  designant  par  w,  la  valeur 
correspondante  de  w,  on  trouve 


^^\/ini-2n'y-h<j\  n'-  sin»  ^ 

cette  quantite  est  tres  petite  en  valeur  absolue,  car  le  numerateur  est  du  second 

ordre,  etle  denominateur  du  premier  seulement;  ainsi  ami/i  est  un  peu>-; 

aux deux limites qui  correspondents  N'etN",  ama  =  o,  ou  =11;  donc/2  devient 
egal  a  2/2'  quand  ami/  est  sensiblement  egal  a  la  moyenne  arithmetique  de  ses 
valeurs  extremes. 

On  voit  ainsi  que  les  moyens  mouvements  sont  exactement  commensurables 
a  un  moment  donne,  sans  qu'il  en  resulte  aucune  instabilite;  les  oscillations 
sont  regulieres  de  part  et  d'autre,  et  la  circonstance  de  la  commensurabilite 
exacte  se  reproduit  periodiquement;  cela  est  conforme  a  ce  qu'avait  presume 
M.  Newcomb. 

Remarquons  que  la  condition  (72),  relative  a  la  libration,  peut  s'ecrire 

Elle  est  identique  a  la  condition  (9),  que  nous  avons  rencontree  dans  la  methode 
de  Laplace,  en  tenant  compte  de  la  relation  approchee 


f        n'        I 

<xl  =  —  —- 

ill        2 


196.  Troisi^me  cas.  —  Reste  enfin  a  considerer  le  cas  de 

DJ=r8D,m\l,,cos«^, 

2 

(79)  {  ou  bien 

T.  -  IV.  56 
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L'equation  (42)  donne  ici 

-  n  at=:  

2 


on  a  d'ailleurs 
d'ou 

a 


(-l-4)\/f-(--T-4)* 


Pour  integrer,  on  pose 


(80)  ar  -+-  ~  cos  -  =  -ji  sinx; 


il  vient  alors 


2  sinx 

lang  ^  =  €E« 


Pour  determiner  la  constante  C,  nous  remarquerons  que  x  =  o  pour  /  =  o; 
a  relation  (  80  )  donne 


sinyrzicos  — > 
^  2 


d'oil 


sm  -= 

•^        H-sin  — 

2 


v; 


II  vient  done 


(81)  j:  =  -5^008  — 


I  I  4-  sin  -i  -i-  (  I  —  sin  —  1  £*'»'• '        J 


On  a  ensuite 


sin^4-(i  — sin^^E^t'*'' 


0, 


II  n'y  a  plus  d'oscillation ;  t  croissant  de  zero  a  I'infini,  x  varie  de  o  a  —  -j  cos  -^ 
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et  72  de  /i|  a 

«.(.  +  i<X.C0S^)-«.[.+i(j-2)]  =  ^,. 

Nous  avons  ici  un  exemple  des  solutions  appelees  asymptotiques  par  M.  Gylden; 
leur  etude  approfondie  est  due  a  M.  Poincare. 

197.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  le  calcul  sommaire  qui  resulte  des  for- 
mules  de  Laplace  conduit  pour  la  libration  a  la  meme  conclusion  que  notre 
calcul  plus  complexe.  Ce  dernier  presente  neanmoins  des  avantages  qui  sont  a 
considerer  :  il  permet,  en  effet,  de  tenir  compte  des  termes  negliges,  et  pent 
etre  ainsi  complete  facilement.  On  pourrait  en  outre  avoir  egard,  par  le  meme 
procede,  a  tons  les  termes  ayant  pour  arguments  6,  26,  36,  . . . ,  en  prenant 

Ro  ::^  —  B  —  A  COS0  —  A'  C0S2  0  —  A'^cosS  0  — 

On  aurait,  en  effet, 


(87) 


rintegrale 


-77  =  «(Asin0-h  2  A' sin 2 0  4-  3 A*' sin 2  0-+- . .  .)> 
at 

—  =  t'(Asin0-h  2 A' sin 20  -h  3A''sin2  0  h-  . . .); 


(88)  G  =  4 L -4- const. 

subsiste  done  encore ;  on  a  d'ailleurs 

(89)  B  -hAcos0-h  A'cos20  -i- A" cos 2 0 4-  . . .  —const. 

Si  Ton  elimine  6  et  G  entre  les  equations  (87),  (88)  et  (89),  on  sera  ramene  a 
une  equation  de  la  forme 

dt  =  F{L)dL=zi^(x)dx. 

On  aura  done  x  en  fonction  de  /  par  une  quadrature.  Le  calcul  presentera 
quelques  difBcultes,  qui  pourront  etre  surmontees  en  tenant  compte  de  ce  que 

A'    A' 
les  rapports  j->  t7>  •••  sont  petits.  On  pourra  enfin  appliquer  la  methode  de  De- 

launay,  de  maniere  a  avoir  egard  aux  autres  termes  pcriodiques  les  plus  sen- 
sibles;  il  y  aura  lieu  de  voir  si  ces  nouveaux  termes  ne  modifient  pas  la 
libration. 

Les  resultats  que  nous  avons  donnes  ont  aussi  ete  obtenus  dans  leur  ensemble 
par  M.  Gylden  et  par  M.  Poincare;  mais  nous  avons  donne  des  developpements 
qui  rendront  les  applications  faciles;  ce  qui  nous  a  paru  interessant,  c'etait  de 
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deduire  les  conclusions  de  notre  ancien  Memoire  du  Bulletin  as tronx)nuque,  t.  IV . 
et  de  preparer  les  applications. 

M.  Callandreau  a  etudie  de  son  cote  la  question  des  lacunes  et  de  la  libra- 
tion  dans  un  Memoire  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur  (Annales  de  CObserva- 
toircy  t.  XXII). 

Nous  voudrions  parler  encore  d'un  important  Memoire  de  M.  Boblin,  Ueber 
eine neue  Anndherung  s Methode  inderStdrungstheorie;  Stockholm ,  1 888.  L'auteur 
s'occupe  de  Tintegration  de  Tequation 

;^  =  -  2a/,y  sin  (/!: -y /*'^  4- y^J, 

dans  laquelle  les  a^j  et  y/j  sont  des  constantes;  /^'  est  le  moyen  mouvement  de 
Jupiter  eti^  la  longitude  moyenne  de  la  planete  troublee.  Quand  on  ne  prend 
qu'un  terme  du  second  membre,  celui  pour  lequel  in  — jn'  est  petit,  on  retombe 
sur  Tequation  de  Laplace 

-j-r-  = nv  Iv  sin  9; 

les  autres  termes  apportent  a  la  solution  des  complements  appreciables.  M.  Bohlin 
a  applique  sa  theorie  au  calcul  des  perturbations  des  planetes  dont  le  moyen 
mouvement  est  voisin  de  3/i'  (Astron.  Nachr.,  n^  3294);  mais  il  a  public  seule- 
ment  les  resultats  numeriques  pour  trois  planetes,  deja  traitees  par  la  methode 
de  Hansen,  se  reservant  d'exposer  la  theorie  complete  dans  un  Memoire  special; 
aussi  devons-nous  nous  contenter  des  indications  qui  precedent. 
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CHAPITRE   XXVI. 

SUR  LA  FORME  G^NERALE  DES  DEVELOPPEMENTS  DES  COORDONN^ES  DANS 
LE  MOUVEMENT  DE  TROIS  CORPS  QUI  S'ATTIRENT  MUTUELLEMENT 
SUIVANT  LA  LOI  DE  NEWTON. 


198.  Nous  jugeons  utile  de  reproduire  ici  un  Memoire  que  nous  avons  insere 
dans  les  Annales  de  V Obser^^atoire  de  Paris  (t.  XVIII,  Memoires). 

Considerons,  pour  fixer  les  idees,  le  mouvement  des  deux  planetes,  Jupiter 
et  Saturne,  soumises  a  Tattraction  du  Soleil  et  a  leur  attraction  mutuelle.  Les 
developpements  pratiques  auxquels  s'est  arrete  Le  Verrier,  pour  les  expressions 
des  elements  elliptiques  variables,  contiennent  le  temps  en  dehors  des  signes 
sin  et  cos,  et,  par  ce  fait  meme,  ils  ne  sauraient  convenir  pour  un  intervalle  de 
temps  illimite;  ils  sont  cependant  appropries  aux  besoins  de  TAstronomie  pour 
un  intervalle  de  plusieurs  siecles.  Mais  il  est  bon  de  se  demander  si  Ton  ne 
pourrait  pas  obtenir  des  developpements  dans  lesquels  le  temps  ne  sortirait 
jamais  des  signes  sin  et  cos»  comme  cela  arrive  dans  la  theorie  de  la  Lune  de 
Delaunay. 

Cette  question  a  ete  resolue  par  M.  Newcomb  {Smithsonian  Contributions  to 
Knowledge^  1874),  en  employant  la  methode  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires,  et  plus  tard  par  M.  A.  Lindstedt  {Annales  de  V^cole  Normale,  3*  serie, 
t.  I,  p.  85),  qui  est  arrive  a  un  theoreme  nouveau  et  important;  il  a  pris  pour 
point  de  depart  le  Memoire  celebre  de  Lagrange  {voir  t.  I  de  cet  Guvrage,  Cha- 
pitre  VIII).  En  raison  de  Timportance  du  sujet,  j'ai  pense  qu'une  autre  demon- 
stration du  theoreme  de  M.  Lindstedt  pourrait  presenter  quelque  interet;  celle  a 
laquellejesuis  arrive  trouve  sa  base  dans  le  travail  bien  connude  Jacobi  [5ar/V- 
limination  des  nceuds  dans  kprobleine  des  trois  corps  {Journal  de  Liouville^  t.  IX)]. 

199.  Soient 

S,  M  et  M'  les  trois  corps  reduits  a  trois  points  materiels  de  masses  i,  m  et  m'; 

G  le  centre  de  gravite  de  S  et  M,  SM  =  r,  GM'  =  r'; 

X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  les  projections  de  ret  r'  sur  trois  axes  fixes  OX,  OY,  OZ; 
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[k  et  (x'  des  constantes  ayant  pour  valeurs 

m  ,  ,        \-\-  m 

u.— ,  u'-im' 7- 

'^       i-hm  *^  I  4-  /n  -H  m' 

On  a  (t.  I,  Chap.  IV)  les  equations  differentielles  suivantes,  pour  determiner 
les  six  variables  X,  . . .,  Z'  en  fonction  du  temps/, 


d^  __d^  ,  d^[  _  dU^ 

di^  ~^  dX'         ^    dt'   ~  d\' 


(I)  \    V-  ITii  '=^  -A\'  f^    -r.-   --.T7., 


dn.  _d^  ,dyL_  __^ 

I  ^  dt^  ~  dZ'         ^    dt^  "  dZ'' 

Dans  ces  equations,  U  est  une  fonction  des  six  variables  X,  ...,  Z\  definie 
par  les  formules  suivantes 

r«   izz  X*  -t-  Y«  +  Z\ 

r'*  =  X'«  4- Y'«  4- Z'S 

R    zzzSMznr,        R'  =  SM',        A=zMM', 


/^v  /  R'«=r'*-4-  -^^^^(XX'-hYY'-+-ZZ')H-f-^^^^ 


8 

> 


1  4-  W 


(XX'4- YY'4-ZZ')  4-  (--^—Yi 


A*    :=  r'* I  A.A  -t-  1  1   -r  £i/j  }  -t-  I  I  > 


m       m!       mm! 


U     =^  -^^  -H 


R       R'    '      A 

Quand  on  aura  integre  les  equations  (i),  les  coordonnees  $,  y),  ^,  $',  r\,  X! 
des  points  M  et  M%  rapportees  a  des  axes  paralleles  aux  axes  fixes  et  se  coupant 
en  S,  seront 

U=X,  r)=:Y,  Cr=Z, 

^^^  J5/=X'4-— ^X,  y,'=Y'4--^^Y,  C'z:rZ'4--^?— Z. 

\  I4-/W  14- w  I4-/W 

Les  equations  (i)  admettent  les  integrales  suivantes,  qui  ne  sont  autre  chose 
que  les  integrales  des  aires 

en  designant  par  C,,  C'^  et  C^  trois  constantes  arbitraires. 
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200.  Nous  allons  changer  d'axes  de  coordonnees,  et,  au  lieu  de  OX,  OY,  OZ, 
nous  introduirons  de  nouveaux  axes  rectangulaires  Ox^  Oj,  Oz;  Taxe  Ox  sera 
situe  dans  le  plan  XOY:  nous  designerons  par  N  la  longitude  du  noeud  ascen- 
dant du  plan  xy  par  rapport  a  XY,  et  par  J  Tangle  de  ces  deux  plans.  Nous  au- 
rons  les  formules 

IX=:^cosN— jcosJ  sinN  -h  z  sin  J  sinN, 
Y  =zx  sinN  -\-y  cos  JcosN  —  z  sin  J  cosN, 
Z  =  y  sin  J  -h  5  cos  J, 

et  des  formules  semblables  donnant  X',  Y'  et  Z'. 
Si  Ton  determine  J  et  N  par  les  relations 

smJ  =        ^    *       — ^  cos  J  =  y 

c  c 

sinN=  -7       ^        >  cosN  = ' 

et,  si  I'on  pose 

on  trouvera  que  les  equations  (4)  deviennent 

/    rfar  clz\         ,(,  dx'         ,  dz'\ 

Les  Equations  (i)  et  (a)  donneront  du  reste 

ePx  _dV  ,  rfV^  _  dU 

^W  ~  dx'         ^    dt*   "  dx'' 

I      d*Y       dV  ,  d}y       dH 

^d?-W         ^   dt*   ~  dz'' 

r*  =x*  +  y*-^s*,        r'*  =  x'* -hy'*-i-z'*,        R  =  r, 

a/w  .  .  ..       /  wr    \' 

I  -h  /n  •^•'  \'  "*"  ''*/ 


<^'>  <A«=r'-      ^ 


I  -I-  m 


(a:x'-hyy-^zz')-^(^j^j  . 


m       m'       mm' 

les  constantes  arbitraires  C, ,  C,  et  CJ  seront  remplacees  par  C,  J  et  N. 
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Les  equations  (4)  et  (6)  montrentquele  nouveau  plan  fixe  desarj'est  le  plan 
invariable  du  systeme  compose  des  deux  points  M  et  M',  ayant  pour  coordon- 
n6es  00,  y,  z,  x',y ,  z'  et  pour  masse  f*  et  fj.'. 

201.  Nous  appellcrons,  suivant  I'usage,  plan  dc  I'orbite  du  point  M  a 
I'epoque '  le  plan  qui  passe  par  I'origine,  la  position  et  la  vitesse  du  point  M  au 
meme  instant,  etde  meme  pour  M'.  Soient 

I  et  i''  If  s  angles  formes  a  I'epoque  /  par  les  plans  des  deux  orbites  avec  le  plan 

des  xy; 
h  et  h'  les  longitudes  de  leurs  nceuds  ascendants  sur  le  plan  des  xy,  comptees 

apartirde  Ox; 
f  et/'  les  doubles  des  vitesses  areolaires  des  rayons  r  et  r'. 

Les  equations  (7)  pourront  s'ecrire 

fif  cost  ■+■  n'f  cosi'  =  C, 

{if  sin i  sin/i  +  y.'/'  sini'  sinA'^^o, 
ft/ sin  I  cos  A  +  f/'/'  sini'cosA'i^^o. 


On  en  conclut 


ft/sint  :rr(/'y  sini' 


c'est  le  resultat  bien  connu  de  Jacobi  :  les  deux  orbites  coupent  le  plan  inva- 
riable suivant  la  meme  droite. 

Soit  1  Pinciinaison  mutuelledes  deuxorbites;onaura  egalement  les  formules 
connues 

1  =  1  +  1',  COSI=  C^ C-i-. 


(8) 


_H/+ti'/cosl 


C 
sinl. 


-eZ 


-  fx/cosl 


,t/. 


de  sorte  que  les  inclinaisons  i  et  i''  seront  connues  quand  on  aura  determine/ 
et/'  en  fonction  del.  Soient  t^ett^  les  distances  angutaires  des  deux  points  M 
et  M'  aux  noeuds  ascendants  de  leurs  orbites  sur  le  plan  invariable,  V  Tangle 
MOM'  des  deux  rayons  vecteurs  r  et  r' ;  on  aura 

(9)  xx'  +  yv'-h  zz'  —  rr'cosV. 

Le  triangle  spherique  ayant  pour  sommets  M,  M'  et  le  point  J,  noeud  ascen- 
dant  de  I'orbite  de  M  sur  le  plan  invariable,  donne,  en  remarquant  que  le  noeud 
ascendant  de  M  coincide  avec  le  nceud  descendant  de  M', 


(.0) 


-  sine  sin c'cosl. 
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En  ayant  egard  aux  formules  (2'),  (8),  (9)  et  (10),  on  voit  que  ia  fonctionU 
depend  actuellement  de  r,  r\  v,  v\f^if ;  les  quantites  1,  i\  h  et  K  ne  figurent 
plus  dans  U;  nous  allons  profiter  decette  circonstance  pour  simplifier  les  equa- 
tions differentielles  du  mouvement. 

202.  Nous  aurons  a  recourir  ici  a  un  Memoire  important  de  M.  Radau,  Sur 
une  transformation  des  equations  differentielles  de  la  Dynamique  (^Annales  de 
Vilcole  Normale,  \^  serie,  t.  V),  ou  mieux  encore  a  un  article  du  meme  auteur 
insere  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathematiques ^  2*  serie,  t.  V;  188 1),  ayant 
pour  titre  :  Travaux  concernant  le  probleme  des  trois  corps  et  la  theorie  des  per- 
turbations. 

M.  Radau  s'est  propose  de  deduire  des  equations  (i')  les  equations  differen- 
tielles relatives  aux  variables  r,  r\  f^,  v\f,f'  En  posant 

dr  ,  ,  dr' 

(II)  |y.  -=F/,       A=v-'f'^ 


2|JL  2|Jl'  2|JL/*'  2  |JL   T 

il  est  arrive  a  ce  resultat  simple  et  elegant 

dr  (^U,     dr'  ^U, 

4- 


dt  dpi  dt  dp\ 

dv  (?U,     dv'  ^U, 

>  ~1T    —  -+"  -T77  > 


dt-  df,  dt  df\ 

^'^^  ^^j__(^U,     dp\  _      d\l, 

dt   ~   dr  '  dt  ~       dr'  ' 

dfx^dV,  ^1^_^, 

dt  dv  '  dt  ds^'  ' 

On  a  done  ainsi  un  systeme  canonique  de  huit  equations  differentielles  du 

premier  ordre;  U<  est  une  fonction  des  huit  variables  r,  r^,  p,,  p'^,  f^,  f^',  /i,  /] ; 

cette  fonction  ne  renferme  pas  le  temps  explicitement,  de  sorte  qu'on  deduit 

des  equations  (12)  Tintegrale 

U,  =  const. 

Nous  allons  nous  placer  maintenant  plus  specialement  au  point  de  vue  de 
TAstronomie;  S  designera  le  Soleil;  M  et  M'  seront  deux  planetes,  Jupiter  et 
Saturne,  par  exemple.  Les  nombres  m  et  m'  seront  petits,  au-dessous  de  ^^ 
en  nous  reportant  aux  formules  (2'),  nous  verrons  que  Ton  pent  ecrire 

U  = 1 r  -H  W, 


00 » 


r         r' 


('3) 

T.  -  IV.  57 


m        m 
r 
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R'  ne  differant  de  r'  que  de  quantites  de  Tordre  de  /n,  on  voit  que  W  sera  du 
second    ordre  par  rapport  aux  masses;    U  se    compose   done   d'une  partie 

-jy  du  premier  ordre,  et  d'une  autre,  VV,  du  second. 

Nous  allons  faire  une  premiere  approximation  et  integrer  les  equations  (i  2) 
en  remplaQant  U<  par 

(i4)  U;= r  +  —  -+-  ^  +  -^  -+-  -'^-hi' 

11  y  a  lieu  de  remarquer  que,  d'apres  les  equations  (11),  les  termes  ^>  •  •  •> 

2 IX' 

(i5)  U,  =  U?4-W. 


7-7i  sont  du  premier  ordre.  On  aura  ensuite 


II  s'agit  done  d'integrer  le  systeme  suivant 

dr  _      d^l  dr[  _      dVj 


•> 


Nous  connaissons  d'avance  le  resultat  de  Tintegration.  Reportons-nous ,  en 
effet,  aux  equations  (i'),  etremplagons-y  U  par  -  4-  ^;  il  viendra 


d^x       \xx d'^x^       \x' x' 

nous  aurons  done  deux  mouvements  kepleriens.  Nous  allons  neanmoins  proceder 
a  rinlegration  des  equations  (16),  et  cela  en  suivant  la  methode  de  Jacobi;  on 
verra  plus  loin  que  les  resultats  ainsi  obtenus  nous  seront  utiles.  Nous  aurons 
a  trouver  une  integrale  complete  de  Tequation  suivante  aux  derivees  par- 
tielles  : 

^^7)     ^—  dt        r        r'  '^  2ix\dr)   '^  2ix'\dr')   '^  2ixr^\dv)   '^  2ix'r'^\dv')  ' 

c'est-a-dire  une  solution  S,  fonction  de  /,  r,  r^,  ^  et  ^',  et  de  quatre  constantes 
arbitraires  a,,  a'j,  a^  et  a^.  En  designant  par  p,,  P',,  ^3  et  p!,  quatre  nouvelles 
constantes  arbitraires,  on  sait  que  les  integrates  generates  des  equations  (16) 
seront 

ft  _  <^S  fl.  _  <^s 
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L'equation  (17)  ne  renfermant  pas  explicitement  les  variables  t,  v  et  v\  nous 
poserons,  en  designant  par  S'  une  fouction  de  r  et  de  r\ 

et  nous  aurons,  pour  determiner  S',  Tequation 

211  \  dry         a/jLT*        r  ^       iitl\dr')         2|jlV* 

Nous  poserons  separement 


m'         , 

7  -  «i  =^  o. 


'\»  a?  m 


H —^ «!  =0, 


2|Jl' 

d'oh 


2 {X  \dr  J 


(20)  S  —  —  («,  -h  a, ) /  4-  «i P  -f-  a'j  V 

Telle  est  la  solution  cherchee,  el  il  n'y  a  plus  qu'a  la  porter  dans  les  equations 
(18)  et  (19);  on  trouvera  d'abord 

P,=v/^^y/«.+  7-^- 

Soient  a  et  e  le  demi  grand  axe  et  Texcentricite  de  la  premiere  ellipse ;  a'  et  ^ 
les  quantites  analogues  pour  la  seconde ;  a(i  —  e)  et  a(i  -h  e)  seront  les  racines 
de  Tequation 

«!/•'  +  nir ^  =  o. 

2fX 

On  en  conclut 

m 

lOL 


Nous  poserons 


A:*  =:  —   =z:  I  4-  m , 

,  ,j m! I  4-  /w  -f-  m' 

u!  1  -f-  m 
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et  nous  aurons 


'  _      Z^'^'* 


CCi  ^=r. y  ^*  =^  — 


Reste  a  trouver  la  signification  des  autres  constantes.  On  pent,  dans  la  fbr- 
mule  (20),  faire  commencer  les  integrales  relatives  a  r  et  /^  a  partir  des  limites 
a(i  —  e)  et  a\\  —  e)\  I'equation 


donnera  ainsi 


r  —  (3i  =  a, 


dr 


on  en  conclut 


<^=z(3, 


pour 


r  =  a(i  —  e); 


done  Pi  et  ^\  sont  les  distances  angulaires  des  perihelies  au  noeud  commun  J  des 
deux  orbites.  L'equation 


d(Xi 


donnera 


^4- (3,=: 


vH„W  - "- "^  -  ^- ■"-■• 


done  —  pa  est  egal  au  temps  du  passage  au  perihelie;  de  meme  pour  p'^.  L'equa- 
tion /,  =  3-  donnera 

/i  =:  a,  m  ixk  sjp  =  const. 

Au  lieu  de  developper  les  equations  (18),  nous  prenons  tout  de  suite  les 
formules  du  niouvement  elliptique;  ce  qui  nous  donne 


(21) 


n  ■=L 


u  —  esina 
r 


tang 


^-g 


a» 

n{l  -f-  c), 

a(  I  —  ecosw), 


—  tang  - 
I  —  e        °  2 


__       /^^' 


a.  =:  — 


Pi 


la 

[xk\/^ 
gy 


I  -e^), 


/!'  — 


a 


3 

1% 


u'  —  e'sinw' 


r'- 


a'(  I  —  e'cosw'), 


tang ^ 


V 


i  -I-  e  u' 

,  tang-, 

I  —  e'  2 

ix'k'' 


a.  =  — 


2  a 
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Nous  aurions  pu  nous  dispenser  des  caleuls  precedents  en  renvoyant  le  lec- 
teur  au  Chapitre  VII  du  Tome  I;  cependant,  i!  y  a  quelques  differences  de 
notation,  tenant  a  la  presence  des  facteurs  (jl  et  [x',  et  nous  avons  mieux  aime 
ne  ricn  sacrifier  a  la  clarte. 

203.  II  s'agit  maintenant  de  passer  deTintegration  des  equations  (iG)  a  celles 
des  equations  (12),  qui  en  different  par  le  changement  de  UJ  en  U®  -+-  W.  Nous 
emploierons  pour  cela  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en 
gardant  Ics  formules  (21)  et  (18)  pour  exprimerr,  ^,  f  et  v*  et  leurs  derivees 
par  rapport  au  temps.  La  methode  de  Jacobi  nous  apprend  que  nos  huit  nou- 
velles  variables  dependront  des  equations 

dt  "^  (^(3/  dt  ~"^  Jp'/ 

dt       "^  c^p, '  dt  "^  d(3; ' 

dt  doLx  dt  ~~       doL\ 

dt  """       doL^ '  dt  ~"       dcf!^ 

W  est  une  fonction  de  r,r'  et  de  xx'  -i-  yy  -h  zz\  deflnie  par  les  equations  (2') 
et  (i3);  on  a,  du  reste, 

xx'  -h  yy'  -\-  zz'i=z—  rr'  ( cos  ^^  cos  v'  4-  sin  p  si n  i^'  cos  I ) , 
et,  en  remarquant  que  a,  designe/,  =  (jl/, 


cos  I 


_  C *  -  g?  -  (x\^ 


Enfin,  en  ayant  egard  aux  formules  (21),  on  voit  que  W  sera  une  fonction 
connue  de  /  et  des  huit  nouvelles  variables  a,,  p,,  cl^,  ^2^  «',,  P'^,  a!,,  P'j,. 

On  est  conduit,  comme  on  Ta  vu  (t.  Ill,  p.  188),  a  faire  un  changement  de 
variables,  pour  eviter  de  faire  sortir  le  temps  des  signes  sinus  et  cosinus.  Au 
lieu  de 

nous  introduirons 

au  lieu  de  ^^  et  ^3,  les  anomalies  moyennes 

/=:/l(^4-c),  I'z=zn'(t'\-C'), 


4^4  CHAPITRE    \XVI. 

et  enfin,  a  la  place  de  W,  la  fonction 

On  trouvera  aisementles  formules  suivantes  : 


(*) 


L  =  ^kMa 

L'=^"SV»'. 

G  =  niv'«(.- 

-c'),         G';^f*'*Va'('  — «^'). 

/  et  /',  anomalies  moyennes, 

g  el  g',  distances  angulaires  des  p6rih6lies 

au 

noBud  commun  J ; 

dL           dA 

rfL'           (JA 

da       » 
-di-^Si' 

dG'           M 

dt           M 
dt  -       dL' 

dt'           « 
3f  ^~5L'' 

dg           « 
dt  '-      id' 

dg'  _     « 
rf(   "        dG" 

COS 

V  =  — cosi'cosi''  —  sini-sini'' 

cosl. 

COS 

C  -  G'  -  G'» 
3GG' 

«- 

-esm«  =  /,                H'-e'sio) 

('^/', 

lani 
lani 

:a(i~ecos</),        r'^«'(i- 

-e'cos. 

On  voit  que  la  fonction  A  est  maintenant  une  fonction  des  huit  variables  /,  g, 
i,  g^,  L,G,  L',  G'  et  qu'elle  ne  contientpasle  temps  cxplicitement;  desorle  que 
les  Equations  {h)  admettent  Tintegrale 
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204.  Quand  on  aura  integre  les  equations  (t),  on  connaitra  R',A,  r=:R, 
^.f^'  et  I  en  fonction  de  t  et  de  huit  constantes  arbitraires,  ou  plutot  de  neuf,  en 
comptant  C.  On  connaitra  done  en  particulier  les  distances  mutuelles  des  trois 
corps;  pour  achever  la  solution  du  probleme,  il  faut  obtenir  A,  i  et  /'. 

J'emprunte  au  premier  des  Memoires  de  M.  Radau,  cites  plus  haut,  la 
formule 

(''^  57  =  GG'  TTl^  U'  ~  R^ J  '■    ""  '  ""  '  • 

En  tenant  compte  des  expressions  (c)  de  W,  R',  A,  cosV  et  cos  I,  on  pent  en- 
core ecrire 

dh  dW  dA 


id') 


dt         di:  ~    dc 


-'  y 


en  integrant,  on  introduira  une  autre  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite 

/     .    .       G'    .    i 
sini  =  jr  sin  I, 

Sin  r  =1  —  sin  I, 
(e)  (  (;-^(;'cosl 

^     COS/=i  p > 

.,      (/-hCicosl 

COST  = p ) 

li'—h  4-  i8o°; 

X  r=i  r(cos(^cosA  —  sint'sinAcosi), 
y  z=  r(cosp  sin  A -4-  sin  ^  cos  A  cos  i), 
z  =1      r  sin  i'  sin  i, 

x'=^ —  r'(cos/  cos  A  —  sint^'  sin  A  cosi'), 
y'z=z—  r'(cosr'sin  h  -+-  sin/cosA  cosi'), 


(/) 


s'zzz      r'sini^' sini'. 


Done  Xf  J,  s,  x\  y,  3'  se  trouveront  exprimees  en  fonction  de  /  et  de  dix  con- 
stantes arbitraires. 

Les  formules  (5)  introduisent  deux  nouvelles  arbitraires,  J  et  N;  de  sorte 
que  Ton  aura  finalement  a?,  y,  5,  x\  y,  s'  et,  par  suite,  en  vertu  des  for- 
mules (3),  I,  Y),  ^,  $',  Y]',  ^'  en  fonction  de  t  et  de  douze  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  n'avait  pas  eu  egard  aux  trois  integrales  des  aires,  on  aurait  ete  con- 
duit a  introduire  les  variables 

HiznGcosi,         h;-G'cosi', 
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et  Ton  aurait  obtenu  les  douzc  equations  diirercntiellos 


(23) 


'  dL            f)A 

dt  -  '"  di  ' 

dW            (M 

~d~t  '■  - ""  dV  ' 

dG            dciX 
dt         '    d^:r ' 

diV  d.^ 
dt    -■  '    dg'' 

r/!I,            dA 

dt         ^  dh' 

1 

d\\[  M 
dt         '    dh'' 

dl            d,A 
dt  '"       dC 

dl'  OA 
dt             dL' ' 

dsr            0:^ 
dt              dCi' 

dt        Oil'' 

dh             (}.'H 

dh'           M 

dt            c?lli' 

dt          dlW 

L'emploi  qu'on  a  fait  des  integralcs  dcs  aires  a  permis  de  conserver  sous 
la  ineme  forme  huit  dcs  equations  (23),  et  de  remplacer  les  quatre  autres  par 
la  seule  equation  (rf'), 

205.  Nous  allons  nous  occuper  de  I'inlegration  des  equations  (b),  par  une 
serie  d'approximations.  F^a  fonction  .^  depend,  eonime  nous  Tavons  dit,  dcs  va- 
riables /,  g,  /',  g  d'une  part,  L,  G,  L',  G'  de  Tautre.  Elle  conserve  la  meme 
valeur  quand  on  augmente  de  2u  cliacune  des  quantites  /,  g,  t  ci  g.  Si  nous 
admettons  qu'elle  reste  toujours  finie  pendant  toute  la  duree  du  mouvement, 
nouspourrons  la  developper  comme  il  suit: 


(24) 


.A  -:   -  lA*;^.  cos(a/  4-  (3a'  -I-  x'l'  -\-  i^'g'). 


en  designant  par  a,  ^,  a',  P'  des  nombres  entiers  variant  de  —  oo  a  -♦-  oo. 

Le  coefficient  A*; J.  depend  seulement  des  variables  L,  G,  L'  et  G';  il  contient 
en  facteur  e'*'e''"\  ce  qui  limite  dans  la  pratique  les  valeurs  absolues  de  a  et 
de  a';  les  valeurs  de  fl  et  de  ^'  sont  limitees  par  le  fait  de  la  petitesse  de  Tincli- 

naison  mutuelle  I,  et  surtout  parce  que  le  rapport  —  est,  en  general,  notable- 

ment  inferieur  a  Tunite.  Enfin,  a,  a',  c  et  e'  sont  des  fonctions  de  L,  L',  G  et  G', 
definies  par  les  relations  (a). 

Nous  allons  niontrer  que  la  metliode  suivie  par  Delaunay  dans  sa  theorie  de 
la  Lune  pcut  etre  appliquec  ici,  en  la  generalisant.  Nous  renverrons  pour  les 
details  a  un  Memoire  que  nous  avons  public  autrefois  dans  le  Journal  de  Liou- 
ville,  2*  serie,  t.  XIII,  et  nous  ne  donnerons  qu'un  resume  permettantdc  com- 
prendre  la  marche  generale  des  operations. 
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Considerant  a  part,  dans  le  developpement  (2^^),  le  terme  non  periodique 
tout  entier  et  Tun  des  termes  periodiques,  nous  poserons 

(25)  ^=--B  — Acos(a/4-P^  +  a'/'4-(3y)-h^,. 

Nous  integrerons  d'abord  rigoureusement  les  equations  (i)  en  negligeantc^,, 
c'est-a-dire  en  posantseulement 

(26)  c^  =  —  B  —  A  cos(a/  -I-  (3^  -h  a'/'  -f-  ?V)» 

oil  A  et  B  sont  des  fonctions  connues  de  L,  G,  V  et  G'.  On  voit  que  les  liuit  va- 
riables sont  separees  en  deux  groupes  :  celles,  L,  G,  L\  G'  du  premier,  entrent 
seulement  dans  A  et  dans  B;  les  variables  associees  /,  g,  A.  /',  ^,  A'  du  second 
groupe  entrent  lineairement  sous  le  signe  cos,  et  ne  figurent  que  la.  Voici  les 
resultats  de  Tintegration  :  soient  (C),  (G),  (L'),  (G'),  (c),  (g-),  (/')  et  (g')  huit 
constantes  arbitraires.  On  a  d*abord 

(27)  G  =  ^L-+-(G),  L'^ -L-H(LO,  G'^^L  h(G'); 
'                              a                                       a  a 

ces  equations  expriment  done  G,  V  et  G'  en  fonction  de  L  et  do  trois  constantes 
arbitraires.  On  pose  ensuite 


(28)  K=:  r 


(O  — B  ciL 
arc  cos  - 


A         a 


on  voit  qu'en  tenant  compte  des  relations  (27),  K  sera  une  fonction  de  L  et  de 
quatre  constantes  arbitraires.  On  aura  ensuite 


[*  +  (0]  = 


d(C) 


(29)  {  i'=in     ^^ 


0(L') 


e  =al  -4-  (3g-  +  «7'  +  (3V  =  arc  cos  ^^^  ~  "  • 

A 

La  premiere  de  ces  formules  donne  L  en  fonction  de  t  et  Hes  constantes  (C), 
(c),  (G),(L'),  (G');  la  seconde  donne  g  en  fonction  des  memes  quantites  et 
d'une  nouvelle  constante  (^)...;  la  derniere,  enfin,  donne  /  en  fonction  de  t 
et  des  huit  constantes  arbitraires  mentionnees  ci-dessus. 

T.  -  IV.  58 
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206.  II  y  a  lieu  de  developper  en  series  les  expressions  precedentes. 

La  premiere  des  formules  (29),  combinee  avec  Texpression   (28)  de  K, 
donne 


(29') 


t-i-{c)z= 


«7  V/A* 


dL 


[(C) -B]« 


Dans  le  cas  general,  quand  les  moyens  mouvements  des  deux  planfetes  ne 

sont  pas  tres  voisins  de  la  valeur  absolue  du  rapport  commensurable  ±  —>  on 

d6montre  que  la  formule  (29')  donne  pour  L  une  expression  d^veloppable  en 
serie  de  cosinus  des  multiples  de  Targument  Oo(^  -♦-  c),  oil  6©  designe  une  cer- 
taine  fonction  des  constantes  (C),  (G),  (L'),  (C).  On  a  cherche,  dans  le  Cha- 
pitre  XXV,  a  donner  une  idee  de  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  d'exception  vis6 
ci-dessus.  Les  formules  (27)  et  (29')  donneront  ainsi,  pour  L,  G,  L'etG'deB 
developpements  de  la  forme 


(3o) 


L  =Lo  -h  Li  cosOq[i  4-  (c)]  4-  L,  cos20o[i 
G  =  Go  -H  Ciicos0o[t  4-  (c)]  4-  Gi  C0S2  (?y[/ 
L'  =  L^-f-  L',cos^o[^  4-  (c)]  4-  L',cos2(?o[^ 

G'=z  g;  h-  g;  cos(?o[^  -^{c)]-h  g;  cos2  0o[^ 


(O] 
(c)]-f- 


Dans  ces  formules  L,,,  L,  . . .,  Gq,  G|,  .   .,  LJ,,  L', ,  ....  G',,,  G', ,  ...  sont  des 
fonctions  des  quatre  constantes  (C),  (G),  (L')  et  (G).  On  a  ensuile 


(3i) 


/ 

(/)  4-/0  [^+(c)l-{-  /,  sinOo[^-+-(c)]-+-/,  sin2  0o[^-+-(c)]-+-.- 

•  y 

ff 

—  {g)^go  [t  -+-  (c)]  -h^i  sm0o[^  4-  (c)]  -f-  g^  sm2(?o[^  4-  (c)]  4-. . 

•  1 

I' 

(/')-+-/;  [^4-(c)]  +  r,  sin^o[^-+-(c)]-H/;  sin20o[^4-(c)]-f-.. 

•  » 

8' 

(^')-H^'o[^  4-  {c)]-^g\?>h\0,[t  4-  (c)]  4-^;  sin2{?o[^  -+-(c)]  4-. . 

•  > 

avec  les  relations  suivantes 


(32) 


(?  — .  Oo  [^  4-  ( c)]  4-  0,  sin ^0  [t  4-  (c)]  4-  0^  sin 2  ^o  [^  4-  ( c)] 
«(0+P(/?^)-+-«'(^')  +  ?'(^-')  =  o, 

«/o    -^-P^o    -^a'/o     H-i3'^;     --^0, 
a/,    4-!3/ri    4-a7;     4-- P'^-',     rr.  0,. 


Les  coefficients  Oo,  0|,  ... .  /o.'i»  ••  -  S'ot  ^i»  ••  » ^'o»  /^i /To*  ^^r    ••  ^^^*^  aussi 

des  fonctions  des  quatre  constantes  (C),  (G),  (L')  et  (G').  On  voit  que  ces  con- 
stantes entrent  d'une  maniere  compliquee  dans  les  expressions  (3o)  et  (3i)  de 
nos  huit  variables.  11  en  est  tout  autrement  des  constantes  (0),  (g-),  {[)  et  (^); 
la  premiere  (c)accompagne  partout  le  temps  t\  chacune  des  trois  autresn'entre 
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qu'au  premier  degre  dans  les  expressions  de  /,  gy  I'  et  g^,  et  ne  figure  pas  ail- 
leurs.  Nous  n'aborderons  pas  la  question  de  la  convergence  des  developpe- 
ments(3o)  et  (3i). 

207.  II  faut  prendre  maintenant  les  resultats  precedents  comme  point  de 
depart  pour  integrer  les  equations  (i),  en  y  remplaQant^a  par  sa  valeur  com- 
plete (25),  et  non  plus  par  Texpression  (26).  On  y  arrivera  par  la  methode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Nous  conserverons  pour  nos  huit  variables  L,  G,  L\  G',  /,  g^  V  et  gf  les  expres- 
sions analytiques  (3o)  et(3i);  seulement,  les  huit  quantites  (C),  (G),  (L'), 
(G'),  {c),{g),  (/')  et  (§•'),  au  lieu  d'etre  constantes,  seront  des  variables.  On 
pourrait  former  les  equations  diflerentielles  dont  elles  dependent;  mais  il  y  a 
lieu  de  leur  en  substituer  d*autres,  sans  quoi  le  temps  sorlirait  des  signes  sin 
et  COS. 

Nous  designerons  ces  nouvelles  variables  par 

A,   r,   A',   r, 

Yoici  les  equations  qui  lient  les  nouvelles  variables  auxanciennes  : 
On  a  d'abord 

A  =Lo  4-  -  (^iL, -^2^,L,-i-30,L3-+-. . . 


I 


(33) 


r  =Go  +  -  (9,ri,-+-a9,G,4-39,G, 


A'=L;+  -  (9,L',-f-ae,L;-i-39,L', 


r  =  G'o  4-  ^  (0iG;4-2^,G;-^3e,G; 


Ces  equations,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonclions  connues  de  (G), 
(G),  (L')  et  (G'),  determinent  ces  quantites  en  fonction  de  A,  F,  A'  et  P.  On  a 
ensuite 

X=(/)     -H/o  [^-h(c)], 
X'=(/')4-/;[/4-(c)], 


(34) 


de  sorte  que  les  nouvelles  variables  X,  x,  X'  et  x'  sont  les  parties  non  perio- 
diques  des  expressions ( 3 1)  de/,  g^  /'et^.  On  deduitdes  equations  (32)et  (34) 


Oolt  -4-  (c)]  rzz  aX  -r  Px  -+-  (x'V  -+-  j3'x'. 
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de  sorte  que  les  foniiules  (3o)  et  (3i)  pourront  s'ecrire 


(35)  \ 


L  3^  Lo  4-  Lj  cos(aX  -+-  |3x  -f-  a'W  -+-  (3'x') 
G  :=Go-+-G,  cos(aX-h(3x4-a'X'4-(3'x') 
L'  =  L;  -h  L;  cos(aX  4-  (3x  4-  a'X'  -f-  (3'x') 
G'=  Go  4-  G;  cos(aX  -f-  (3x  -f-  a'X'  +  (3'x') 
/  nrX  4-/,  sin(aX-+-(3x-f-a'X'-hP'x') 
^'  —  X    -h  gi  sin(aX  4- [3x  4- a'X' -+- (3'x')  4- . .  .  , 

/'  =:X'   4-/;   sin(aX4-(3x4-a'X'-r-(3'x')4-.... 
\  g'  —  7c'  4-^/  sin(aX4-[3x4-a'X'4-(3'x') 


oil  les  Lo»    •  »At  ••  ^S^r    ••  sont  maintenant  des  fonctions  counues  de  A,  F, 
A'  et  r. 

Si  Ton  pose  enfin 

(36)  ^a.'  =  ^,-(C), 

on  aura  ce  nouveau  systeme  canonique 


(37) 


'  d\        dA' 

dt               Oa 

dV            OA' 

dt   ■"  ^  OV  ' 

dT           daV 
dt       ~^   dx' 

dV  0^' 
dt         '    d7c'  ' 

dl            OA' 
dt              dX' 

dW  OA' 
dt            d\' ' 

dyL             OA' 

d'/           OA' 

.  dt             OT' 

dt         or 

Le  terme  (C)  qui  figure  dans  (36)  est  une  (onclion  de  A,  F,  \\  F;  dans  A' 
on  devra  remplacer  L g^  par  leurs  valeurs  (35). 

On  voit  qu'on  est  rameue  a  une  question  toute  semblable  a  celle  qu'on  avail 
resolu  d'abord  ;  seulement  le  terme  A  cos(a/4-  ^g  4-  a7'4-  ^'g')  a  disparu. 

Considerant  un  autre  terme  periodique  de  A\  on  pourra  le  faire  disparaitre  a 
son  tour.  Les  quantites  A,  ...,  x'  seront  remplaceespar  de  nouvelles,  A<,  . . .,  x'^, 
qui  dependent  d'equations  semblables  aux  equations  (37),  ^'  etant  remplace 
par^'^.  On  continuera  ainsi  jusqu'a  ce  que  I'on  ait  enleve  tons  les  termes  perio- 
diques  sensibles. 

Soient  Ay,  ...,  x^  les  dernieres  variables  employees;  les  termes  periodiques 
do  a'j  etant  supposes  insensibles,  on  aura 

d\j       OA' 

HZ rzr  O 

dt         Olj 
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Done  Aj  est  constant;  il  en  sera  de  meme  de  Fy,  Ay  et  T  .  On  aura  ensuile 

It  ""~  JK/ 

ce  qui  se  reduit  a  une  simple  fonction  de  Ay,  Yjy  Ay  et  Fy,  c'est-a-dire  a  une 
constante.  Done  -—*  -zn^-r  et  -jf  seront  constants. 

at     at     at         at 

On  aura  done  finalement 


(38) 


Ay                 «il>, 

Ay         a  +  Ui  <          (X, 

\j     ^--     lib, 

Xy       b-t-b,  f       T, 

a;  -  X', 

>/      a'-+-a',  f      ff', 

r;    Kb', 

x;-b'-hb',^-T', 

•i),  Dl>,  -V,  ia>\  a,  b,  a',  b'  designant  huit  constantes  absolues,  d*ailleurs  arbi- 
traires;  a,,  b,,  a'^  et  b'^  seront  des  fonctions  connues  de  x,  iib,  ^  et  iPo'. 

En  remontant,  on  exprimera  Ay_,,  ...,  Xy_,  en  fonction  de  ^^  ...,  ui,'  et  de  a, 
1,  a',  t';  L,  G,  L',  G',  /,  g,  V  et  ^  se  trouveronl  ainsi  exprimes  a  I'aide  des 
quatre  arguments  a,  t,  <j'  et  i',  lesquels  varient  proporlionnellement  au  temps. 
Les  formules  (c)  montrent  qu'il  en  sera  de  meme  de  R  =  r,  de  R'  et  de  A.  On  a 
done  ainsi  ce  theoreme  important,  decouvert  par  M.  Lindstedt,  et  demontre  par 
lui  en  suivant  une  voie  differente  : 

Dans  le  probleme  des  trois  corps^  Its  distances  muluelles  de  ces  corps  s'exprimeni 
en  general  sous  la  forme  de  series  periodiques ;  sous  les  signes  sin  et  cos,  il  nentre 
que  des  multiples  entiers^  positijs  ou  negatifs^  de  quatre  arguments  qui  varient 
chojcun  proporlionnellement  au  temps, 

II  reste  maintenant,  pour  completer  la  solution  du  probleme,  a  determiner  la 
quantite  h  en  fonction  du  temps.  II  faut  recourir  pour  cela  a  Tequation  {d)\  en 
y  remplagant  G,  G',  A,  R',  rsin  s^  etr'  sin^^'  par  leurs  valours  obtenues  prece- 

demment,  on  voit  que  -r  se  composera  d'une  partie  constante  A,,  et  d'une  serie 

de  termes  periodiques  dependant  des  quatre  arguments  <j,  t,  <j'  et  t'.  On  aura 
done,  en  designant  par  h^  une  constante  arbitraire,  et  par  Q  une  fonction  perio- 
dique  des  quatre  arguments, 

(39)  ^  =z  Ao  4-  Ai  i  4-  Q  =  u  H-  Q, 

ce  qui  introduit  un  nouvel  argument  de  meme  forme  que  les  quatre  premiers, 

U  zz:  //q  4-  hy  t. 

Les  formules  {c)  donnent  d'ailleurs  cost,  cost',  sin*  et  sini'  exprimes  a  I'aide 
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desquatre  premiers  arguments.  £n  remplaQant  tlans  les  equations  (/),  h  parsa 
valeur  (^ig),  on  en  tire  aisement 


(4o) 


(4i) 


-  y  sia-j  =  r  cosv  cosQ  —  rsir 

icsinQcosi, 

.^cosj  =  rcosc  sinQ  +  rsint-cosQcosi, 

3  =/■  sint'  sini; 

~y'  %iaj=-r'co?.v'cQsQ  + 

r'sinc'  sinQcosi', 

i-j'cosy  =  — /-'cose'  sinQ  — 

r'sinc'cosQcos/', 

z'-      r'  sinc'sitii'. 

Les  seconds  membresde  ces  equations  (4o)  et  (/(i)  sent  des  fonctionsperio- 
diques  des  quatre  premiers  arguments.  On  a  done  le  theoreme  suivant : 

Par  rapport  d  deux  axes  reciangu/aires  mobiles,  situe's  dans  le  plan  invariable 
el  animes  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  -r-  =  A,,  et 
par  rapport  a  I'axe  duplan  invariable,  les  coordonnees  des  points  M  el  M'  sont  des 
fonctions  periodiques  des  quatre  arguments  a,  x,  cr'  et  t'. 

La  m^thode  que  nous  avons  suivie  nous  a  servi  a  ^tablir  la  forme  des  expres- 
sions analyliques  des  coordonnees.  Dans  la  pratique,  elle  conduirait  k  des  cal- 
culs  extremement  laborleux;  si  nous  la  comparons,  en  effet,  a  la  mfethode  de 
Delaunay  pour  la  Lune.qui,  dansce  cas  relativement  simple,  a  exige  des  deve- 
loppements  considerables,  nous  voyons  qu'au  lieu  d'avoir  partout  six  equations 
diff^rentieltes  canoniques,  nous  en  aurions  buit.  En  second  tieu,  le  rapport  —  > 
qui  est  trfes  petit  dans  le  cas  de  la  Lune,  environ  ^,  ne  Test  plus  dans  le  cas 
de  deux  planetes,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par  exemple.  Nous  allons  du  reste 
parler  des  travaux  remarquables  de  M.  Poincare,  qui  a  demontre  que  les  series 
periodiques  employees  ci-dessus  ne  sont  pas  absolumeat  convergentes. 
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INDICATION  DES  TRAVAUX  DE  M.  POINCARt  SUR  LE  PROBLfeME 

DES  TROIS  CORPS. 


208.  La  solution  rigoureuse  du  probleme  des  trois  corps  n'est  pas  plus  avancee 
aujourd'hui  qu'a  Tepoque  de  Lagrange  {voir  le  Chapitrc  VIII  de  notre  Tome  I), 
et  Ton  peut  dire  qu'elle  est  manifestement  impossible.  On  ne  Fa  obtenue  jus- 
qu'ici  que  dans  le  cas  particulier  oil  les  distances  mutuelles  conservent  des 
rapports  constants  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  les  trois  corps  res- 
tant  toujours  en  ligne  droite,  ou  formant  les  sommets  d'un  triangle  equilateral. 
Dans  lecas  general,  on  connait  quatre  integrales,  celles  des  aires  et  des  forces 
vives;  il  en  reste  huit  a  trouver ;  Lagrange  a  montre  que,  si  Ton  6tait  arrive  a  en 
obtenir  sept,  on  acheverait  la  solution  par  une  simple  quadrature.  M.  Bruns  a 
cependant  decouvert  un  th6orfeme  important,  en  prouvant  (SociSte  Royale  des 
Sciences  de  Saxe,  1887)  que  le  probleme  des  trois  corps  n'admet  pas  d'integrales 
algebriques  en  dehors  des  integrales  deja  connues. 

On  doit  a  M.  H.  Poincarc  des  travaux  importants  qui  ont  renouvele  la  face  de 
la  question  : 

En  premier  lieu,  la  connaissance  des  solutions  periodiques,  dont  nous  avons 
d6jk  dit  quelques  mots  (t.  I,  p.  ini8); 

Et  en  second  lieu,  la  demonstration  rigoureuse  de  ce  fait  capital,  que  les  se- 
ries auxquelles  conduisent  les  methodes  d'approximation  les  plus  perfection- 
nees(*)  pour  les  coordonnees  des  trois  corps  ne  jouissenl  pas  de  la  con- 
vergence absolue,  ce  qui  n'empeche  pas  ces  series  d'etre  utilisees  par  les 
astronomes,  mais  s'oppose  dans  une  certaine  mesure  aux  predictions  a  longue 
6cheance  auxquelles  on  s'etait  habitue. 

Ces  decouvertes,  accompagnees  d'autres  resultats  importants,  ont  ete  presen- 
tees par  M.  Poincare  dans  un  Memoire  Sur  le  Probleme  des  trois  corps  et  les  equa- 
tions de  la  Dynamique^  qui  a  ete  couronne  par  le  roi  de  Suede  le  21  Janvier  1889, 


(1)  Par  exemplOf  la  m6thode  expos^e  dans  le  Chapilre  pr<Sc6dent. 
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et  a  paru  depuis  dans  le  Tome  XIII  des  Acta  mathematica.  L'auteur  a  developpe 
et  elendii  ses  conclusions  dans  son  Ouvrage  intitule  :  l^s  Methodes  nouvelles  de 
la  Mecanique  celeste,  dont  deux  Volumes  ont  paru  en  1892  et  1893;  le  Tome 
troisieme  et  dernier  est  attendu  prochainement.  J'avais  congu  un  moment  Tes- 
poir  de  donner  ici  un  resume  substantiel  de  ces  publications;  mais  j'ai  du 
comprendre  bientot  que  je  ne  pourrais  pas  le  faire  dans  un  espace  restreint,  et 
j'ai  prefere  reproduire  d'abord  une  analyse  du  Memoire  de  Stockholm,  faite  par 
Tauteur  lui-meme,  et  inseree  dans  le  Bulletin  astronomique /]din\\er  1891 ;  voici 
cette  analyse  textuelle. 

209.  <(  J'ai  public  dans  le  Tome  XIII  des  Acta  mathematica  nnMemo'we  oh]  oh- 
tiens  quelques  resultats  relatifs  a  un  cas  particulier  du  probleme  des  trois  corps 
et  a  divers  problemes  de  Dynamique;  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  repro- 
duire ici,  sans  demonstration,  quelques-uns  de  ces  resultats  pour  les  lecteurs 
qui  n'auraient  pas  le  temps  de  lire  in  extenso  le  Memoire  original  qui  est  assez 
volumineux. 

»  Je  ne  parlerai  ici  que  de  ce  cas  particulier  du  probleme  des  trois  corps  que 
je  viens  de  mentionner  et  qui  est  le  suivant  : 

»  Supposons  trois  masses  A,  B,  C  se  mouvant  dans  un  mSme  plan.  Je  suppose 
que  la  masse  A  soit  tres  grande,  la  masse  B  tres  petite,  la  masse  C  infiniment 
petite  et  incapable,  par  consequent,  de  troubler  les  deux  autres.  Alors  A  et  B  se 
mouvront  suivant  les  lois  de  Kepler.  Je  suppose  de  plus  que  les  excentricites  de  A 
et  deBsont  nulles,  de  telle  sorte  que  ces  deux  masses  A  et  B  decrivent  des  cir- 
conferences  concentriques  (*),  etje  me  propose  d'etudier  le  mouvement  de  A 
et  de  B  dans  le  plan  de  ces  deux  circonferenccs.  Tel  serait  le  cas  du  Soleil,  de 
Jupiter  et  d'une  petite  planete,  si  Ton  negligeait  I'excentricite  de  Jupiter  et 
I'inclinaison  des  orbites. 

»  Tous  les  resultats  que  je  vais  enoncer  se  rapportent  a  ce  cas  particulier. 
Depuis,  j'ai  cherche  a  les  etendre  au  cas  general  du  probleme  des  trois  corps; 
tel  a  ete  le  principal  objet  des  Lecjons  que  j'ai  professees  a  la  Sorbonne,  de  no- 
vembre  1889  a  mars  1890,  et  qui  seront  publiees  prochainement  chez  MM.  Gau- 
thier-Villars  et  fils  ('^);  mais  je  ne  m'occuperai  pas  pour  le  moment  de  cette 
extension. 

»  Voici  d'abord  les  notations  que  je  compte  employer :  je  definirai  la  position 
du  point  C  par  ses  elements  osculateurs.  Je  designerai  par  la,  6  et  n  le  grand 
axe,  I'excentricite  et  le  moyen  mouvement,  par  j,  I'anomalie  moyenne  etpar  ^ 
la  longitude  du  perihelie.  Je  designerai  par  i  la  masse  de  A  et  par  (x  celle  de  B ; 


*)  Aulour  du  centre  de  gravity  du  systeme. 

•)  Cette  publication  a  6i6  faite  dans  1 'Ouvrage  sur  les  M6thodes  nomellesde  la  M^canique  celeste, 
dont  il  a  6t6  question  plus  haut. 
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(X  sera  done  une  quantite  tres  petite.  Je  cboisirai  les  unites  et  I'origine  du  temps 
de  fagon  que  la  constante  de  Gauss  soit  egale  a  i ;  que  le  moyen  mouvement 
de  B  soit  egal  a  i,  et  la  longitude  de  B  egale  a  t.  Je  poserai 

F  sera  la  fonction  perturbatrice  augmentee  de  j?,  h ■^',  les  equations  difleren- 

tielles  du  mouvement  prendront  alors  la  forme  symetrique  (') 


dx^  d¥  dxi  dV 


.  .    dt  dfi  dt  dy^ 

dY\  dY  dy^ dY 

dt  dx^  dt  dxx 

»  La  fonction  F  sera  susceptible  d'etre  developpee  suivant  les  puissances  en- 
tieres  de  (x,  et  nous  ecrirons 

on  aura  d'ailleurs 

Fo=^|-i T' 

2  J?  J 

»  Enfin,  F  sera  fonction  de  a?«,  x^^y^  et  ja  seulement,  et  sera  pcriodique  de 
periode  2ir  par  rapport  a  j,  etj^a-  Les  equations  (i)  admettent  comme  integrale 

F=C; 

cette  integrale,  connue  sous  le  nom  ^integrale  de  Jacobin  pent  etre  obtenue  en 
combinant  celle  des  forces  vives  avec  celle  des  aires.  On  pent  aussi  la  regarder 
comme  Tintegrale  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  du  point  C  par 
rapport  a  deux  axes  mobiles  tournant  d'un  mouvement  uniforme  :  a  savoir  la 
droite  AB  et  une  perpendiculaire  a  AB  menee  par  le  centre  de  gravile  du  sys- 
teme,  suppose  fixe.  C'est  pourquoi  je  conserverai  a  la  constante  C  le  nom  de 
constante  des  forces  vives,  » 

210.  ((  Solutions  piriodiques.  —  Les  premiers  resultatssu  lesquellsjeveux 
appeler  Tattention  sont  relatifs  a  certaines  solutions  particulieres  des  equa- 
tions (i).  Je  citerai  d'abord  les  solutions  de  la  forme  suivante,  que  j'appellerai 
solutions  periodiqueSf 

(1)  On  reconnall  ais^ment  ridentit^  de  ces  Equations  avec  les  Equations  (17)  de  notre  Cha- 
pitre  XXV. 

T.  -  IV.  59 
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))  Les  fonctions  (p,,  92,  93  et  (p^  sont  des  fonctions  periodiques,  de  periode  T, 
etsont,  par  consequent,  developpables  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 

de  -i^;  de  plus,  n^  T  et  /laT  sont  des  multiples  de  2ir. 

))  Je  distingue  les  solutions  periodiques  du  premier  genre,  pour  lesquelles  les 
fonctions  (p«,  (p^,  tp,  et  cp^  sont  developpables  suivant  les  puissances  de  p..  A 
chaque  systeme  de  valeurs  de  /i,  et  de  n^  commensurables  entre  eux  corres- 
pondent au  moins  deux  solutions  periodiques  du  premier  genre.  J'enseigne 
k  former  les  coefficients  des  series  ^  qui  sont  absolument  convergentes. 

»  Solutions  periodiques  dudeuxiime  genre.  —  II  existe  egalement  des  solutions 
periodiques  pour  lesquelles  les  series  9  ne  sont  pas  developpables  suivant  les 
puissances  de  (x,  et  que  j'appellerai  solutions  du  deuxieme  genre.  Voici  sous 
quelle  forme  elles  se  presentent  d'ordinaire  : 

))  Soit 

une  solution  periodique  du  premier  genre,  c'est-a-dire  developpable  suivant  les 
puissances  de  [x;  soit  T  la  periode.  Soit 

ce  que  devient  cette  solution  quand  on  y  donne  a  [x  une  certaine  valeur  (Xq  ; 
alors  les  fonctions/}^?  sont  developpables  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  "Y"-  II  existera,  dans  certains  cas,  une  solution  periodique  dela  forme 
suivante  : 


^.  =         VtW  -+-  (f^- f^o)'+i*UO  -+-  (/x-fxo)+i«>(o  +  (fji - fj^o WHO  -T-. . . 

y,  =  n,t^^l{t)  +  {^^^y^^^^\t)-^-{y,^y,,)^^^^^^t^ 

»  Les  fonctions  ^i**(/),  ^1^^(0»  ^I'XO*  •••  sont  periodiques  par  rapport  a  /; 
mais  la  periode  n'est  pas  egale  a  T,  comme  pour  les  fonctions  ^J  (/),  maisk  ^T, 
k  etant  un  nombre  entier.  Par  consequent,  x^^  x^^  y^  —n^i  etya""'*2^  sont 
developpables  suivant  les  puissances  de  v^[x  —  [x^  et  suivant  les  sinus  et  cosinus 

des  multiples  de  ^  • 

»  Pour  (x>(Xo,  on  a  deux  solutions  periodiques  du  deuxieme  genre  (*), 

■  ■ — . — -  -  -  —  ■  — ^_^^^_— .^^_ 

1 

(*)  Suivant  le  signe  de  (fx—  jio)'* 
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reelles  et  distinctes;  pour  p.  =  p-o  elles  se  confondent  entre  elles  et  avec  la  so- 
lution du  premier  genre, 

pour  (A<  (Xo,  elles  deviennent  imaginaires. 

»  Dans  certains  cas,  le  contraire  pent  avoir  lieu,  et  il  pent  arriver  que  lesdeux 
solutions  soient  reelles  pour  (x  <  [jl^^  et  imaginaires  pour  [jl  >  [jlo.  » 

211.  ((  Exposants  caractiristiques.  —  Les  solutions  periodiques  semblent 
d'abord  sans  aucun  int^ret  pour  la  pratique.  La  probability  pour  que  les  circon- 
stances  initiales  du  mouvement  soient  precisement  celles  qui  correspondent  a 
une  pareille  solution  est  evidemment  nuUe.  Mais  il  pent  tres  bien  arriver  qu'elles 
en  different  fort  peu;  la  solution  periodique  pourra  jouer  alors  le  role  de  pre- 
miere approximation,  d'orbite  intermediaire  (*).  II  pent  done  y  avoir  interet  k 
etudier  les  solutions  qui  different  peu  d'une  solution  periodique.  Voici  comment 
on  operera  : 

»  Considerons  une  solution  peu  differente  et  posons 

»  Si  les  \i  et  rj/  sont  des  quantites  assezpetites  pour  qu'on  puisse  en  negliger 
les  carres,  les  equations  differentielles  (i)  deviendront 


dt  ~"     Zi  dyidxf,  ^*  '^2d  dyt  dyk 

(2)  {  *  }      {iy    k—\y    2), 


dt  Jaak  OjUi  Oxk         -^  dxi  dy 


k 


»  Dans  les  derivees  secondes  de  F  qui  figurent  dans  les  equations  (2),  on  doit 
remplacer  Xi  par  ?/(0  ^^  yi  P^^  w/^-H  9,H.a(^);  les  coefficients  de  5*  et  de  r\^ 
dans  les  seconds  membres  de  ces  equations  (2)  sont  done  des  fonctions  perio- 
diques donnees  de  /. 

))  L'integrale  generale  des  equations  (2)  s'ecrit  (^) 

?/ ~AE«'S/-i-BE-«'S;4-(C-l-/D)S:4-DS7,  ) 

t}^  =  AE«'T,-4-BE-«'T;H-(G-+-fD)Tj4-DT7    p'-'»^)' 

A,  B,  C,  D  sont  quatre  constantes  d'integration;  a  est  une  constante  non  arbi- 


( * )  Pour  employer  le  langage  de  M .  Gyld^n. 

(*)  En  verlu  des  theories  connues  concernant  I'iDt^gration  d'un  syst^me  d'^quations  diffi^rentielles 
lin^aires  sans  seconds  membres,  ^  coefficients  periodiques. 
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traire.  S,,  S],  SJ,  SJ,  T/,  T^,  TJ  etTJ  sont  des  fonctions  periodiqucs  de  /,  deve- 
loppables  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  -^  • 

»  La  constante  a  etles  coefficients  deS/,  S^,  T,  etT^  sontdeveloppables  suivant 
les  puissances  de  v^(x;  ceux  de  SJ,  SJ,  TJ  et  TJ  suivant  les  puissances  de  (x.  J*en- 
seigne  k  former  toutes  ces  series  qui  sont  absolument  convergentes. 

»  L'exposant  a  s'appelle  exposant  caracteristique.  II  est  reel  ou  purement  ima- 
ginaire.  Dans  le  premier  cas,  la  solution  periodique  sera  dite  instable,  et  stable 
dans  le  second  cas.  Cette  denomination  se  justifie  aisement,  bien  qu'elle  ne 
doive  pas  etre  prise  dans  un  sensabsolu,  puisque  nous  avons  neglige  les  carres 
des  $  et  des  r\. 

»  Nous  avons  vu  qu'il  y  aura  au  moins  deux  solutions  periodiques  du  premier 
genre,  correspondant  a  chaque  systeme  de  valeurs  de  n,  et  de  n^,  commensu- 
rables  entre  elles.  J'ajouterai  qu'il  y  en  aura  toujours  un  nombre  pair  et  preci- 
sement  autant  de  stables  que  d'instables.  » 

212.  ((  Solutions  asymptotiques.  —  So  it 

une  solution  periodique  quelconque  instable.  II  existe  deux  series  de  solutions 
particuliferes  remarquables,  que  j'appellerai  solutions  asymptotiques.  Les  solu- 
tions asymptotiques  de  la  premiere  serie  seront  de  la  forme  suivante  : 

j.,  =  n,/-4-  9,^,(0  4- AE-«'0iV,  (0  4-  A»E-««'^i:UO+  A»E-»«'0iiUO  4-. .  • 

(i=  1,2). 

A  est  une  constante  arbitraire  d'integration,  a  est  l'exposant  caracteristique 
(que  je  suppose  positif);  les  fonctions  6|.*^(/),  6[.*''^(/),  .  .,  («  =  i,2,  3,4)  sont 
periodiques,  de  periode  T,  et  developpables,  par  consequent,  comme  les  (p/(/) 

par  rapport  aux  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  -7p—  Les  coefficients  du  deve- 

loppement  sont  eux-memes  des  series  dont  les  termes  sont  rationnels  en  \/(x. 

»  Inutile  de  faire  remarquer  que,  si  Ton  reprend  les  notations  du  paragraphe 
precedent,  on  a 

»  Les  series  (3)  sont  convergentes  pour  les  valeurs  de  /  suffisamment  grandes. 
On  voit  que,  quand  /  croit  indefiniment,  les  solutions  representees  par  les 
equations  (3)  se  rapprochent  indefiniment  de  la  solution  periodique. 

»  Les  solutions  asymptotiques  de  la  seconde  sorte  seront  de  la  forme  suivante 

{^i=  9/(0     4-BE«'a)i'H0  4-B«E««'a)5''(0  -^..., 

(  yi^na  4-  9/^,(/)4-  BE^'coiiUO  4-  B»E««'a)i:UO  -H, . . ; 
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B  est  une  nouvelle  constanle  d'integration,  a  est  encore  Texposant  caracteris- 
tique;  les  fonctions  (o  sont  de  meme  forme  que  les  fonctions  0  qui  entrent  dans 
les  equations  (3  ).  On  obtient  d'ailleurs  les  fonctions  co  si,  dans  les  fonctions  0,  on 

change  y/\i.  en  —  y^jx.  Les  series  (3  bis)  convergent  pour  les  valeurs  de  /  nSga- 
tives  et  suffisamment  grandes;  quand  t  tend  vers — oo,  les  solutions  qu'elles 
representent  se  rapprochent  asymptotiquement  de  la  solution  periodique. 

»  Solutions  doublement  asymptotiques .  —  II  existe  une  infinite  de  solutions  qui 
appartiennent  a  la  fois  aux  deux  series,  et  qui  sont,  par  consequent,  represen- 
tees par  les  equations  (3)  pour  les  valeurs  de  t  positives  et  tres  grandes,  et  par 
les  equations  (3  bis)  pour  les  valeurs  de  t  negatives  et  tres  grandes. 

))  L'orbite,  d'abord  trespeu  differente  de  celle  qui  correspond  a  une  solution 
periodique,  s'en  eloigne  peu  a  pen,  et,  apres  s'en  etre  ecartee  beaucoup,  finit 
pars'en  rapprocher  asymptotiquement. 

»  L'existence  des  solutions  doublement  asymptotiques  est  un  point  d'une  de- 
monstration tres  delicate  et  qui  m'a  donne  beaucoup  de  peine.  En  effet,  les  se- 
ries (3)  ne  convergent  que  pour  des  valeurs  de  /  positives  et  tres  grandes,  les 
series  (3  bis)  pour  des  valeurs  de  /  negatives  et  tres  grandes.  11  y  a,  generate- 
ment,  un  intervalle  oil  aucune  des  deux  series  ne  converge.  » 

213.  ((  Divergence  des  series.  —  Les  considerations  qui  precedent  peuvent 
permettre  d'etablir  que  les  series  habituelles  de  la  Mecanique  celeste  sont 
divergentes  :  ce  n'est  pas  qu'elles  ne  puissent  neanmoins  etre  utilement  em- 
ployees; en  effet,  il  pent  arriver  que  les  termes  d'une  serie  decroissent  d'abord 
tres  rapidement  pour  croitre  ensuite  indefiniment,  et,  par  consequent,  que 
cette  serie,  quoique  divergente,  puisse  servir  a  representer  une  fonction  avec 
une  approximation  tres  grande,  mais  non  indefinie.  Tel  est  le  cas  de  la  serie 
celebre  de  Stirling  et  de  quelques  developpements  usites  en  Physique  mathe- 
matique.  Tel  est  aussi  celui  des  series  de  la  Mecanique  celeste,  et  I'approxima- 
tion  qu'elles  fournissent  est  tres  suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique.  Ce 
que  je  veux  dire  de  leur  divergence  n'est  done  pas  une  raison  pour  en  proscrire 
I'usage. 

»  Les  series  de  M.  Lindstedt  ne  peuvent  pas  converger  uniformement  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  constante  d'integration  qui  y  entre;  on  demontre,  en 
effet,  que,  s'il  en  etait  ainsi,  il  n'y  aurait  pas  de  solutions  asymptotiques. 

»  Je  prendrai  comme  second  exemple  certaines  series  derivees  des  series  (3) 
et  (3  bis).  La  serie  (3)  converge;  mais  nous  avons  vu  que  ses  coefficients  peu- 
vent eux-memes  se  developper  en  series  convergentes  dont  les  termes  sont  ra- 

tionnels  en  y^;  quand  on  a  fait  ce  developpement,  la  serie  (3)  reste  encore 
convergente. 

»  Supposons  maintenant  que  Ton  developpe  ces  fonctions  rationnelles  de  y^fx 


470  CHAPITRE   XXVII. 

suivant  les  puissances  de  v/(x;  ce  developpement  sera  possible  pour  chacune 
d*elles.  Mais,  si  Ton  ordonne  ensuite  la  serie(3)  suivant  les  puissances  crois- 

santes  de  v^(x,  la  serie  ainsi  obtenue  devient  divergente;  on  demontre»  en  effet, 
que,  si  elle  convergeait,  toute  solution  asymptotique  deviendrait  doublement 
asymptotique,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

»  Le  developpement  auquel  on  parvientde  la  sorte  et  qui,  bien  que  divergent, 
pent  rendre  des  services  au  memc  titre  que  ceux  de  M.  Lindstedt,  se  met  sous 
forme  elegante,  si  Ton  elimine/ct  A  entre  les  quatre  equations  (3)  par  les 
regies  ordinaircs  du  calcul.  On  trouve,  en  effet,  que  a;,  et  x^  s^expriment  en 

series  ordonnees  suivant  les  puissances  de  y^  6t  suivant  les  sinus  et  cosinus 

des  multiples  de  ^  et  de  ^- 

»  Non-existence  des  integrates  uniformes.  —  Les  equations  (i)  admettent 
une  integrale  qui  s'ecrit 

C'est  rintegrale  des  forces  vives  :  le  premier  membre  est  uniforme  par  rapport 
krci,rca»yi  ctja*  periodique  et  de  periode  2tc  par  rapport  a y,  et  j,,  develop- 
pable  suivant  les  puissances  de  [x. 

»  Je  dis  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  integrale  de  meme  forme,  c'est-a-dire  que  les 
equations  (i)  ne  pcuvcnt  admettre  une  integrale 

distincte  de  la  premiere,  et  ou  $  soil  periodique  en  y^  et  ja*  developpable  sui- 
vant les  puissances  de  [x,  et  uniforme  pour  toutcs  les  valeurs  reelles  de  y^  et  j^,, 
pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  (x  et  pour  les  valeurs  de  x^  etde  a*, 
comprises  dans  un  certain  domaine. 

))  On  demontre  en  effet  que,  s'il  en  etait  ainsi,  les  series  de  M.  Lindstedt 
convergeraient.  Ce  resultat  est  d'ailleurs  susceptible  d'etre  generalise  de  plu- 
sieurs  manieres.  » 

214.  «  Forme  des  orbites.  —  On  pent  se  proposer  de  dessiner  les  courbes 
correspondant  auxdiverses  solutions  partieuliercs  dontje  viens  de  parler,  et  j*ai 
rintention  de  revenir  sur  ce  point  dans  un  autre  article.  Pour  cela,  le  mieux  est 
de  considerer  deux  axes  mobiles,  a  savoir  :  la  droite  AB  et  une  perpendicu- 
laire  a  AB,  menee  par  le  centre  de  gravite  du  systeme,  et  de  chercher  k  dessiner 
la  trajectoire  relative  du  corps  C  par  rapport  a  des  axes  mobiles. 

»  Dans  le  cas  des  solutions  periodiques,  cettc  orbite  relative  est  une  courbe 
fermee;  dans  le  cas  des  solutions  asymptotiques,  c'est  une  courbe  en  spirale  se 
rapprochant  asymptotiquement  d'une  courbe  fermee.  11  convient  d'ajouter  que 
les  diverses  spires  se  recoupent  mutuellement. 
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»  Considerons  une  orbite  fermee  correspondant  a  une  solution  periodique  et 
les  deux  series  d'orbites  asymptotiques  afferentes  a  cette  meme  solution.  Par 
un  point  M  du  plan  passeront,  en  general,  une  ou  plusieurs  orbites  asympto- 
tiques de  la  premiere  serie,  ainsi  qu'une  ou  plusieurs  orbites  de  la  deuxieme 
serie.  SoitT^  une  orbite  de  la  premiere  serie,  passant  par  M;  soit  p  Tangle  sous 
lequel  elle  coupe  une  orbite  T2  de  la  deuxieme  serie,  passant  par  M.  Si  p  est 
nul,  les  deux  orbites  se  confondent  en  une  seule  et  deviennent  ainsi  double- 
ment  asymptotiques;  il  y  a  une  infinite  de  points  pour  lesquels  il  en  est  ainsi. 
Mais,  en  general,  p  n'est  pas  nul;  cependant,  si  la  masse  (x  est  regardee  comme 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  demontre  que,  parmi  les  angles  p  (sous 
lesquels  T,  coupe  les  diverses  orbites  asymptotiques  de  la  deuxieme  serie  qui 
passent  par  M),  il  y  en  a  un  qui  est  infiniment  petit  d'ordre  infini ;  je  veux 


n 


dire  qu'il  est  du  meme  ordre  de  grandeur  que  I'exponentielle  E  /i^,  a  etant  une 
constante  positive. 

»  II  est  encore  un  point  sur  lequel  je  desire  attirer  Tattention. 

»  Les  series  (3)  ne  changent  pas  si  Ton  y  change  A  en  AE*^  et  /  en  /  -1-  T;  si 
done  Ton  change  A  en  AE"^,  I'orbite  asymptotique  correspondante  ne  change 
pas;  la  seule  difference  est  que  le  mobile  C  passe  en  un  meme  point  de  cette 
orbite  a  des  epoques  differentes.  Ainsi  les  valeurs  suivantes 

A,    AE=^»T^    AE±**^     ... 

de  la  constante  d'integration  correspondent  a  une  seule  et  meme  orbite  asympto- 
tique. II  est  done  toujours  permis,  s'il  ne  s'agit  que  de  definir  cette  orbite,  de 
choisir  la  constante  A  entre  i  etE*^. 

))  Cela  pose,  considerons  n  orbites  doublement  asymptotiques  quelconques ; 
pour  des  valeurs  de  t  suffisamment  grandes,  les  equations  de  ces  orbites  peu- 
vent  se  mettre  sous  la  forme  (3).  A  ces  n  orbites  correspondront  n  valeurs  de 
la  constante  A,  que  j'appelle 

et  que  je  puis  toujours  supposer  comprises  entre  i  et  E*^.  Pour  les  valeurs  de  / 
negatives  et  tres  grandes,  les  equations  de  ces  memes  orbites  (en  changeant  au 
besoin  Torigine  du  temps)  pourront  se  mettre  sous  la  forme  (3  bis).  A  ces  n 
orbites  correspondront  alors  n  valeurs  de  la  constante  B,  que  j'appellerai 

et  que  je  pourrai  toujours  supposer  comprises  entre  i  et  E*'. 

»  Eh  bien,  ce  qu'il  importe  de  remarquer  et  ce  qui  met  bien  en  evidence  la 
complication  du  probleme  des  trois  corps,  c'est  que,  si  A, ,  A2,  •  •  • »  A^  sont  ranges 
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par  ordre  dc  grandeur  croissante,  les  constantes  B,,  Ba, ...»  B^  seront,  en  gene- 
ral, rangees  dans  un  ordre  tout  different.  » 

215.  ((  Invariants  intigrauz.  —  Une  notion  nouvelle,  celle  des  invariants 
integraux,  m'a  etc  tres  utile  pour  demontrer  les  resultats  qui  precedent.  Je  me 
bornerai  ici  aenoncerquelques  propositions  saillantes  relatives  a  cette  tfaeorie. 

))  Considerons  le  probleme  des  trois  corps;  pourdefinir  la  situation  du  systeme, 
nous  nous  donnerons  dix-huit  variables  :  ce  seront  d'abord  les  trois  coordon- 
nees  a;,,  x.^,  x^  du  premier  corps,  les  projections  j«,  j^*  J'i  J®  ^^  quantite  de 
mouvement  de  ce  corps  sur  les  trois  axes.  Ensuitca?^,  x^,  •^o»  J'4»y5  et  j^  seront 
les  quantites  analogues  pour  Ic  deuxieme  corps;  Xt,  x^,  ^9^  yi*  y%  et^,  les 
quantites  analogues  pour  le  troisiemc  corps. 

»  Nous  envisagerons  alors,  dans  un  plan,  neuf  points  que  j'appellerai  M,, 
Mj, ...,  M9,  et  dont  les  coordonnecs  seront  respectivement 


(•a^i^ri)*    (-^Dri)) 


• ) 


(•^9>  ^^9)' 


Cela  pose,  considerons  une  solution  des  equations  diffcrentielles  du  mouve- 
ment, dependant  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  p.  Alors  les  Xi  et  les  yi 
seront  des  fonctions  du  temps  /,  dc  a  et  de  p.  Soit  N  le  point  dont  les  coordon- 
necs sont  a  et  P;  si  le  point  N  reste  interieur  a  une  ccrtaine  aire  a,  les  points 
M,,  Ma,  ...,  M9  resteront  interieurs  a  ccrtaincs  aires  S^,  Sa,  ...,  S,.  Ces  neuf 
aires  se  def'ormeront  et  sc  deplaceront,  puisque  les  coordonnees  du  point  M/ 
dependent  non  sculement  dc  a  et  de  p,  mais  encore  du  temps  / ;  mais  la  somme 
algebrique  de  ces  neuf  aires  demeurera  constante.  11  est  a  peine  utile  de  faire  ob- 
server que  certaines  de  ces  aires  pourront  avoir  des  parties  positives  et  des  parties 
negatives;  c'cst  ainsi  que,  au  point  de  vue  analytique,  Taire  totale  de  la  lemnis- 
cate  est  nulle,  parce  qu'unc  des  boucles  doit  etrc  consideree  comme  positive  et 
I'autre  comme  negative. 

»  Supposons  maintenant  que  Ton  envisage  une  solution  ne  contenant  plus 
qu'unc  seule  constante  arbitraire  a.  Si  cette  constante  varie  de  a,,  jusqu'a  a,, 
les  neuf  points  M,,  Ma,  .. .,  M^  vont  decrire  certains  arcs  X,,  Xa,  ...,Xj,  qui  se 
deplaceront  et  se  deformeront  avec  le  temps,  puisque  les  coordonnees  de  M/ 
dependent  non  sculement  dc  a,  mais  encore  dc  t.  Soit  U/  I'integrale 

prise  le  long  de  Tare  X^;  U/  sera  une  fonction  du  temps,  puisque  Tare  X,-  se 
deplace.  Soit  Cq  la  valeur  de  la  constante  des  forces  vives  correspondant  a  a  =  a©* 
et  C|  la  valeur  correspondant  a  a, ;  on  aura 


Ui4-U, 


U9  4-3(Ci-Co)/=---K, 


K  etant  une  constante  independante  du  temps. 
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))  Stabilite.  —  Revenons  au  cas  particulicr  dont  nous  nous  sommes  occupe 
prcsquc  exclusivement  dans  ce  travail.  Dans  ce  cas,  MM.  Hill  et  Bohlin  ont  de- 
niontre  que  le  rayon  vecteur  AC  ne  peut  croilre  au  dola  dc  toute  limits:  mais 
il  rcste,  pour  etablir  complelement  la  stabilite,  un  dernier  point  a  demontrer. 
11  faut  faire  voir  que  Ics  trois  corps  se  relrouveront  une  infinite  de  fois  aussi  pres 
qu'on  voudra  de  leurs  positions  initiales. 

))  L'existence  nieme  des  solutions  asymptotiques  inontre  suffisamment  qu'il 
existe  une  infinite  de  solutions  particulieres  qui  ne  satisfont  pas  \\  celte  condi- 
tion. Mais,  d'autre  part,  j'ai  demontre,  par  la  methode  des  invariants  integraux, 
qu'il  y  en  a  aussi  une  infinite  qui  y  satisfont.  On  peut  done  dire,  a  ce  point  de 
vue,  qu'il  y  a  une  infinite  dc  solutions  particulieres  instables,  et  une  infinite 
de  solutions  particulieres  stables. 

»  Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  dire  que  les  premieres  sont  Texception,  et  que  les 
secondes  sont  la  regie,  au  ineme  titre  que  les  nombres  rationnels  sont  I'exception 
et  que  les  nombres  incommensurables  sont  la  regie.  Je  demontre,  en  eff'et,  que 
la  probabilite  pour  que  les  circonstances  initiales  du  mouvement  soient  celles 
qui  correspondent  a  une  solution  instable,  que  cette  probabilite,  dis-je,  est 
nulle.  Ce  mot  n'a  par  lui-mcme  aucun  sens;  j'en  donne  dans  mon  Memoire  une 
definition  precise,  que  je  ne  crois  pas  utile  de  reproduire  ici ;  mais  je  dois 
ajouter  que  le  meme  resultat  subsisterait,  quelle  que  soit  la  definition  adoptee, 
pourvu  qu'il  n'entre  dans  cette  definition  que  des  fonctions  continues.  » 

216.  L'analyse  precedente  donne  une  idee  de  la  profondeur  et  de  Toriginalite 
des  rechercbcs  de  M.  Poincare,  contenues  dans  son  Memoire  de  Stockbolm. 
Parlant  de  ce  beau  travail,  Tauteur  dit  (Preface  du  I.  1  des  Methodes  nouvelles 
de  la  Mecanique  celeste)  :  c(  Je  m'y  suis  surlout  efl'orce  de  mettre  en  evidence  les 
rares  resultats  relatifs  au  probleme  des  trois  corps,  qui  peuvent  etre  etablis 
avec  la  rigueur  absolue  qu'exigent  Ics  Mathematiques.  C'est  cette  rigueur  qui 
seule  donne  quelque  prix  a  mes  tbcoremes  sur  les  solutions  periodiques  asym- 
ptotiques et  doublement  asymptotiques.  On  pourra  y  trouvcr,  en  elfet,  un  ter- 
rain solide  sur  lequel  on  pourra  s'appuycr  avec  confiance,  et  ce  sera  la  un 
avantage  precicux  dans  toutes  les  recberches,  meme  dans  celles  oil  Ton  ne  sera 
pas  astreint  a  la  meme  rigueur.  II  m'a  semble,  d'autre  part,  que  mes  resultats 
me  permettaient  de  reunir  dans  une  sorte  de  syntbese  la  plupart  des  metbodes 
nouvelles  proposees  recemment,  et  c'est  ce  qui  m'a  determine  a  entreprendre 
le  present  Ouvrage.   » 

Ces  dernieres  lignes  montrent  nettement  le  but  que  s'est  propose  M.  Poincare 
dans  rOuvrage  en  question.  On  a  deja  dit  d'ailleurs,  page  ^64,  qu'il  s'agissait 
aussi  d'etendre  au  probleme  des  trois  corps,  envisage  dans  toute  sa  generalitc, 
les  resultats  qui  avaient  ete  obtenus  dans  le  Memoire  de  Stockbolm,  seulement 
pour  un  cas  particulicr.  Citons  de  suite,  sans  nous  astreindre  a  suivre  I'ordre 
T.  -  IV.  60 
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des  matieres  dans  les  deux  volumes  du  nouvel  Ouvrage,  ce  beau  theorenic  de- 
mon tre  par  Tauteur  : 

Le problerne  des  trois  corps  nadmH  pas  d'autres  integrates  uniforines  que  celles 
dis  aires  et  des  forces  vi^es. 

Ce  theoreme,  demontre  cette  Ibis  sans  restriction,  est  plus  general  que  celul 
de  M.  Bruns,  enonce  a  la  page  46^i»  puisqu'on  prouve  non  seulement  qu'il  n'y 
a  pas  d'integrale  nouvclle  algebrique,  mais  qu'il  n'existe  pas  d'integrale  trans- 
cendante  uniforme,  lors  meme  que  les  variables  se  meuventdans  un  domainc 
restreint. 

M.  Poineare  a  consacre  le  Chapitre  VI  de  son  Ouvrage  au  developpenient 
approche  de  la  fonetion  perturbatricc,  e'est-a-dire  au  calcul  approche  d'un 
terme  qui  contient  des  multiples  eleves  des  anomalies  moyennes  de  la  planete 
troublee  et  de  la  planete  perturbatrice.  M.  Flamme,  dans  une  tbese  remarquee 
dont  nous  avons  deja  parle  (I,  p.  269),  avait  oblenu  doja  d'importants  resultats 
en  prenant  pour  point  de  depart  un  beau  Memoirc  de  M.  Darboux,  concernant 
la  valeur  approchee  des  fonctions  de  Ires  grands  nombres  {Journal de  Mathema- 
tiques  pures  el  appliquees,  1878).  Cette  melbode  de  M.  Uarboux  s'est  montree 
tres  feconde.  Grace  a  un  artifice  ingenieux,  ]M.  Poineare  a  montre  qu'on  peut 
I'appliquer  directementa  la  recbercbe  des  coefficients  de  termes  eloignes  dans 
le  developpement  des  fonctions  de  deux  variables,  et  il  en  a  deduit  la  solution 
du  probleme  lorsque  Tinclinaison  muluelledes  orbites  est  nulle,ainsi  que  Tune 
des  excentricites,  Taulre  elant  supposee  tres  petite.  M.  Hamy  a  examine  {liul- 
letin  aslronomiqae,  t.  X)  le  cas  oil,  Tinclinaison  ctant  quelconque,  les  excentri- 
cites sont  nuUes,  et  {Journal de MalhematiquaSy  1 8f)4)  celui  oil,  Tinclinaison  etant 
petite,  Tune  des  excentricites  est  nolle  et  Tautre  quelconque.  Enfin,  M.Coculesco 
a  traite  recemment  {Journal de Malhemaliques,  189))  le  cas  oil,  rinclinaison  mu- 
tuelle  ctant  nuUe,  les  excentricites  sont  tres  petites,  les  longitudes  des  perihe- 
lies  etant  en  outre  les  memes. 

M.  Hamy  a  applique  ses  formules  a  Tinegalite  lunaire  produite  par  Taction 
de  Venus,  et  ayant  pour  argument 

i8/"~  16/'-  /-  i6Gy'-+-  i8cj"-i-  'ih\ 

dont  nous  nous  sommes  occupe  nous-memes  (III,  p.  39G),  et  il  a  trouve,  par 
des  calculs  tres  simples,  en  partant  de  ses  formules  approcbees,  a  ~  pres  la 
valeur  du  coefficient  de  celte  inegalite,  qui  a  ete  regardee  pendant  longtemps 
comme  tres  difficile  a  determiner. 

M.  Poineare,  dans  les  premiers  Cbapitres  du  Tome  11  de  son  Ouvrage,  s'oc* 
cupe  de  la  forme  des  expressions  qui  donnent  les  coordonnees  de  deux  planetes 
en  fonetion  explicite  du  temps.  11  y  parvienten  partant  des  metbodes  de  M.  Lind- 
stedl,  qu'il  modifie  avanlageusement.  M.  Newcomb  etait  arrive  au  meme  but 
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par  la  melhodc  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  et  Ton  a  vu,  dans  Ic 
Chapilre  precedent,  que  je  m'etais  servi,  de  mon  cole,  de  la  methode  de  De- 
launay;  mais  mes  resuUats  ctaient  loin  de  presenter  la  rigueur  de  ceux  de 
M.  Poincare.  Vient  ensiiite  Telude  des  series  finales  considereesen  elles-memes, 
et  la  demonstration  de  leur  divergence.  Mais,  uialgre  mon  desir,  je  renonce  a 
donner  en  quelques  pages  une  idee  de  ces  belles  theories,  et  je  vais  me  borner 
a  presenter  des  indications  assez  completes  siir  les  solutions  periodiques.  II  est 
bon  de  commencer  par  des  considerations  preliminaires  sur  la  forme  des  equa- 
tions difTerentielles  du  probleme  des  trois  corps. 

217.  Considerations  preliminaires.  —  Occupons-nous  encore  une  fois  des 
equations  diflerentielles  du  mouvement  de  deux  planetes  autour  du  Soleil. 
Rapportons  la  premiere,  M,  directement  au  Soleil,  et  soient  cc,y,  z  ses  coor- 
donnces,  rrtom  sa  masse;  la  seconde,  M',  sera  rapporlee  au  centre  de  gravite  G 
du  Soleil  et  de  M:  soient^',  j,  z\  m^w!  ses  coordonnees  et  sa  masse;  m^  de- 
signe  la  masse  du  Soleil.  On  pent  conclure  des  formules  du  Chapitre  precedent, 
ou  de  celles  de  notre  Tome  I,  page  8/i,  les  equations  suivantes  : 


m      r/V£  _  ^  ,        14-  m        d^x'  _  ^ 

f  H-  /;/   dt^        d;r  \  -\-  m  -\-  m'    dl^         dx'^ 


ou  Ton  a  pose 


U  =//^o  (  7  -+-  TT  )  +  W, 


W  ^^fnif^m' 


t        r 


-^-fni^nim'         


i//-'^ ?—  {xx'-\-  Yy'-\-  zz')  -H  (— ^  y 


Si  Ton  neglige  W,  et  que  Ton  fasse 

k*'  =//rio  ( I   i-  w/ ) ,         A-  *  zz=  fnto  

on  aura  les  equations 

d^x        A».r  d^x'        k'^x' 


^fT     -+-      ,.:i        "^y  ,i^t      -+-       ,./:i 


=  (). 


Kn  introduisant  les  fonctions  suivantes  des  elements  elliptiques 


L  ^:  k  yV/,  li  ^z:  A  v </  ^^  I  —  e* ),  6  =  k  \Ui ( I  —  e* )  cos  /, 

(4)  < 


/  --/  — oj,  ^  =  cj— 8,  0=Q, 


l7<i 
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oil  X  el  V  clesignent  les  longitudes  moyenncs,  on  aura,  en  faisant  varier  les  ele- 
ments elliptiques  pour  tenir  compte  de  W,  et  invoquant  les  principes  de  la  me- 
tbode  de  la  variation  des  constanles  arhitraires,  on  aura,  disons-nous,  ce  sys- 
teme  de  douze  equations  canoniques  : 


(if 


I  H-  //I  e)W, 


dlJ  _    I  -\-  /n  -h  m'  <^W, 


cU' 
(It 


I  -f-  m  -+-  m'  rAV| 

/// '  ( 1  H-  m )     dV 


oil  Ton  a  pose 


W,r_W-i 


/;/ 


k' 


1  -h  ///  9.  L- 


ni 


A-'' 


w 


I  4-  ///  -\-  m'  iXJ^ 


Faisons  mainlenant 


m  -"  2;jL, 


///'=  x'jJL, 


[JL  etant  petit,  a  et  a'  finis,  et  posons  en  outre 


1  4- /n  "^  1  -r //i -r- m         ^^  ' 


Nous  aurons  les  e(|uations 


(5) 


(JL^  _ 

(n_ 
(it  ~' 

(it '" 


Ti' 


""dX. 


r)F 


•^  <it 


«;f 

^F 


r}F 

13'  or? ' 


777 


e)F 

d¥ 

d¥ 


(6) 


(7) 


(^ 


;    F:^ 


a 


I  -H  afx 


p    a      ; 77  > 

I  4-  a  ( iJL  -H  fx' ) 


A-'*  _    I  -h  (a  4-  a')|jL^ 


(14-af/) 


2         > 


a 


A* 


I  4-  a/x  2  L* 


a' 


I  4-  au 


A'' 


I  4-  (a  4-  5c')fjL  2L 


'2 


1  4-  3J 


Ly  1  +  3t;jL  ^ 


==')  4-  (- 


4-  afx 


7"] 


I  4-  a 


a 


V    ■ 


^.--,1 


I  -H  a 


-(.r\r'4- r)'4--v')4-  ( ) 
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P  etp'sont  finis,  ainsi  que  la  premiere  ligne  de  F;  les  deux  dernieres  lignes 
contiennenl  au  contraire  le  petit  fticteur  (x. 

On  a  vu,  dans  notre  Tome  III,  page  238,  qu'au  lieu  des  variables  canoniques 

L,    G,    e,        L',    G'    el    e, 

/,     ^s     fj.         i\     s'    et    0\ 

on  pent  prendre,  avee  M.  Poincare,  les  suivantes  : 


L,     v/2(L  — G)sinGT,    v^^^G  —  0)  sin9,         L',    sJ-i(L'—{V)  s.\nxs\    v^2(G'— 6')  sin^, 
>.,    v^2(L  — G)cosGT,    v/2(G  — 0)cos(/,         V,    v^2(L'— G^cosct',    v^2(G'— B')cos6', 

oil  X  et  X'  designent  les  longitudes  moyennes  des  deux  planetes. 

On  en  conclut  aisement,  par  des  cliangements  reciproques  de  variables  d'un 
des  groupes  dans  I'autre,  des  cliangements  de  signes,  et  en  eomprenant  les 
facteurs  p  et  p'  dans  de  nouvelles  variables,  que,  si  Ton  pose 

A  =  (3L,  >   -}. 


5  z:=  V'2j3(L—  G)  COSTU,  YJ  :^-  -- V'2j3(L  —  G  )  SinTU, 


,Q,  .  /?  =  v^2p(G--e)cose,  r/=— v/2i3(G  — e)sin(?. 


l'-s/i^'(,L'—  G')  cosct',        V==  -  v^2(3'(L'-G')  sinnr', 
p'  —  v/2(3'(G'— 8')  cos^',         7'~  -  v^2;3'(G'-0')  sin^', 


on  aura  ce  systeme  canonique 


(9) 


/  ^A            d¥ 

dl            dF 

dp          dF 

dt             dl  ' 

dt           dn ' 

dt              dq' 

d}.             d¥ 

df)            dF 

dq             dF 

dt     ■       d\' 

dt            dl ' 

dt  ~       dp' 

dX'          dF 

cr:l           ^F 

dp'           dF 

dt            dl'' 

dt            dn" 

dt              dq' ' 

d}/            dF 

dn'           dF 

dq'           dF 

\    dt            d\'' 

dt  "      di'' 

dt    "       dp' 

218.  Revenons  au  systeme  (5),  et  montrons,  en  suivant  M.  Poincare,  com- 
ment on  pent  reduire  le  nombre  de  ces  equations  en  tenant  compte  des  inte- 
grales  des  aires,  et  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  invariable.  On  a  alors, 
comrne  on  Ta  vu  dans  le  Chapitre  precedent,  et  comme  on  pent  le  voir  d'ail- 
leurs  directement, 

I  (3»(G'-6«)-(3'»(G'*-e'2), 
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La  fonctioii  F  depend  d'aiUeurs  des  variables 

L,     G,    0,        L ,     G ,    0 , 

on  sait  qu'elle  doit  etre  independanto  de  la  position  de  I'axc  des  x  dans  le  plan 
invariable;  elle  ne  doit  done  contcnirO  et  O'que  par  la  difference  6  —  6';  puisquc 
0  =  0',  la  fonction  F  sera  done  indepcndante  de  0  et  de  0'.  L'equation 


donne  d'ailleurs 


('0 

Faisons  maintenant 


dt  ~  at 

1    ^F  _     1    ^F 
?  (^e""  (Si'  did'' 

Gi=r,         G'  zzF; 


les  relations  (10)  nous  donneront 


(10.) 


Nous  en  tirerons 


W     = ! > 

2  2Ci 


(?'«'=  J  4- 


2C 


r>r""«;G  ^  did    C         c^B'  (3'C 


ou  bien,  en  ayant  egard  a  la  Ibrmule  (i  i), 


et  de  mcme 


d? 

dV 

dV'~ 

on' 

dV 

OF 

or  ~  Oil' 


Les  equations  (5)  deviendront  ainsi 


(i3) 


dL 

dt  " 

OF 

?>0l' 

dV 
dt 

OF 

d\J 
dt 

dl 

di   " 

OF 

&0L' 

d" 
dt 

dl' 

dt 

j3'  dl' ' 
~^'  d\J ' 


dt 

dt 


dF 

OF 

^'  d\'  * 


On  a  done  opere  ainsi  la  reduction  a  huit  equations  canoniques,  d'une  fagon 
plus  simple  que  dans  le  Chapitre  precedent;  la  quantite  Cost  une  constante 
absoluc  et  doit  etre  regardee  comme  une  donnee  de  la  question.  II  convient  de 
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completer  ces  formules  par  les  suivantcs,  auxquelles  il  faudrait  encore  joindre 
Texpression  (7)  de  F, 


fir  cose  =  -  -h  •- Y^- '  pT'C0Sf'=:  -  4-  ^ —^ , 

^  2  2(i  2  2C 

u  — esin'j=i/,  u' —  e' sin  j'zi= /', 

/•  =  a(i  —  ecos'j),  r'  i=ia'{\  —  e'  cosu'), 

<r  / 1 -\- e  u  iv'  /i -h  e'  u' 


.T.t'-'—  v»*/'_i_  tt' 


-:^^ — ^^  ~cos(^^-  wp')  cos(^'h-  wp'')  h-  sin (^4-  np')  sin (^'4-  ii'')cos(/—  i')  ; 


rr' 


on  voit  bien,  par  cet  ensenable  de  formules,  comment  la  fonction  F  depend  des 

huit  variables 

L,    L',    r,    r,     /,    /',    g    el    g'. 

219.  Considerons  encore  le  cas  oil  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  et  pre- 
nons  ce  plan  pour  plan  des  xy.  Nous  aurons  i  =  i  =  o,  et  par  suite,  0  =  G  et 
0'  =  G'.  Voyons  ce  que  deviennent  alors  les  equations  (5).  Un  argument  quel- 
conque  de  F  sera  de  la  forme 

et  un  theoreme  bien  connu  nous  donnera 

yi  +  y;=zo; 

done  les  arguments  de  F  seront  de  la  forme 

y/-+-y'/'+yi^, 
oil  Ton  a  pose 

Gj  —  m'  -=zh. 

On  a  ensuite 
et,  puisque  F  est  independant  de  i  et  de  i\ 

puis 


d%       dB'      °' 

dV      dY       dV           dV       d¥ 
dg      <te       dh'         dg'       dm' 

d¥ 
dh' 

dh 

dt  ~ 

dv3       dts'       de       dg       d9'       dg' 
dt         dt        dt    '    dt        dt         dt 

dF          dP 

pdG   '   p'dG' 
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Lcs  equations  (5)  devicndront  done 


On  en  conclut 


^dt  - 

OF 

d\J        OF 
^    dt      '  Of' 

dG 

^  dl  " 

OF 

0/r 

diV           OF 
^    dt            Ok' 

dl 

OF 

dl'              OF 

dt 

^OL 

'              dt  ~       p'OL' 

dli 

OF           OF 

dt 

pc«l    '    ^'OG' 

■^  dt  ^ 

dC  , 

--ZO,        ^GH-;5'r,'-C 

c'est  I'integrale  des  aires.  Si  Ton  pose 

F  deviendra  une  fonction  de  L,  L',  II  et  des  arguments  /,  /'  et  h;  on  aura  ainsi 
ces  equations  differentielles,  qui  correspondent  au  prohleme  actuel. 


(i4) 


/    rf(|3L)       OF 
dt           01 ' 

dl               OF 

dt            0(^L)' 

)  d(^'L')       OF 
j       dt            01' ' 

dl'                OF 

dt            <^((3'L') 

1       rfH           OF 

\        dt            Oh ' 

dl,            OF 
dt            Oil 

Nous  avons  a  presenter  unc  remarque  imporlante  au  sujct  de  developpe- 
mcnts  qui  se  rapportont  au  probleme  des  trois  corps.  Reprenons  les  douze  va 
riables  qui  figurent  dans  les  equations  (.5),  et  posons 

Xirrr^L,         x,  =  ^'h\         .r3  =  ?G,         .r,r^;3'G',         .r,=:?e,         o-c^P'e', 


J'x  --  ',  J't  ==  I'y 


..     .  —    ffl 
J  i  —  o   > 


vs  =  0,  y,  =  0'. 


Les  equations  (5)  pourront  ctre  representees  par 


(i5) 


dr(        (^F 
dl    -'dy/ 


in  _ 
dl  ~ 


(/=:  I,  2,  .  .  .,  6). 


La  fonction  F  est  d'aillcurs  representee  par  la  forniule  (7),  et  Ton  a,  en  serie 
convergente, 


Fo  =  a 


k'' 


QL 


iL 


ity 


la  fonction  F©  ne  depend  done  que  des  variables  x^  eta'a. 
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Lorsque  ul=  o,  les  equations  (i5)  donnont 

^/=^/»         yi-nit-hy%        v,-=:/?j/4-y;,        7/-hi=7?4.i» 

/?  I  ■= — »         /?  J  — —  > 


en  designant  par  j?^"  et  j,^  douze  constantes  arbitraires;  les  trajectoires  des  deux 
planetes  sontalors  des  ellipses  kepleriennes. 

Supposons  maintenant  ui.<o,  et  supposons  que,  pour  /  =  o,  on  ait 

Xi  =  a:f  -f-  li,         y,  —  V?  -h  TO/, 

et  demandons-nous  quelles  seront  les  valeurs  de  ces  quantites  x^  et  v,  pour 
/  =  T.  M.  Poincare  a  montre  (t.  I,  p.  63)  que  ces  valeurs  sont  developpablos  en 
series  convergentes  suivant  les  puissances  des  ?,,  y]/,  de  t  et  do  jjl,  pourvu  que 
les  modules  des  quantites  $/,  y),  et  (x  soient  assez  petils. 

Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  rccbercbe  des  solutions  periodiques  du 
probleme  des  trois  corps,  en  nous  limitant  a  celles  du  premier  genre  (voir 
p.  ^6G). 

220.  Recherche  des  solutions  p6riodiques  du  probleme  des  trpis  corps. 
—  M.  Poincare  avait  demontre  (Bulletin  aslron.,  t.  I,  p.  Gj)  qu'il  existe  trois 
sortes  de  ces  solutions  periodiques  de  premier  genre  :  pour  celles  de  la  pre- 
miere sorte,  les  inclinaisons  sont  nulles,  et  les  excentricites  tres  petites  (de 
Tordre  des  rapports  des  masses  des  deux  planetes  a  la  masse  du  troisieme  corps 
qui  est  le  Soleil);  pour  celles  de  la  seconde  sorte,  les  inclinaisons  sont  encore 
nulles,  mais  les  excentricites  finics;  cnfin,  pour  celles  de  la  troisieme  sorte,  les 
inclinaisons  ne  sont  plus  nulles.  L'auteur  est  revenu  avec  plus  de  detail  sur  ce 
sujet  dans  son  Ouvrage  sur  les  Methodes  nom^elles  de  la  Mecanique  celeste;  nous 
allons  cbercher  a  donner  une  idee  de  ces  nouvelles  recherches,  et  nous  repro- 
duirons  souvent,  presque  textuellement,  I'expose  de  M.  Poincare. 

Pour  les  uncs  comme  pour  les  autres  de  ces  solutions  periodiques,  les  dis- 
tances mutuelles  des  trois  corps  sont  des  fonctions  periodiques  du  temps;  au 
bout  d'une  periode,  les  trois  corps  se  retrouvent  done  dans  la  meme  position 
relative,  tout  lesysteme  ayant  seulement  tourne  d'un  certain  angle.  II  faut  done, 
pour  que  les  coordonnees  des  trois  corps  soient  des  fonctions  periodiques  du 
temps,  qu'on  les  rapporte  a  un  systeme  d'axes  mobiles,  animes  d'un  mouve- 
ment  de  rotation  uniforme. 

Occupons-nous  d'abord  des  solutions  de  premiere  sorte.  Soient  S  le  Soleil 

(/Wo  sa  masse),  M  et  M'  les  deux  planetes  (ajx/Wo  et  a'jjL/w^  leurs  masses); 

nous  rapportons  comme  ci-dessus  la  planete  M  a  des  axes  se  coupant  en  S,  et 

la  planete  M'  a  des  axes  paralleles  se  coupant  au  centre  de  gravite  G  de  S  et 

T.  -  IV.  6i 
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(le  M.  Lo  niouvenient  est  suppose  avoir  lieu  dans  un  plan  que  nous  prendrons 
commeplan  do  reference. 

Si  Ton  suppose  u.  =  o,  les  masses  des  deux  planetes  sont  nulles,  le  Soleil  est 
fixe,  et  les  deux  planetes  decrivent  autour  de  lui  des  ellipses  kepleriennes.  Ad- 
niettons  que  ces  orbites  soient  rirculaires;  soient  n  et  n'  les  moyens  mouve- 
nients,  et  n  >►  //. 

Plarons  Torigine  du  temps  au  moment  d'une  conjonetion;  a  ce  moment  les 
longitudes  de  M  et  de  M'  pourront  etre  supposees  nulles,  en  choisissant  rorigine 

des  longitudes.  Au  hout  du  temps     _'  ,.  ces  longitudes  seront  devenues  res- 

pectivement  — '^,  et  —37-7;  leur  difference  sera  egale  a  2r.  Les  deux  petites 

masses  se  retrouveront  en  conjonetion  ;  les  trois  corps  seront  de  nouveau  dans 
la  meme  position  relative,  tout  le  systeme  ayant  seulement  tourne  de  Tangle 

— '-^ — 7-  Si  done  on  rapporte  le  svsteme  a  des  axes  mobiles  tournant  d'un  mou- 

vement  uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  n,  les  coordonnees  des  trois  corps, 
par  rapport  ii  ces  axes  mobiles,  seront  des  fonctions  periodiques  du  temps,  et 


ar 


//  —  /t 


la  duree  de  la  periode  sera  T  = 

Ainsi,  dans  le  cas  limite  de  [jl  =  o,  le  probleme  admet  des  solutions  perio- 
diques, quand  on  choisitconvenablement  les  circonstances  initiates  du  mouve- 
ment.  Avons-nous  le  droit  d'en  conclure  qu'il  en  sera  de  meme  pour  de  petites 
valeurs  de  ui? 

Nous  prendrons  les  variables  (8)  que  nous  pouvons  reduire  a  huit, 
puisque,  le  mouvement  ayant  lieu  dans  un  plan,  il  est  permis  de  faire 
p  =  q=p'  =  q=o. 


^  =       v^A  \'2  ( I  —  \/ 1  —  e*)  cos  w, 
£'  -=      \/y\/^(J->J 7^1^  costs', 


rzz  —  y/V  V'^^i  --V  I  —  e?*)  sinTiiT, 


Yi'--  --V'A'  s'2(i  —  v'i  —  <?'*)sincT'. 

Les  distances  mutuelles  des  trois  corps  et  les  derivees  de  ces  distances  par 
rapport  au  temps  dependent  seulement  des  sept  quantites  suivantes 

(  A,     J  cos/.  ~  n  sin^,     C  sin)w  -i-  n  cos)., 
(iG)  >.—)/; 

I  A',    ^'cosa'— r/sin>/,     ;'sinA'-i-yj'cos>/, 
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on  a,  en  effet,  en  designant  par  /  et  /'  les  anomalies  moyennes, 


r  =  a  (  r  —  e  cos  l-\-  -  e^ e^  cos  2  /-r- .  . .  ) , 

\  22  J 

5 
^-  —  /  -h  2esin/-+-  7  e*  sin2/-r. . .  ; 

4 

r'  zzza'i  \  —  e'  cos  /'-+--  e?'* e'*  cos  2  /'  -h .  .  .  K 

\  2  •>.  / 


r'  =  a'4-  ie'  sin/'-h  7-  «'*sin2/'-i- 

xx'  -+-  //'  =  rr'  cos  (r  —  r') 

=  /7'cos  ().  —  )/ 4-  2 e sin/—  2 e' sin/'-h  7  e* sin 2/— 7  c'=*sin2  /'  -f- 
\  44 


4  cos/  —  Y}  sin).  =1  \/\  v^2  ( I  -  -  v/ 1  —  e*)  cos  /, 


;  sinX  -h  TQ  cos).  =  \'\  V2  (i  —  y/i  —  e^)  sin  /, 

On  en  conclut 


(JcosX  —  Tt  sin).)' 4-  (Jsin).  -h  ri  co-s)."!^ 

.-  -^  -. -^ 

I  r(Jcos).  —  r\  sin).;'  -h  (^sin).  -f-r^  cos).)']* 

-i\r —  A^ J' 

,      H  sin  A  —  n  cos). 

lang/n=  t = r-T-j 

°        4  cos  A -hYj  sin  A 

ct  (les  formules  analogues  pour  a',  e'  et  /'.  On  voit  ainsi  que  r  et  r'  dependent  de 

A,    ^cosX  — nsinX,     ^sin). -hio  cosX,     A',     ^'cos)/  — yj'sinX',     ^'sinX'-hv}' cos).'; 

xx' -^-yy'  introduit  Tangle  X  —  A'. 

Pour  que  la  solution  soit  periodique,  il  faut  done  qu'au  bout  d'une  periode 
les  variables  (iG)  reprennent  leurs  valours  primitives,  et  que  X  —  X'  augmente 
de  27:. 

Si  Ton  fait  tji  =  o,  Ic  mouvement  est  keplericn ;  supposons  de  plus  que,  pour 
/  =  o,  on  ait 

i  4 

A  =  A.  =  M!,      a'.--a;  =  ^. 

Les  mouvements  des  deux  planetes  sei*ont  circulaires  et  uniformes,  avec  les 
moyens  mouvements  n  el  /i';  la  solution  sera  periodique,  et  de  periode     ^^  ,■ 
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Ne  supposons  plus  maintcnant  [x  =  o,  ct  considerons  une  solution  quel- 
conquc;  nous  pourrous  choisir  Torigine  du  temps  au  moment  d*une  coDJonction 
moyenne,  ct  prendre  pour  origine  des  longitudes  la  longitude  de  cette  conjonc- 
tion. 

Les  valeurs  iniliales  de  X  et  de  X'  seront  nulles ;  soient  A©  4-  ^,  et  A^  -+-  pa  les 
valeurs  initiales  de  A  et  de  A'.  Soient  encore  $o»  ^o»  5o»  ^o  ^^^  valeurs  initiales 
de  $,  yj,  ^'  ct  Y]';  ce  seront  aussi  les  valeurs  iniliales  des  quatre  quantites 

^cosX  —  Yi  sinX,    ^sinX  -+- tqcos).,    4' cos)/  —  yj'sin>/,    ^'sinX'  H-rj'cosX' 

qui  figurent  au  nombre  des  variables  (iG). 

Soit  maintcnant  2-  -+-  '^^  la  valour  de  X  —  X'  au  bout  de  la  periode  — — — >  (que 

nous  supposons  la  mcmc  que  dans  le  cas  de  [jl  =  o).  Soient,  au  bout  de  cette 
periode, 

Ao-+-3i-f-'|i,   a;  4- ?,  4- ••.„ 

les  valeurs  de  A  et  A',  et 

les  valeurs  des  quatre  dernieres  variables  (16). 

Pour  que  la  solution  soit  periodique,  il  faut  que  Ton  ait 

'f  0  -•  '>i  --  '\'i  -  '^.i  —  'W  '--  'Is  — '%  =  *>• 

S'il  en  est  ainsi,  les  valeurs  de  a,  e,  gt,  a\  e\  ts'  et  X  —  X'  seront  les  memes, 
en  cU'et,  au  commencement  et  a  la  fin  de  la  periode;  il  en  sera  dc  meme  des 
distances  mutuelles  des  trois  corps  et  de  leurs  derivees  par  rapport  au  temps. 

Ces  equations  ne  sont  pas  toulcs  distinctes;  les  equations  differentielles  du 
mouvemenl  admettent,  en  cHet,  deux  inlegrales,  celle  des  aires  et  celle  des 
forces  vives. 

En  ecrivant  que  les  premiers  membres  de  ces  integrales  prennent  les  memes 
valeurs  au  commencement  el  a  la  tin  de  la  periode,  et  supposant  que  les  condi- 
tions 

(17)  6„  ^  ^l.,  -_  'l,  r-_  '{.5  —b^-0 

soient  veritiees,  ce  qui  enlraine  Tegalile  de  e,  gt,  c^  tu'  el  dc  X  —  X',  on  trou- 
vera  que  a  et  a'  doivent  reprendre  aussi  les  memes  valeurs  :  done  on  doit  avoir 
'!»,  =  'J*,  =  o.  Nous  aurons  done  seulement  a  resoudre  les  cinq  equations  (17), 
auxquelles  nous  adjoindrons  Tequation  des  forces  vives  F=  C,  oil  nous  regar- 
derons  la  constanle  Ccomme  une  donnee  de  la  question;  ces  six  equations  con- 
liennent  les  six  inconnues 

(<^)  Hl»       i^J»       £0.       VOu,       ^j       ct      Yj'y. 
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Les  •j'l  sontdcs  fonctions  bolomorphes  de  (x,  et  des  six  variables  (i8),  que 
nous  ne  chcrclierons  pas  a  former;  elles  s'annulent  avec  ces  sept  variables. 
D'apres  un  thcoremc  deniontre  par  M.  Poincare  (t.  I,  n"*  30),  on  pourra  re- 
soudre  les  equations  (17)  et  F  =  C  par  rapportaux  inconnues  (18),  pourvu  que 
le  determinant  fonctionnel  des  quantites  F  et  4'/  par  rapport  aux  inconnues  ne 
soit  pas  nul  pour 

f^  =  ?i  =  ?J  =  5o  =  iQo  =  ?o  =  ^i  =  O- 

Rappelons  que  le  determinant  fonctionnel,  o\x  Jacob ien,  de  fonctions  Vi , /a, . .. , 
yi  par  rapport  aux  variables  x^,  x.^,  ...,  a?,  est  le  determinant 

^yi 

•  •  •    ^—^— 

dJCf 

•       •       9  ■ 


Or,  pour  li.  =  o,  on  a 


(•9) 


F  =  F»  = 


<>y> 

Oy. 

Ojci 

OXi 

Ox  I 

Oyt 
Oxi 

•   ■    • 

On 

Ox, 

dx^ 

x'k' 

; 

!>yj 

Oxi 


done  Fo  ne  depend  que  des  deux  variables  ^^  et  ^2- 

Soient  ensuite  \  et  \\  les  valeurs  de  X  et  X'  a  la  fin  de  la  periode;  pour 

jjL  =  o,  Xo  etX'^serontegauxauxproduils  du  temps  ccoulc     _^  ,  par  les  moyens 

mouvements  N  et  N'  qui  sont 


ou  hien 


N 


_         H 


3»A* 


(Vo+(3.) 


i' 


N'=       ^"" 


tA'o-t-i3,r 


On  a  (lone 

(20) 

ou  encore 


-    _       9.T.  {3»  k' 


Z  > 


Ao=:: 


IT, 


3'V.'^ 


n-n'  (A;4-3,)^' 


(21)  >.o=  -f\ 

n  —  n    \ 

La  relation 


3A-3  .2,^'7^   /         ^\ 


—3 


•27:-^^o  =  K—K 


donnera  done 

*-="[;^(-ir-^(-itr-]' 

done,  comme  Fo,  ']^o  ne  depend  que  de  ^1  et  de  ftj. 
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En  ecrivant  d*ailleurs  que  les  quantites 

^  cosX  —  Y}  sinX,        5  sinX -h  0  cosX, 
?'cosX'—  r/sinX',       ^'sinX'-h  yj'cosX' 

prennent  les  memes  valeurs  au  commencement  et  a  la  fin  de  la  periode,  on 
trouve  les  relations 

^i)  cosXo  —  (tOo  4-  ^0  sinXo, 

^,)  sinXo  -+■  (tOo  -I-  ^4)  cosXo, 
^5)  cosX;  —  (n'o  ■+■  ^e)  sinX;, 


Vo  =  (?o  +  ^5)  sinX;  -t-  (yj;  -f-  ij;,)  cosX;. 


On  en  tire  sans  peine 


(23) 


^3 


^o(cosX„ 
^0  sinXo 

?;(cosx; 
^;sinx; 


-0-+- 


-1)4- 


TQoSinXo, 

TOo(cosXo 

misinX', 

io'o(cosX; 


-0, 


09 


t 
0 


>). 


En  se  reportant  aux  expressions  (ao)  de  X,  et  de  X',,  on  voit  que  ^^  et  '\^  ne 
dependent  que  de  ^o'  ^0  et  Pi ;  4*5  ^^  4'«  "^  dependent  que  de  X^>  tj'o  et  p^.  Notre 
determinant  fonctionnel  est  done 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 
o 


O 


0^ 


O 


^1 


o 


o 


o 


-rrl-         O 


o 


dn' 


o 


o 


11  est  egal  au  produit  des  trois  determinants 


dFa      d'^io 


(1)- 


dp, 
dFo 


dp, 

d'i^. 


(11)== 


dp,     dp, 


d'\ii 
dl, 

d^ 
d-n„ 


dl, 

d^ 
dfia 


(III) 


d^     d^ 
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II  faudra  done  calculer  ces  determinants,  v  faire  ensuile 

V 

Pi  =  Pj  —  ?o  =  lOo  =  f  0  =  ^'o  =  O , 
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et  voir  si  aucun  d'eux  n'est  nul.  Or,  en  se  reportant  aux  formules  (19),  (22)  et 
(23),  on  tpouve  aisement 


/I  — /I'VAJAo  Ao*Ao      / 


quantite  negative  essentiellement  differente  de  zero; 


(n)o  =  (i 

(111)0^(1 


cos^o)'  -^'  sin*Xo, 
cosX'o)*  -h  sin-X'o. 


Ces  quantites  ne  peuvent  s'annuler  que  si  Ton  a 

V  et  v'  designant  deux  nombres  entiers.  En  remplagant  Xo  et  >„  par  leurs  va 
leurs  (21),  apres  y  avoir  fait  p,  =  ^3=  o,  il  vient 


n 


n' 


=z  V 


(I'oii 


n  —  n 


n 


n  —  n 


1  —^^ 


»        OU       := 


v'-h  I 


n' 


V  —  I 


La  solution  periodique  dont  on  vient  de  demontrer  Texistence  ne  pent  done 
cesser  d'exister  que  si  ie  rapport  des  deux  moyens  mouvements  est  exactement 
commensurable,  et  si,  en  outre,  Ie  numerateur  et  le  denominateur  de  la  fraction 
qui  represente  alors  ce  rapport  different  d'une  unite. 

Remarque.  —  La  solution  dont  il  s'agit  est  la  suite  d'un  developpement  de 
Laplace  {voir  notre  T.  I,  Chap.  XXII);  en  supposant  e  =  e'  =  0^  les  formules 
citees  peuvent  s'ecrire 

/•  mrt  -r  y]  A/ cost  (A  —  X'), 


=:X  4-2K'Sin/(X-V), 


(24) 


1 

00 


1 

00 
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A/,  B/,  A)  el  B)  sont  des  fonctions  connucs  de  a  et  a\  qui  contiennent  m'  ou  m 
en  facteur;  X  et  X'  designcnt  les  longitudes  moyennes.  La  demonstration  de 
M.  Poincarc  monlre  que  les  formules  conservent  la  memc  forme  dans  les  ap- 
proximations successives  ofi  Ton  tient  compte  des  carres,  des  cubes,  ...,  des 
masses;  les  quantites  A/,  . . .  sont  alors  dcveloppees  suivant  les  puissances  de  pi. 
Les  equations  (24)  representent  alors  une  solution  du  probleme  des  trois  corps, 
quand  les  conditions  initialessontconvenablement  choisies  etquele  mouvement 
a  lieu  dans  un  plan.  On  a 

r  — X==:2B/sin/().  — X'), 

i''-  >.  =  )/-  X  -I-  i;B;sinf(X  -  V); 

ce  qui  montre  que,  par  rapport  a  un  systeme  d'axes  mobiles  tournant  uniforme- 
ment  avec  la  vitesse  -^  =  /?,  les  coordonnees  des  deux  planetes  sont  des  fonc- 
tions periodiques  du  temps;   la  periode  est  T  =::     _^  ,*  Nous  allons  donner 

maintenant  quelques  indications  sur  les  solutions  de  la  seconde  sorte,  trouvees 
par  M.  Poincare. 

221.  Solutions  periodiques  de  la  seconde  sorte.  —  Supposons  que  les 
corps  se  meuvent  dans  le  mcme  plan.  Les  variables  canoniques  sont 

A=:3L,  \'=:^'L',      II, 

Une  solution  sera  periodique  si,  au  bout  d'une  periode,  A,  A'  et  H  ont  repris 
leurs  valeurs  primitives,  et  si  /,  /'  et/i  ont  angmente  de  27:.  On  a  d'ailleurs 

F  ~  Fo  -4-  fJiF,  H-  |JL-  pj  -T-  . . . , 


on  voit  que  Fo  ne  depend  que  de  A  et  de  A'.  On  a  les  equations 


(25) 


^A           ()F 

d\\           OF 

d\'            OF 

dt            01 ' 

dt            Ok ' 

dt             OV ' 

dl           d¥ 
dt           OS.' 

dh            OV 
dt            0\V 

dV            OF 
dt            0\' 

Si  Ton  suppose  [x  —  o,  ces  equations  donnent 


^A       dM       d\\ 

dt         dt         dt       ^' 

dh 
dt 

0, 

dl           c)Fo                   dV           OF^ 

dt            0\  ~    " '          dt            OX'      "  ' 
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d'ou,  en  designant  par  Ao,  i\o>  Ho,  A©,  /©  et  l^  des  constantes, 

l=nt-hlf,y         l'z=in't-^l'^. 

Done,  pour  [x  =  o,  si  A©  et  A^  ont  ete  ehoisis  de  maniere  que 
d'ou 


n  V 


ou  V  et  v'  sent  des  entiers,  les  equations  du  mouvement  admettront  une  solu- 
tion periodique,  de  periode  T,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  constantes  Ho, 

Yoici  la  question  que  nous  posons  : 

Est-il  possible  de  choisir  les  constantes  Ho,  /q,  /q  et  Aq  de  fagon  que,  pour  les 
petites  valeurs  de  (x,  les  equations  du  mouvement  admettent  une  solution  pe- 
riodique de  periode  T,  et  qui  soit  telle  que  les  valeurs  initiates  des  six  variables 
soient  respectivement 

Ao-^Pt,    A;-f-(3„     Ho-^(3,, 

/o-+-(34,  ro-t-Ps,         /^O-f-P,, 

les  ^i  etant  des  fonctionsde  (x  s'annulant  avec  [x? 

Remarquons  pour  cela  que,  la  fonction  F|  etant  periodique  en  /,  /'  et  A,  on 
pent  ecrire 

Fi=z2A  cos(mi/4-  mj/'-i-  /WjA  -i-x), 

mf,  m^  et  m,  etant  des  nombres  entiers,  et  les  quantites  A  et  x  des  fonctions 
de  A,  A'  et  de  H.  Remplagons  dans  Ff  les  six  variables 

A,    A',    H,    /,    /'    et    h 
par 

Ap,     A'o,     Ho,     lo-\-nty     i^^n't,     h^, 

II  viendra 

Fi  =  2Acos(G/-f-G'). 
en  faisant 

F|  est  une  fonction  periodique  de  t\  soit  R  sa  valeur  moyenne,  on  aura 

R  =  2AcosG', 
T.  -  IV.  62 
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la  sommation  etant  etendue  a  tous  les  termes  tels  que 

(26)  G=o        ou  bien        m,/!  4- /?i,w'=  o. 

D'apres  les  principes  exposes  precedemment  par  M.  Poincare  (t.  I,  n®46), 
on  trouvera  les  valeurs  cherchees  de  H^ ,  /©  t  4  et  h^ ,  en  les  determinant  par  la 
condition  que  la  fonction  R  de  ces  quantites  soit  un  maximum  ou  un  minimum^ 
c'est-a-dire,  en  resolvant  le  systeme 


On  a  d'ailleurs 


rry-  =  -~2AsinG'  -TT-  =—  Im.AsinG', 
oIq  din 

-777=:—  2AsmG  — j^  1=—  2/w,A  smG  , 

OIq  OIq 

d'ou,  en  ayant  egard  a  la  condition  (26), 

(^R  ,  OR  ^n  k     •     nr 

oIq  01^ 

On  pent  d'ailleurs  choisir  Torigine  du  temps  de  fagon  que  /©  =  o ;  done  ^  =  o ; 
il  reste  ainsi  seulement  les  trois  equations 

^R  _  ^R  -  <^R  — 

^'^^^  (>lIo  ~  dl',  ■"^/^o~■^• 

M.  Poincare  etablit  ensuite  que  la  fonction  R  a  un  maximum.  II  trouve  que 

Ton  a 

/q  — //o  =  o, 

ct  qu'il  existe  toujours  au  moins  deux  solutions  de  cette  sorte.  Ici,  on  arrive  a 
des  excentricites  finies. 

M.  Poincare  cherche  ensuite  les  solutions  periodiques  de  la  troisi^me  sorte, 

dans  lesquelles  les  inclinaisons  ne  sont  pas  nuUes ;  on  doit  avoir  encore  —  =  -7; 

il  montre  qu'il  existe  de  telles  solutions,  et  c'est  encore  par  la  consideration  du 
maximum  ou  du  minimum  de  R  qu'il  y  arrive ;  mais  nous  ne  pouvons  pas  entrer 
dans  les  details  de  la  demonstration. 

222.  Application  des  solutions  p6riodiques.  —  M.  Poincare  fait  remar- 
quer,  a  ce  point  de  vue,  qu'il  est  infinimcnt  peu  probable  que,  dans  aucune 
application  pratique,  les  conditions  initiales  du  mouvemenl  se  trouvent  etre 
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precisement  ceiles  qui  correspondent  a  une  solution  periodiquc.  Cependant,  il 
montre  comment  on  peut  prendre  une  solution  periodique  comme  point  de  de- 
part d'une  serie  d'approximations  successives,  et  etudier  ainsi  ies  solutions 
qui  en  diflerent  fort  peu.  Si  Ton  suppose  que,  dans  le  mouvement  d'une  pla- 
nete,  il  se  presente  une  inegalite  considerable,  il  pourra  se  faire  que  le  mou- 
vement veritable  de  cette  planete  differe  fort  peu  de  celui  d'un  astre  ideal, 
dont  I'orbite  correspondrait  a  une  solution  periodique.  11  arrivera  alors  souvent 
que  Tincgalite  dont  on  vient  de  parler  aura  sensiblernent  le  meme  coefficient 
pour  Ies  deux  astres;  mais  ce  coefficient  pourra  se  calculer  beaucoup  plus 
facilement  pour  I'astre  ideal,  dont  le  mouvement  est  plus  simple,  et  Torbite 
periodique. 

La  plus  belle  application  qui  ait  ete  faite  est  celle  de  M.  Hill  pour  le  cas  de 
laLune;  en  supposant  nulles  Ies  excentricites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  ainsi 
que  Ies  inclinaisons,  on  a  une  Lune  ideale  dont  la  longitude  est  aifectee  de 
I'inegalite  connue  sous  le  nom  de  variation.  On  a  alors  une  orbite  periodique 
de  la  premiere  sorte. 

On  peut  calculer  ainsi  avec  une  grande  precision  le  coefficient  de  la  varia- 
tion et  le  mouvement  du  perigee,  comme  nous  Tavons  montre  dans  le  Tome  III, 
Chapitre  XIV;  on  obtient  ainsi,  pour  la  Lune  reelle,  et  avec  une  approximation 
presque  indefinie,  tes  parties  du  coefficient  de  la  variation  et  du  mouvement  du 
perigee,  qui  sont  independantes  des  excentricites,  de  Tinclinaison  de  I'orbite 
de  la  Lune,  et  de  sa  parallaxe  ;  et  ces  parties  sont  de  beaucoup  Ies  plus  consi- 
derables. 

Yoici  un  autre  cas  important :  on  a  vu  plus  haut  que  Ies  solutions  periodiques 
de  la  premiere  sorte  cessent  d'exister  quand  le  rapport  des  moyensmouvements 

-^  =-^-i-i,  yetant  entier.  Mais,  si  le  rapport    ^    ,y  au  lieu  d'etre  egal  a  un 

entier y,  en  est  tres  voisin,  la  solution  periodique  existe  et  presente  alors  une 
inegalite  considerable.  On  congoit  done  que,  si  Ies  conditions  initiales  verita- 
bles  du  mouvement  diflerent  peu  de  ceiles  qui  correspondent  a  une  telle  solution 
periodique,  cette  grande  inegalite  existera  encore,  et  que  le  coefficient  en  sera 
sensiblement  le  meme.  Or,  tel  parait  etre  le  cas  des  satellites  Titan  et  Hyperion, 
et,  dans  le  Chapitre  VII  de  ce  Volume,  j'ai  calcule  la  solution  periodique  au  lieu 
de  la  vraie.  Toutefois,  on  congoit  que,  comme  on  est  voisin  d'un  point  critique, 
il  sera  necessaire  de  pousser  assez  loin  le  calcul  de  la  solution  periodique,  en 
tenant  compte  des  puissances  successives  de  la  masse  de  Titan. 

Indiquons  encore  une  derniere  application  : 

L' Academic  des  Sciences  de  Copenhague  avait^mis  au  concours,  pour  1 892,  une 
question  concernant  la  recherche  des  solutions  periodiques  du  probleme  des 
trois  corps,  dans  le  cas  d'une  masse  infiniment  petite  C  attiree  par  deux  masses 
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egales  A  et  B;  ces  deux  dernieres  sont  supposeesdecrire  un  meme  cercle  autour 
de  leur  centre  de  gravite  0,  situe  au  milieu  de  ABet  regarde  comma  fixe;  la  pe- 
tite masse  C  est  supposee  se  mouvoir  dans  le  plan  de  ce  cercle.  M.  Carl  Burrau, 
pardes  calculs  numeriqueshabilement  condu\is(Astron.Nachr.,  n®' 3230, 3251), 
a  trouve  une  classe  de  solutions  periodiques,  quand  le  point  Cest  place  d'abord 
pres  du  point  de  Lagrange,  sur  le  prolongement  de  AB,  et  qu'il  est  anime  d'une 
Vitesse  convenable;  s'il  etait  place  au  point  de  Lagrange  lui-meme,  dans  des 
conditions  determinees,  il  n'en  bougerait  pas,  et  la  trajectoire  relative,  par  rap- 
port a  deux  axes  rectangulaires  01^  et  Or),  dont  le  premier  coincide  avec  AB, 
serait  un  point;  pour  des  conditions  voisines  des  precedentes,  cette  trajectoire 
relative  sera  une  petite  courbe  fermee.  MM.  Perchot  et  Mascart  (Bull,  astron., 
t.  XII,  aout  1890)  ont  etudie  analytiquement  ces  solutions  periodiques,  d'apr^s 
les  methodes  de  M.  Poincare,  et  leurs  resultats  viennent  a  Tappui  des  calculs 
de  M.  Burrau.  Ce  dernier  astronome  avait  aussi  considere  le  cas  oil  la  position 
initiale  de  C  forme  un  triangle  equilateral  avec  A  et  B,  ce  qui  correspond  au 
second  cas  de  Lagrange,  et  il  avait  trouve,  par  ses  calculs,  qu'il  n'y  a  pas  de 
solution  periodique  dans  le  voisinage;  MM.  Perchot  et  Mascart  ont  demontre 
qu'il  en  devait  bien  etre  ainsi.  II  arrive,  en  effet,  que  les  expressions  des  com- 
posantes  du  deplacement  relatif  du  point  C,  ou  de  sa  vitesse,  contiennent  toujours 
en  facteur  une  exponentielle  reelle,  parce  que  les  exposants  caracteristiques 

sont  de  la  forme  a  4-  p  yj—  1 ;  tandisque,dansrautrecas,ilenest  bien  dememe 

j^ 

pour  deux  des  exposants,  mais  les  deux  autres  sont  de  la  forme  PV—  i ;  ^,  y),  -j- 
et  -J-  ont  des  expressions  telles  que 

A,E«.'4-A,E-V4- A,sin(a,/-4-c); 

si  Ton  s'arrange  de  maniere  a  avoir  A,  =  Aj  =  o,  I'orbite  est  periodique.  Nous 
avons  deja  dit  un  mot  de  ce  sujet  (t.  I,  p.  157),  a  propos  d'un  Memoire  de 
Liouville. 

Nous  croyons  devoir  terminer  ce  Chapitre  par  la  citation  du  passage  suivant 
de  rOuvrage  de  M.  Poincare  (t.  I,  p.  i56)  : 

«  Les  solutions  periodiques  dont  il  a  ete  question  jusqu'ici  ne  sont  pas  les 
seules  dont  il  soit  possible  de  demontrer  Texistence.  Ainsi  le  problfeme  des 
trois  corps  comporte  des  solutions  periodiques  de  la  nature  suivante  :  les  deux 
pctits  corps  decrivent  autour  du  grand  des  orbites  tres  peu  differentes  de  deux 
ellipses kepleriennesEetE';  a  uncertain  moment,  ces  deux  petits  corps  passent 
tres  pres  Tun  de  Taulre  et  exercent  Tun  sur  Tautre  des  perturbations  conside- 
rables; puis  ils  s'eloignent  de  nouveau  et  decrivent  alors  des  orbites  qui  so 
rapprochent  beaucoup  de  deux  nouvelles  ellipses  kepleriennes  E|  et  E'^,  tres 
differentes  de  E  et  E'.  Les  deux  petits  corps  s'ecartent  tres  peu  des  ellipses  E| 
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et  E',  jusqu'a  ce  qu'ils  se  retrouvent  encore  une  fois  tres  pres  Tun  de  Tautre. 
Ainsi  le  mouvement  est  presque  keplerien,  sauf  a  certains  moments  oil  la  dis- 
tance des  deux  corps  devient  tres  petite  et  oil  il  se  produit  des  perturbations 
considerables,  mais  de  tres  courte  duree.  II  peut  arriver  que  ces  sortes  de 
collisions  se  reproduisent  periodiquement  et  de  telle  sorte  qu'au  bout  d'un 
certain  temps  les  deux  corps  se  retrouvent  sur  les  ellipses  E  et  E'.  La  solution 
est  alors  periodique.  Je  reviendrai  plus  tard  sur  cette  sorte  de  solutions  perio- 
diquest  qui  diflerent  complfetement  de  celles  que  nous  avons  etudiees  dans  ce 
Chapitre.  » 

II  est  bien  a  desirer  que  M.  Poincare  developpe  cette  nouvelle  espece  de 
solutions  periodiques,  qui  trouverait  peut-Stre  son  application  dans  Tetude  des 
transformations  que  fait  subir  Jupiter  aux  orbites  des  cometes  periodiques. 
Dans  ce  cas,  la  masse  de  Tun  des  corps  (de  la  comete)  devrait  etre  supposee 
nulle. 

Nous  bornerons  la  ce  que  nous  voulions  dire  de  TOuvrage  si  remarquable  de 
M.  Poincare;  il  abonde  en  resultats  feconds,  et,  dans  les  conditions,  quelque- 
fois  plus  simples  que  celles  de  la  pratique,  oil  s'est  place  Tauteur,  la  rigueur 
des  demonstrations  ne  laisse  rien  a  desirer. 
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CHAPITRE  XXVIII. 

VITESSE  DE  PBOPAGATION  DE  LATTRACTION. 


2'23.  Sur  la  propagation  de  rattraction.  —  On  nc  sait  rien  k  ce  sujet.  et 

force  est  de  recourir  aux  hypotheses.  Laplace  considere  Ic  moavement  relatif 
d'une  planfete  P  par  rapport  au  Solcil  S;  il  (lit  que,  si  I'attraction  est  produite 
par  I'impulsion  d'un  fluide  sur  le  centre  du  corps  attire,  et  si  V  d6signe  la 
vitcsse  de  propagation  de  cette  impulsion,  on  peut  appMquer  a  ['ensemble  du 
fluide  et  de  la  planete  une  vitesse  c  egale  ctcontraire  a  cellc  de  la  plancte;  cette 
dernifere  se  trouvcra  ainsi  reduite  au  repos.  Si  done  on  porte  sur  la  direction 
PS  une  longueur  PA  =  V,  et  sur  la  tangente  a  I'orbite  en  P,  mais  en  sens  con- 
traire  dumouvement,  une  longueur PB  =  r,  la  diagonalePC  du  parallelogramrae 
construit  sur  PA  et  PB  representera  la  direction  apparente  de  I'attraction. 
Soit  tr  I'angle  CPA,  et  tj  Tangle  BPA,  on  aura 


ou  plus  simplcment 


sin(Y]  —a)       V 


sincr  =  ^  Sinn. 


Ce  qui  precede  est  analogue  a  ce  que  Ton  fait  ])our  I'aberration  de  ta  lumiere. 
Laplace  considere  ensuite  I'attraction  PC  dirigee  suivant  PC,  et  la  decompose 
en  deux  autres  PA'  et  PB'  dirigees  suivant  PS  et  PB.  On  peut  prendre 


a  cause  de  la  petitessc  de  Tangle  a;  on  aura  ensuite 


On  voit  done  que  les  choses  se  passeront  conimc  si  ia  planfete  ^prouvait  une 
resistance  proportionnelle  k  la  simple  vitesse,  de  la  part  d'un  milieu  dont  la 
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densite  serait  inversement  proportionnelle  au  carre  de  la  distance  au  Soleil. 
Cette  question  a  ete  examinee  dans  le  Chapitre  XIII  de  ce  Volume;  mais  il 
convient  de  la  reprendre  directement.  Soient  R  et  S  les  composantes  de  la  force 
perturbatrice,  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpend iculaire  au  rayon  vecteur; 
on  trouve 

R  =  o,         S  — TYrSimn. 

r*  V 

La  formule 

da        id}  /-J  .   c/^\ 

-77  =  7-7=  (  Re  sm  w  H-  S  -  ) 
dt       k^p\  rj 

donnera,  en  negligeant  Texcentricite,  et  faisant  r  =  p  =  a,  yj  =  90**, 


On  en  conclut 


da 

ik 

V 

dt  ~ 

Sla 

V 

dn 

Zkn 

V 

0         • 

V 

dt 

—        S 

V~" 

3/1* 

V' 

3n  =  3^/i«^,      il=  fdndt  =  ^^{nty; 


la  longitude  contiendrait  done  un  termc  proportionnel  au  carre  du  temps. 
Supposons  y  egal  a  la  vitesse  de  la  lumierc,  c^^,  et  calculons  8l  dans  le  cas  de 
la  Terre;  nous  aurons  i'l  =  looooc^;  au  bout  de  /annees, 


6  tt'  4 '       I 
loooo  smi 


Ainsi,  au  bout  d*un  an,  la  longitude  aurait  une  inegalitc  depassant  20'; 
c'est  impossible.  On  pourrait  ecrire  qu'au  bout  d'un  siecle  I'inegalite  de  la 
longitude  doit  etre  inferieure  a  2",  ce  qui  est  peut-etre  ce  que  Ton  pent  con- 
clure  des  observations.  En  faisant  «==  100,  il  viendra 

1220'' X  100*  X  ^  <  2",         V>6iooooopf 

Ainsi,  la  vitesse  de  propagation  de  I'attraction  devrait  etre  au  moins  egale  a 
six  millions  de  fois  celle  de  la  lumiere. 

Dans  le  cas  de  la  Lune  et  de  la  Terre,  Tin^galite  8l  aurait  pour  valeur,  au 
bout  d'un  siecle, 

~  X  68000000'; 
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en  ecrivant  que  cette  quantite  est  inferieure  a  2",  on  trouve  que  la  vitesse  V 
devrait  etre  au  moins  egale  a  trente  millions  de  fois  la  vitesse  de  la  lumiere. 

Mais  il  faut  reconnaitre  que  cette  conclusion  relative  a  la  vitesse  enorme,  et 
pour  ainsi  dire  infmie,  de  la  vitesse  de  Tattraction,  n'est  pas  demontree  rigou- 
reusement.  La  maniere  dont  Laplace  introduit  la  force  perturbatrice  consideree 
plus  haut  laisse  a  desirer.  II  y  a  une  double  consideration  de  vitesses  et  de 
forces,  qui  est  beaucoup  moins  satisfaisanteque  quand  il  s'agit  d'obtenir  Tangle 
d'aberration. 

224.  M.  Lehmann-Filhes  (Astron.  Nachr.,  n®2630;  1884)  a  cherche  k  tenir 
compte  autrement  de  la  vitesse  de  propagation  de  I'attraction.  Nous  allons 
presenter  rapidement  ses  calculs.  Soient,  a  I'epoque  /,  E©,  r]©,  ^0  Ics  coordon- 
nees  rectangulaires  du  Soleil  0,  rapportees  a  des  axes  fixes;  S,  y],  ^  les  coor- 
donnees  d'une  planete  P ;  00, y,  z  ses  coordonnees  relatives  par  rapport  au  Soleil. 
On  aura 

L'auteur  suppose  que  Taction  que  subit  la  planete  a  Tepoque  /  est  partie  de 
la  position  So  qu'occupait  le  Soleil  a  Tepoque  r  —  y  =  /  —  Xr,  en  faisant  X  =  y- 
On  aura  done,  en  designant  par  S^  \  yi'J'  et  Co''  les  coordonnees  de  S©, 


=  —  k^ 


or, 


On  aura  done 


de* 


i  y 


d'oii,  en  negligeant  X*, 

Admettons  de  meme  que  Taction  que  subit  le  Soleil  soit  partie  de  la  planete 
a  Tepoque  t  —  Xr.  On  aura 

—  Km  - , 
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or, 

^     —'^      V  dt' 

si  ron  neglige  Xm,  on  pent  prendre 

(2)  ^=k*m-. 

On  conclut  des  equations  (i)  et  (2) 

_f  4.  A:«(  n- m)  ^  =  X, 

(3)  ^g+A:'(n-m)^  =  Y. 


oil  Ton  a  pose 


(4) 


_f  +A:«(,  +  m)^,  =Z, 


Y  =  - -pj- (3 -f- — ^  (a j;  +  |37  H- ya) , 

ZAa  i  K  K  Z    .  ^  . 

=  -  —  y  4-  — ^-  («J?  -H  (3/  -+-  y-), 

I  rf/  *  P       rff  '  '        dt 


Ges  composantes  X,  Y,  Z  n'admettent  pas  de  potentiel,  comme  on  s'en  assure 
aisement.  II  faut  calculer  les  composantes  R,  S  et  W  de  la  force  perturbatrice 
suivant  les  axes  mobiles.  On  a,  en  designant  par  L  la  longitude  dans  I'orbile, 

X 

--  =cos0cos(L—  Q)  —  sin9sin(L— 0)cos9. 

y 

-  =:sin0cos(L—  0)  -hcos0sin(L—  ^)cos9, 
~  =  sin(L  —  6)sincp, 

R  =  X-+Y^-hZ-, 

r  r  r 

^7     ^1-      ^1- 

Wnr  X  sin 6  sill 9  —  Y  cos^siiKp  ^-  Z  COS9. 
T.  -  IV  63 
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On  en  deduit  aisement 

Wi= ^  ( a  sin  0  sin  9  —  p  cos  ^  sin 9  -f-  y  COS9). 

M.  Lehmann-Filhes,  dans  Tignorance  oil  Ton  se  trouve  du  mouYement  absolu 
du  Soleil,  prend  pour  a,  ^ety  les  composantes  (d'ailleurs  encore  assez  mal 
connues)  de  la  vitesse  de  translation  du  Soleil  par  rapport  aux  etoiles. 

On  ne  peut  s*empecher  de  remarquer  que,  tandis  que  Laplace  tient  compte 
seulement  du  mouvement  reiatifde  la  planetc  par  rapport  au  Soleil,  M.  Lehmann- 
Filhes  fait  intervenir  seulement  le  mouvement  de  translation  du  Soleil,  a  tel 
point  que,  si  Ton  suppose  a  =  p  =  y  =  o,  les  equations  (3)  sont  les  equations 
differentielles  du  mouvement  elliptique. 

Calculous  Sa  et  Sn,  en  supposant  9  =  0;  nous  aurons 

-  1=:  cosL,  -=sinL,         -  =:o,         L  =  ir-+-Gj. 

7*  /•  /• 

Negligeons  e^,  il  viendra 

■J7  =        -  [Resin(v-f-S(i  -hecosw)], 
R  =     — :,-  (acosL-+-  PsinL), 

S  =      —^  (asinL  — pcosL); 

da  2  Ik* 

dl=       --;T(«smL-pcosL) 

2  6  XA* 

H J-  [2  sinw(acosL-4-  ^sinL)  -hcostr(a  sinL—  pcosL)]; 

da  Tklk*  ,  V  .      .    ,       r*         , 

-77  =     — r  \y  -^  aecosiv)  (asinL—  p  cosL) 
at  no*  r  / 

^  XA*[2  sin«(acosL-4-  psinL)H-  cos  w(  asinL—  PcosL)]. 


na 


Cherchons  seulement  la  partie  seculaire,  et  tenons  compte  de  la  relation 

L  =  iv  H-  cj ; 
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nous  trouverons 

da        \k}  .  ^ 

at        lur  ^ 

Soit 

a  sincj  —  (3cosgji=  rusinll; 

v^  sera  la  projection  de  la  vitesse  du  Soleil  sur  le  plan  de  I'orbite  de  la  pla- 
nete,  H  Tangle  que  fait  cette  projection  avec  la  direction  du  perihelie  de  la 
planete  : 

da  ^0    •    u 

---  =:  nae   -^  siiiH, 

at  V 

dn  3  ^'o        u 

a/  2  V 

3     .    .  i'o 


3/ 


(J/i  = n^et  -^j  sinH  , 

a  V 

/3  V 

diidtz^—  7  ^'*'''-^  sinH. 


L*inegalitc  est  de  Tordre  de  celle  a  laquelle  conduit  la  methode  de  Laplace, 
cette  derniere  etant  multipliee  par  e,  car  Pq  est  de  I'ordre  de  i^,  dans  le  cas 
de  la  Terre.  On  serait  done  encore  conduit  a  une  vitesse  de  Tattraclion  beau- 
coup  plus  grande  que  celle  de  la  lumiere,  bien  que  moins  forte,  a  cause  du 
facteur  e. 

Nous  citerons  encore  un  Memoire  de  M.  v.  Hepperger  (Sitzungsberichte  de 
Vienne,  1888),  fonde  sur  les  memes  principes  que  celui  de  M.  Lehmann-Filhfes, 
mais  dans  lequel  Tauteur  a  tenu  compte  d'un  certain  nombre  de  termes  com- 
plementaires. 

225.  Loi  d'attraction  conforme  k  la  loi  ^lectrodynamique  de  Weber. 
—  Nous  passons  maintenant  a  un  ordre  d'idees  entierement  difTerent,  concer- 
nant  les  phenom^nes  electrodynamiques.  Gauss  avait  cherche  une  formule  fai- 
sant  connaitre  Tattraction  mutuellc  de  deux  elements  de  courants,  quand  on 
suppose  que  ces  elements,  au  lieu  d*etre  en  repos,  sontanimes  d*un  mouvement 
relatif  connu.  II  avait  obtenu,  dans  ce  but,  une  formule  qui  n'a  ete  publiee 
qu'apres  sa  mort,  et  sur  laquelle  nous  donnons  plus  loin  quelques  indications. 
Weber,  de  son  cote,  en  a  propose  une  autre  qui  est  bien  connue;  Taction  mu- 
tuelle  de  deux  elements  serait  dirigee  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  son 
intensite  serait  representee,  a  un  facteur  constant  pres,  par  Texpression 


(6) 


I  /  I    dr^        2      d*r\ i         ^     i    d^\/r^ 
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le  terme  -,  de  cette  formule  represente  I'effet  statique,  et  les  autres  tiennent 

compte  de  FefTet  dynamique;  c  est  une  vitesse  qu'il  faudra  determiner  par  les 
observations.  Si  Ton  suppose  que  les  deux  elements  de  courant  soient  animes 
d'un  mouvement  relatif  uniforme,  suivant  la  direction  de  la  droite  qui  les  joint, 

et  si  cette  vitesse  ^  est  egale  a  c,  I'effet  dynamique  detruira  Teffet  statique,  ef 

la  formule  precedente  donnera  ^=  o;  cela  pent  etre  considere  comme  une 
definition  dec.  La  formule  (G)  cmbrasse  a  la  fois  les  phenomenes  d'electricite 
statique  qui  sont  regis  par  la  loi  de  Coulomb  et  les  phenomenes  electrody- 
namiques  qui  sont  compris  dans  la  loi  d'Ampere.  II  ne  semble  pas  que  la  for- 
mule (6)  ait  ete  demontree;  on  s'est  borne  a  verifier  quelques-unes  de  ses  con- 
sequences. 

ZoUner  a  6te  conduit  a  penser  que  la  loi  de  Weber  pouvait  etre  employee, 
non  seulement  en  Electrodynamique,  mais  encore  en  Astronomic;  ses  idees 
sur  ce  sujet  ont  ete  exposees  ensuite  dans  TOuvrage  intitule  :  Principien  einer 
electrodynamischen  Theorie  der  Malerie^  Leipzig,  1876.  S'il  en  etait  ainsi,  deux 
elements  de  masses  m  et  m\  separes  par  la  distance  r,  exerceraient  Tun  sur 
Tautre  une  attraction  qui,  au  lieu  d'etre  representee  par  la  loi  de  Newton 

^^^\'^  >  serait  donnee  par  la  formule  de  Weber, 

La  question  se  posait,  des  lors,  de  savoir  quelles  perturbations  apporterait 
dans  les  mouvements  des  planetes  I'introduction  de  la  loi  de  Weber.  On  peut  se 
borner  a  considerer  une  planete  et  le  Soleil;  les  equations  differentielles  du 
mouvement  sont  alors 

d}x  k^x  f  I   dr^        1      d}r\ 

1^  """  7»"  V  ""  ?  5F  "^  c«  '^  'di})' 

,0,  ]  d^Y  k^Y  f         1    dr^        2      d^r\ 

(^^  [-d^^-^-wy-'c^dr^'^-t^'  dT^r 

dt^  "      /•»  V     c'  ^^'  "^  c^^  dt^y 

Dans  une  these  soutenue  a  Gottingue,  en  1864,  M.  Seegers  a  montre  que  Ton 
pouvait  integrer  rigoureusement  les  equations  (8)  a  Taide  des  fonctions  ellip- 
tiques,  mais  son  travail  est  purement  analytique  et  Ton  ne  voit  pas  bien  les  mo- 
difications cherchees.  M.  J.  Bertrand  ayant  bien  voulu  attirer  mon  attention  sur 
ce  sujet,  j'ai  consid6re  les  equations  (8)  comme  etant  celles  d'un  mouvement 
elliptique  trouble  par  une  force  dont  les  composantes  seraient 

k^x  fdj^  _        ^\  ^  fclr^  __        ^\  ^Vs  (dr^  __       d}r\ 

^»  \dl^       '^''  dl^y         c'  r»  V  dt'       ^  '*  dt* y '  c^r*  \dt^       ^^  dt^J 
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J'ai  employe  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires;  les  resul- 
tats  de  mes  calculs  ont  ete  presentes  a  TAcademie  des  Sciences  (Comptes  ren- 
duSf  3o  septembre  1872).  Mais  il  mesemble  preferable  ici  de  les  conclure  de 
rintegration  rigoureuse  des  equations  (8). 

226.  Integration  rigoureuse  des  Equations  (8).  —  Ces  equations  admet- 
tent  lesintegrales  des  aires;  done  Torbite  est  plane.  Prenons  son  plan  pour  plan 
desa:j;  nous  pourrons  nous  borner  aux  deux  premieres  equations  (8).  Nous 
en  deduirons  sans  peine 

dy  dx  f- 

d  dx^  H-  dv^ 


■  dy^ 'Tik^  dr  /         i   dr^        2      d^r\  /-•  ^  / '  '     ^'*'  \ 


(10) 


dl         dt 

dx^  H-  dy^ 


*Hh^^_       /t  •?     dr^        i\ 

"5^*         ""       \r  ""  cV  dF  '^  a) 


a  etp  designantdes  constantes  arbitraires.  Nous  mettrons/i  sous  la  forme 

p  =  a{i  —  e' ) . 

En  introduisant  les  coordonnees  polaires  r  et  6,  les  equations  (9)  et  (10) 
deviennent 

d9 


r'^=A:v^, 


dr*  4-  r«  de^ 


dl 


'  ~       \r        a       c*r  dt*  J 


On  en  conclut 


/  2k* 

(11)  kdt=:—-=^=^===zdr, 

4  /i  —  1  —  ^(^~^*) 
y   r       a  r* 

de=—lL}L^^L=.dl. 

/2        I        a  ( 1  —  e* )      ' 
V   /•       a  /•* 


Soit  pose 


/•'  =za{i  —  e),         r''=za{i  H-e); 


on  aura 


/  2k*  I 
V  c*    r 


(12)  rf0- —     ^  ^    -^^ ^i-. 


V    \^       'V  V''       ^/ 
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On  voit  que  les  limites  a(i  —  e)  et  a(i  -+-  e),  entre  lesquelles  varie  r,  restent 
les  memes  que  dans  le  raouvement  elHptique.  Mais  le  perihelie  ne  reste  plus 
immobile.  Soit,  en  effet,  0  Tangle  decrit  par  le  rayon  vecteur  quand  il  passe 
de  la  valeur  /^  a  la  valeur  maxima  r"  qui  la  suit  immedialement. 

Nous  aurons 


%  — 


— :-    ,.2 


Posons 


V   (/•'        ~i)\r       'r") 


/=pC0S*9-f-psm«9, 


et  nous  trouverons 


La  quantite  -^est  tres  petite  vis-a-vis  de  Tunite;  on  peut  negligerson  carre. 


et  il  vicnt 


Done,  quand  la  planete  a  fait  un  tour,  le  perihelie  s'est  deplace  dans  le  sens 
direct  de-^ —    _      ■  En  general,  au  bout  du  temps  t,  on  a 

k* 
(i3)  5cT=  -; —  nt. 

II  est  aise  devoir,  en  se  reportant  auxformules  (i  i)  et  (12),  que  la  longitude 
moyenne  de  I'epoque  contiendra  aussi  un  terme  en  nt\  mais  on  sait  qu'il  n'y  a 
pas  a  se  pr6occuper  de  ce  terme;  enfin  il  y  aura  des  inegalites  periodiques, 
mais  elles  sont  insensibles.  L'inegalite  seculaire  (i3)  n'arrivera  a  produire  un 
effet  sensible  qu'en  raison  du  facteur  /  qui  croit  sans  cesse. 

Mcrcure  est  la  planete  pour  laquelle,  en  un  temps  donne,  otcr  sera  le  plus 
sensible,  et  cela  en  raison  du  facteur 

n k 
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qui  sera  d^autant  plus  grand  que  la  planete  sera  supposee  plus  voisine  du  Soleil. 
Soit  (^0 1^  vitesse  de  la  Terre  dans  son  orbite,  en  negligeant  son  excentricite ;  on 

aura  (^J  =  — >  et  la  formule  (i3)  pourra  s'ecrire 

(i4)  em^f^'V     ,  ""    ,^nt. 

Proposons-nous  de  calculer  Sgt  pour  Mercure,  au  bout  d'un  siecle.  Dans  cet 
intervalle  de  temps,  le  moyen  mouvement  de  la  planete  est 

nt  z=  538 1 07  000' ; 

d'ailleurs 

—  z=  o ,  387 ;         e=rOy  206 ; 


«0 


d'oii 

On  pent  prendre  (^o  =  So*"*",©.  D'autre  part,  Weber  a  trouve  par  ses  experiences 
electrodynamiques  (twZoUner,  loc.  cit.,  p.  1 12),  c  =  439  450*^".  En  admettant 
que  c  ait  la  meme  valeur  dans  le  cas  de  Tattraction  du  Soleil,  on  trouve 

log(^y  =  9,668  42. 

II  en  resulte 

Ainsi,  en  un  siecle,  en  vertu  de  la  loi  de  Weber,  le  perihelie  de  Mercure  tour- 
nerait  dans  le  sens  direct  deS",  77;  cette  quantite  est  appreciable  a  cause  de  la 
grande  excentricite  de  Torbite  de  Mercure.  En  un  siecle,  le  perihelie  de  Venus 
se  deplaceraitseulement  de  i'',36,  cequi  produirait  un  effetpresque  insensible, 
en  vertu  de  la  trfes  petite  excentricite  de  Venus. 

Goncluons  done  que  la  substitution  de  la  loi  de  Weber  a  celle  de  Newton  ne 
produirait  aucun  changement  sensible  dans  les  mouvements  des  planetes,  si 
ce  n*est  un  petit  deplacement  proportionnel  au  temps  dans  le  perihelie  de  Mer- 
cure, a  raison  de  6",  77,  par  siecle. 

Si  Ton  supposaitc  egal  a  la  vitesse  de  la  lumi^re,  3ooooo''™,  on  trouverait, 
pour  Mercure,  et  en  un  siecle,  Sgt  =  i4",52.  Si  Ton  demandait  enfin  quelle 
devrait  etre  la  valeur  de  c  pour  que,  en  un  sifecle,  le  perihelie  de  Mercure 
tourne  de  38",  on  trouverait  c  =  180000*"°,  soit  les  |  de  la  vitesse  de  la 
lumierc.  Ges  donnees  numeriques  trouveront  leur  application  dans  le  Chapitre 
suivant. 
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227.  Loi  de  Riemann.  —  Riemann  a  propose  une  autre  loi  electrodyna- 
inique  {voir  les  Legons  de  Riemann,  Schwere,  Elektricit&t  und Magnetismus^  pu- 
bliees  par  HatlendorfT).  Mais,  avant  d'arriver  a  cette  loi,  il  convient  d'indiquer 
une  extension  de  la  notion  du  potentiel.  Supposons  que,  dans  les  phenomenes 

electrodynamiques,  le  potentiel  ait  pour  expression,  non  plus— >  mais 

oiiD  est  une  fonctionde^,j,  z  etdeo?'  =  ^,y  =  ^,  5'=  ^;  nous  supposons 

D  homogene  et  du  second  degre  en  x\  y\  z\  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes 
de  la  force ;  si  Ton  veut  avoir  encore  Tequation  du  travail  ou  des  forces  vives, 

il  faudra  prendre  (*) 

c*  Ida!        dt\da:')y 
/AX  ]v  ^V       ^*r^I>         d/dDV] 

^'^^  y=^^-^^\o^'di{dp)y 

c^ldz        dt\()z'jy 

Nous  pouvons  verifier  aisement  ce  theoreme.  On  tire,  en  effet,  des  for- 
mules  (16),  en  supposant  s  =  o,  Z  =  o,  pour  simplifier  Tecriture, 


X 



Y 



,.3 

Z 

k^z 

dl 


Or  on  a 


-   *     "rfT    '^d^c  d^'*'^  dy^"^  d:p'^^  d^' 

dt\      dx'^^   df)] 


,  dD         ,dYi         ,  dD         ,  dD  _  rfD 


(*)  Foir  E.  Mathieu,  Reflexions sur les  principes  math^tnatiques de  I'Electrodfuamique^Annales  de 
I'j^cole  Normale,  1*  s^rie,  I.  IX). 
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il  en  resulte  done 

•^              dt        c*   dt 
(17)  I  {\dx  ^  Yr(y)  1=  A*  ( 1)~^  const.  c.  q.  f.  d. 

On  voit  que,  dans  cc  cas,  on  pent  calculer  le  travail  total  cntre  deux  epoques 
quelconques,  connaissant  seulcment  les  valcurs  des  coordonnees  el  des  compo- 
santes  de  la  vitesse  a  ces  deux  epoques,  sans  qu'il  soil  necessaire  de  connaitre 
les  valours  intermediaires.  L'integrale  des  forces  vives  s'appliquera  encore. 

Supposons,  parcxemple, 

(.8)  D  =  ^  =  (:^V^'- 

II  viendra,  en  appliquant  les  formules  (ifi). 


X- 


k'X  (  I      „        2        ,A 


c'est  le  second  membre  de  la  premiere  des  equations  (8);  on  retrouve  done 
ainsi  la  loi  de  Weber. 

Supposons,  en  second  lieu, 


(19)  D---         ^ 


/• 


L'application  des  formules  (16)  donnera 

k^x 


X    rr 

(20) 


Les  formules  (19)  et  (20)  expriment  la  loi  proposee  par  Riemann  en  Electro- 
dynamique;  Taltraction  n'est  pas  dirigee  suivant  le  rayon  r.  Supposons  que  la 
loi  s'applique  aussi  aux  attractions  des  corps  celestes;  les  equations  difTeren- 
tielles  du  mouvement  d'une  planete  seront  done 


*   ~         r'         c*  [^        /•»         ^^  di\r  )\ 
s  r-  1/         r^  di\r  )] 


dt 

d^y  _       k\} 


dl^  /•• 

T.  —  IV.  64 
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Nous  allons  montrcr  que  Ton  peut  intef^rer  rigoureusement  ces  equations 
En  effet,  on  en  tire  d'abord 


77^  ~^'  ^  '   ~   c«  L'-  \    (ft'      ^  dt^)'^\f  dt    ^  dt) 


On  peut  integrer  et,  en  designant  par  P  une  constante  arbitraire,  il  vient 


dy  djL' 

^  di  ^  ^  'di 


.    rp-       2  k*  f     dy  dx\ 

^  c-r  \     dt       ^   dt) 


(21)  X-;.    -y 


dy  dx  _     AVP 


dt       -^   dt  ik* 


Les  formules  (17)  et  (19)  donnenl  ensuite,  en  designant  par  A  une  nouvelle 
constante  arbilraire» 

dx*  -\-dy'_2  k*       k*       2  k*  x'*  4-  y'* 


dt* 

/•         A         c* 

r 

dx*  -f-  dy*-  , 
dt*        ' 

['O-il 

-x)- 

(22) 

Inti'oduisons  les  coordonnecs  polaircs  dans  les  equations  (21)  et  (22);  nous 
irouverons 

dr^-hr'dOW        aA'X       ,,/2        i\ 

On  en  deduit 

23  kdt-[\-\--^\  — ■ ^ ^=., 

\  ^''7         //2  I\/  2A*\  P 

I-f- 


\/(-;  -  -:)  ( 


c*  r  I       r* 


(^4)  ^(^=<f-^-.-  ,:^-.v,^; 


V/(7-x)('  +  ^)-7^ 


on  est  ainsi  ramene  aux  quadratures.  Egalons  a  zero  la  quantite  placee  sous  le 
radical;  nous  aurons 


(■>  -  ^)  or  -  K- c4i)  -  i  - 


Cette  equation  a  scs  racincs  reelles  lorsque  c  =oc;  elle  les  aura  encore  si 
nous  supposons  c  tres  grand.  Representons  les  deux  racines  par 


t7(i  +  e)  ^        a{\  —  ey 
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nous  aurons 


A(p_^i!)     «'('-^' 


On  en  tire 

>) 

r  variera  entre  les  limites  a(i  ^  e)  et  a(i  -f-e).   Si  Ton  pose  -  =p,  Tequa- 

tion  (24)  donne 

dO rfp 

V^-^^  -r?^(^4^  ~  v/(?--7)(P'-P)' 

y  c*a(i  —  e")  \        c*aj 

On  fait 

p=:p'sin'9  +  p'cos'?,        a  =.^,^--,- (,  +  -*!). 


et  il  vient 


d9  .  <9  -  ^ 


-  =::  2^/9,  2(p=z 


0 


v/lH-CT  V'l -H  0" 


60  designant  une  constante  arbitraire.  On  a  ensuite 

2prz:p''-+-p'-+-(p''— p')  cos 2 9, 
I  4-  e  COS      1 


Au  bout  d'une  revolution,  9  augmente  de  tt,  et  0  de  2tc  \^  +  7. 
On  a 


dcj 


==  27r(v/l  H-  (7-    l)   —271  (-■+-...  ]. 


On  peut  done  prendre,  au  bout  du  temps  /, 


5CT  =:   -  nl, 
2 

ou  bicn 

2  A* 
(27)  to= -— r: '*^' 
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On  voi!,  par  comparaison  avec  la  (ovmixle  (i3),  que,  sic  a  la  rn^mevaleur  que 
dans  la  loi  de  Weber,  la  loi  de  Riemann  a  pour  effet  de  faire  tourner  le  perihelie 
deux  fois  plus  vito.  Le  perihelie  de  Mercure  tournerait  de  i3",3o  en  un  siecle, 
avec  la  valeur  de  c  trouvee  par  Weber,  et  de  28", 44  en  supposant  c  egal  a  la 
vitesse  de  la  lumiere.  II  suffirait  de  prendre  c  —  25oooo'''",  pour  avoir,  au  bout 
d'un  siecle,  Sgt  =  38". 

C'estM.  Maurice  Levy  qui  a  considere  d'abord  (Co/w/?/c^rc/i^//^,  t.CX,  p.  545) 
la  loi  de  Riemann,  et  a  calculc  le  Sgt  corrcspondant  par  la  melhode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires.  II  a  fait  remarquer  aussi  que  Ton  pent  faire  una 
combinaison  lineaire  des  valeurs  de  D  qui  correspondent  aux  lois  de  Weber  et 
de  Riemann,  et  prendre,  en  designant  par  x  une  constante, 

D-.-  x^^ ^-- -'-   ^-(i  — x)    '^—• 

r'  r 

Pour  X  =  I ,  on  a  la  loi  de  Weber,  et  celle  de  Riemann  pour  x  =  o.  La  valeur 
de  So  sera  la  somme  de  celles  qui  correspondent  aux  deux  parties  de  D;  on 
aura  done 

:^  r  ^^  ,  X  2^»  1 

L    c*a(i--e*)       ^  c'a(i       e^)\ 


\ 


(28)  3^ -.(2-.)— -^-^,,/. 

La  valeur  x  —  —  ^  donnerait  Sgt  --  38"  au  bout  d'un  siecle. 

228.  Loi  de  Gauss  (*).  —  Cette  loi,  a  laquelle  nous  avons  fait  allusion 
plus  haul,  donne  pour  la  force  qui  s'cxerce  entre  deux  particules  en  mouve- 
ment,  et  suivant  leur  distance, 


*;[-M--SO] 


w  designant  la  vitesse  relative.  J'ai  montre  {Comptes  rendus,  t.CX,  p.  3i3) 
que,  si  on  Tapplique  a  TAstronomie,  il  en  resulte 

oxs  ~  -■ nt ; 

c'estlamcme  valeur  qu'avec  la  loi  de  Riemann.  Mais  la  loi  de  Gauss  ne  cor- 
respond pas  a  un  potentiel,  et  Ton  a  fait  des  objections  contre  son  introduction 
dans  la  Physique  mathematique. 


(*)  roir  les  Lecons  sur  la  T/idorie  mathematique  de  I'dlectricitd,  par  M.  J.  Bertrand,  p.  i83. 


> . r 
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Dans  ma  derniere  Communication,  citee  quelques  lignes  plus  haut,  j'avais 
rappele  mon  travail  dc  1872  ct  donne  laformule 


OCT 


AW        3    ,  \ 

—    „--     I  -f-  -  e*  -+-  . .  .     /i^, 

c-a  \         TL  J 


relative  a  la  loi  de  Weber.  M.  Harzer,  directeur  de  I'observatoire  de  Gotha,  qui 
avait  integre  rigoureusement  les  equations  du  moavement  et  avail  obtenu 


c*  a  ( I  —  e^) 

a  fait  remarquer  que  j'avais  du   commettre  une  petite  erreur   en   ecrivant 

I  4-  -e^;  j'aurais  du  trouver  i  -he^  -f- II  avait  raison,  et  I'erreur  provenait 

de  ce  que  j'avais  remplace  la  formule 

dm  _sJT-'e^  d\\ 
dt  na}e     de 

par  la  suivante,  qui  est  incorrecte  quand  on  veut  conserver  les  termes  en  e-, 

dxs         I      d\\ 
dt        na^e  de  * 

il  en  resulte  que  j'aurais  du  trouver 

I  -\-  -  c* e'  1=  I  -{-  e'. 

2  2 

229.  Loi  de  Clausius.  —  Clausius  a  propose  une  loi  qui  assigne  a  la  force 
appliquee  a  un  element  M  et  provenant  de  Taction  d'un  element  M'  les  compo- 
santes  suivantes  (*)  : 


/didl' 
\dt  dt 

^  dt  dt  ^  dt  dt  )  j -^  "" 'ih  \r  dtJ' 

Jdl  dl' 
\dt  dt 

d-nd-n'      dKdZ'\l             d/idr>'\ 

-'-  dt  di'^dt  dt)]'^''  "dtyr'dtr 

Jdldi! 
\dt  dl 

d-nd-n'      diid^'W             d  /I  dZ'\ 
*"  dt  dt  "*"  dt  dtj]'^''  "  dt  \r  dt)' 

(')  Foir  un  Memoiro  do  Clausius,  Sur  la  ddduction  d'lui  nouveaii  principe  il'ilectroiljnamique 
[Journal  de  Math^matiques  purcs  et  appliquees,  3*  s6rie,  I.  IV,  p.  ii6,  formule  (82)]. 


5ro 
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5>  ^f  ^»  ^\  f\\  V  designent  les  coordonnecs  dcs  deux  elements,  rapportees  a  des 
axes  fixes,  r  leur  distance, 

/•«  =  (J  - 1')«  4-  (n  -  n'Y  4-  (C  --  C')«. 

Appliquons  cette  loi  a  la  determination  du  mouvement  d'une  planete  autour 
du  Soleil;  soient  ^r,  j,  z  les  coordonnees  relatives  de  la  planete  par  rapport 
au  Soleil,  5',  r\\  Xj  les  coordonnees  absolues  du  Soleil.  On  aura 

nous  supposerons  que  le  mouvement  du  Soleil  est  rectiligne  et  uniforme,  et 

nous  poserons 

dx'  dy'      ^  dz' 

In^''^       W^^'       di'^y- 

II  viendra 


En  modiBant  ^-  et  ncgligeant  a',  on  peut  ecrire  ainsi  les  equations  difTeren 
tielles  du  mouvement  dc  la  planete, 

d*x       k*x uk*x  (    dx       ^dy  dz\       fjk*»  (    dx 

-^  +  ,.,-  -  -pr-  ['=' W-' <^  dt '^  'l  di)  ~  ~7^  y'di  '^^ 
di*  "^  ~  ~    /•» "  V^«         '^^      '  di)       /•••    V 

d^z        k^z        (jk^zf     dx       ^  dy  dz\       (jk-yf 

Multiplions  cos  equations  respectivement  par  idx,  2dy,  2dz,  et  ajoutons;  il 
viendra 

-   dx* -h  dy^ ~h  dz^       2k*   ,         i(jk^ ,      ,  ,  j  ^  f    ^-^       o  ^^  <^^\ 

d.  ^^^—    .  ^  ^  dr=  —  ixdx  -^.ydy-^-  zdz)(a-^-  +  ^  ^^^y  ^^^ 

..._^ccdx^^dy  +  ydz)Lr--^y^-+z^J--o. 


dx 
dt 

dy 

-^y  dt-^ 

dz\ 
'dt)' 

dx 

""dt 

dy 

dz\ 
'dt)' 

dx 

^  —r 
dt 

dy 

^y-di^ 

ds\ 
'dt)- 

La  force  perturbatrice  est  normale  a  Torbite;  on  a  ainsi  Tintcgrale  des  forces 
vives 

dx^-h  dy^-hdz* 

dt' 
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on  voit  que  la  quantite  a  est  une  constante  absolue,  qui  n'est  modifiee  en  rien 
par  les  termes  additionnels  de  Clausius.  Tous  les  autres  elements,  meme  le 
noeud  et  rinclinaison,  ont  des  inegalites  seculaires.  Nous  renverrons,  pour 
leur  calcul ,  a  une  brochure  de  M.  Oppenheim  :  Zur  Frage  nach  dcr  Fort- 
pjlanzungsgeschwindigkeit  der  Grai^ilation,  Vienne,  iSgS,  qui  contient  de  nom- 
breux  renseignements  et  documents  bibliographiques  sur  les  matieres  traifees 
dans  ce  Chapitre. 

On  pourra  consulter  avec  fruit  les  Ouvragcs  suivants  : 
Isenkrahe,  Das  Rathsel  von  dtr  Schverk raft.  Braunschweig,  1879; 

Bock,  Die  Theorie  der  Gravitation  von  Isenkrahe  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Anziehung  and  Bewegung  der  Himmebkorper.  Munich,  1 891 ; 

Tait,  Conferences  sur  quelques-uns  des  progres  recents  de  la  Physique  (Traduc- 
tion de  M.  KrouchkoU).  Paris,  Gauthier-Villars,  1887; 

M.  Brillouin,  Essai  sur  les  lois  d*elasticite  d*un  milieu  capable  de  transmettre  des 
actions  en  raison  inverse  du  carrd  de  la  distance.  (^Annates  de  VEcole  NormalCj  1 887 .) 

Seeligeu,  Ueber  das  Newton  sche  Gravitationsgesetz  (Astron,  Nachr.,  N*'  3273). 

L'auteur  examine  la  loi  d'attraction  representee  par  ~,  E~^'',  loi  deja  consi- 

deree  par  Laplace  (Me'canique  celeste,  Livre  XVI),  et  qui  tient  compte  de  Tin- 
fluence  qu'une  diminution  de  I'attraction  par  I'interposition  des  corps  ou  par 
I'absorption  d'un  milieu  aurait  sur  les  phenomencs  celestes.  On  pent  determiner 
la  tres  petite  quantite  X  de  maniere  a  obtenir  pour  Mercure,  et  en  un  siecle,  un 
deplacementdu  perihelie  de  38",  dans  le  sens  direct;  mais  alors  on  aurait,  pour 
Venus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  des  deplacements  correspondants  de 

28',  19",  10"  et  8".  Ici  la  fonction  perturbatrice  -^  (i  —  E"'-^)  — —  est  dirigee 
vers  le  Soleil,  et  Ton  a 

dm         k   ^  .  . 

e  -7-  =:  — ^  /  COS<r(  I  -f-  ecos«'); 
at        ^/p 

si  Ton  ne  s'occupe  que  des  inegalites  seculaires,  on  peut  prendre 

din  ^     'X  -v  I       aX 

-3—  =  — 7=  /. ,  OCT  iz^  -  — .^  ..=  nt . 
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CHAPITRE  XXIX. 


CONFRONTATION  DE  LA  LOl  1)E  NEWTON  AVEC  LES  OBSERVATIONS. 

LE  VERRIER  ET  NEWCOMB. 


229.  Confrontation  de  la  loi  de  Newton  avec  les  observations.  —  Quand 
il  s'agit  de  la  Lune,  les  observations  dcs  eclipses  anciennes,  rapportees  par 
TAlmageste,  et  celles  des  Arabes  sont  precicuses  pour  la  determination  de 
Tacceleration  seculaire.  Mais,  pour  les  planetes,  les  observations  anciennes  qui 
nous  ont  ete  transmises  par  Ptolemce  ne  sont  d*aucun  secours;  elles  ne  sont 
pas  assez  precises,  et  tout  ce  quo  Ton  pout  fiiire,  c'est  de  montrer  que  la  theorie, 
fondee  exclusivement  sur  les  observations  modernes,  represente  les  observa- 
tions anciennes  dans  les  limites,  tres  larges  d'ailleurs,  de  leur  precision. 

On  ne  dispose  done  que  des  observations  ineridiennes,  c'est-a-dire  d*environ 
un  siecle  et  demi  d'observations,  en  commenfant  a  Bradley  (on  n'a  pas  interet 
a  employer  les  observations  anterieures,  faites  depuis  la  decouverte  des  lunettes 
astronomiquos;  le  recul  que  Ton  gagnerait  ainsi  dans  le  temps  ne  serait  pas 
suffisant  pour  compenser  Tinferiorile  de  la  precision). 

Le  Verrier  a  entrepris  (*)  et  menc  a  bonne  fin  la  construction  des  Tables  des 
grosses  planetes,  Mercure,  Venus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et 
Neptune.  Pour  Neptune,  la  decouverte  est  encore  trop  recente  pour  que  Taccord 
entre  les  Tables  et  les  observations  puisse  conduire  a  des  conclusions  positives 
sur  la  faijon  dont  la  loi  de  Newton  represente  les  observations.  II  en  est  presque 
de  meme  d'Uranus;  d'ailleurs,  les  perturbations  de  cette  planete  comprennent 
certains  elements  de  Neptune,  qui  ne  sont  peut-etre  pas  encore  assez  bien 
connus. 

Les  petites  planetes  sont  aussi  dans  le  memo  cas;  il  n'en  est  d'ailleurs  qu'un 
nombre  tres  restreint  dont  la  tlieorie  complete  ait  ete  elaboree  et  confrontee  avec 


( * )  Avaiit  Le  Verrier,  des  Tables  avaient  6\6  construiles,  pour  les  diverses  plan6les,  par  Delambre, 
Bouvard,  Lindcnau,  Bessel,  etc.,  en  parlanl  des  forimiles  de  la  Mccanique  celeste. 
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les  observations.  Nous  citerons  cependant  Vesta;  les  Tables  construites  par 
M.  Leveau  (Annates  de  VObservatoire^  Mcmoires,  t.  XXI)  representent  fideleinent 
les  observations  faites  durantquatre-vingt-sept  annees. 

La  loi  de  Newton  a  ete  verifiee  par  le  calcui  des  perturbations  des  cometes; 
elle  a  suffi  al'explication  des  mouvements  observes;  foutefois,  les  observations 
de  ces  astres  ne  presentent  pas  la  meme  precision  que  ceiles  des  planetes,  et 
ce  n'est  peut-etre  pas  de  ce  cote  que  Ton  pent  obtenir  les  preuves  les  plus  fines 
de  Texactitude  rigoureuse  de  la  loi  de  la  gravitation. 

Nous  avons  done  a  montrer  comment  les  Tables  de  Le  Verrier  representent 
les  positions  observees  des  planetes  Mercure,  Venus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter  et 
Saturne. 

11  convient  de  donner  quelques  indications  sur  les  inconnues  qui  figurent  dans 
cet  ensemble  de  theories.  II  y  a  d'abord,  pourchaqueplanete,  sixconstantescor- 
respondant  aux  six  elements  du  mouvement  elliptique,  puis  la  masse  de  cette 
planete.  Quelques-unesdes  masses  peuventetre  determineesdirectementpar  les 
observations  de  leurs  satellites ;  tel  est  le  cas  de  Mars,  de  Jupiter,  de  Saturne,  d*U- 
ranus  et  de  Neptune.  Mais  les  masses  de  Mercure  et  de  Venus,  qui  n'ont  pas  de 
satellites,  doivent  etre  considerees  comme  des  inconnues  distinctes;  il  en  est  de 
meme  de  la  masse  de  la  Terre,  si  Ton  ne  veut  pas  avoir  recours  a  la  valeur  de 
la  parallaxe  du  Soleil,  qui  pent  etre  determinee  par  d'autres  procedes.  Pour 
toutes  les  planetes,  Le  Verrier  part  des  valeurs  des  masses  qu'il  pouvaitsupposer 
les  plus  precises.  Soient  m^,  m^,  /w*,  ...  ces  masses  (rapportees  a  celle  du 
Soleil  prise  pour  unite),  en  commengant  par  Mercure  et  suivant  par  Venus,  la 
Terre,  etc.  II  pose 

Les  calculs  de  perturbation  sont  faits  avec  les  valeurs  m^,  m'^,  . . . ;  les  coeffi- 
cients des  diverses  inegalites  sont  des  fonctions  de  v,  v',  ...,  que  Ton  pourra 
reduire  au  premier  degre. 

II  s'agit  done,  en  somme,  de  determiner  sept  inconnues  pour  chaque  planete. 
Cette  determination  resultera  d'un  nombre  considerable  d'equations  qui  con- 
tiendrontles  diverses  inconnues,  toutes  au  premier  degre. 

Dans  la  theorie  de  Mercure  figureront  les  inconnues  v',  v",  v'^,  . . . ;  dans  celle 
de  Venus,  v,v",  v"',  ...;  dans  celle  de  la  Terre,  v,  v',  v'%  ...  II  faudra  que  la 
discussion  des  observations  de  chaque  planete  conduise  aux  memos  valeurs  pour 
les  inconnues  v,  v',  V\  .. .  Ainsi,  en  particulier,  v',  ou  la  correction  relative  de 
la  masse  de  Venus,  devra  avoir  la  meme  valeur,  qu'on  la  deduise  des  observa- 
tions de  Mercure  ou  de  ceiles  de  la  Terre.  De  meme,  les  observations  de  Venus 
et  de  Mars  devront  conduire  a  des  valeurs  egales  pour  la  masse  de  la  Terre. 
Enfin,  si  Ton  determine  ainsi  les  masses  des  planetes  a  satellites,  on  devra 
retrouver,  dans  la  limite  des  erreurs  des  observations,  les  nombres  auxquels 
T.  -  IV.  65 
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conduit  la  determination  des  memes  masses  a  Taide  des  mouvemcnts  observes 
pour  Ics  satellites. 

II  importait  tout  d'abord  d'etablir  sur  des  bases  solides  la  theorie  du  mouve- 
ment  de  la  Terre,  car  les  coordonnees  des  autres  planetes  ne  peuvenf  etre  deter- 
mineesque  quand  on  connait  les  positions  occupees  par  la  Terre  aux  moments 
oil  sont  faites  les  observations  des  diverses  planetes. 

230.  ThSorie  du  mouvement  de  la  Terre  (•).  —  On  dit  aussi  :  Thdorie  du 
mouvemenl  du  Soleil,  parce  que  ce  sont  les  observations  du  Soleil  qui  permettent 
de  determiner  les  positions  de  la  Terre.  II  ne  sera  peut-etre  pas  inutile  dedonner 
ici  les  prineipales  inegaiites  du  mouvement  de  la  Terre,  afin  que  Ton  puissese 
faire  une  idee  du  montant  des  perturbations.  Reproduisons  d'abord  les  inega- 
iites seculaires  de  Texcentricite  et  du  perihelie,  ou  plutot  les  variations  annuelles 
de  ces  elements  : 

06"=:  —  o%o89.')  —  o%  000.9  V  -+-  o%oi36y'  —  o%  0182  v''  —  o%  0816  v'% 
e'Stn'^  -+-  o",  1930  —  o\oo46  V  -+-  o%o589  v'4-  o%oi89  v"  4-  o\  1 165  v'\ 

II  faut  multiplier  ces  expressions  par  le  temps  ecoule  depuis  i85o,o,  et 
exprime  en  annees  juliennes  et  fractions  d'annee.  On  a  ainsi,  pour  une  epoque 
quelconque  i85o  h-  /,  les  petites  quantites  qu'il  faudra  ajouter  aux  constantes  e" 
et  xs"  convcnabloment  determinees  (cette  valeur  e"  est  supposee  exprimee  en 
secondes;  elle  sera  employee  ainsi  dans  le  calcul  de  Tequation  du  centre,  tandis 
qu'on  devra  employer  e"  sin  i"  dans  le  calcul  du  rayon  vecteur).  Les  formules 
du  mouvement  elliptique  auront  ensuite  des  coefficients  de  la  forme  a  h-  a7,  oil  a' 
sera  tres  petit.  On  a  deux  formules  analogues  pour  calculer  les  variations  secu- 
laires du  noeud  et  de  Tinciinaison  de  Torbite.  Nous  ne  les  reproduirons  pas; 
nous  nous  contenterons  d'ecrire  Texpression  de  Tobliquitc  moyenne  (o  de 
rccliptique  a  Tepoque  18 jo  4-  t  : 

(i)      coi=:  Wo— (o%.'»757  -ho%oo5v-ho*,289v'-h  o%oo8  v'^-h  o",  160  v'^M- o%oi3  v^) /. 

On  aura  Tobliquite  vraie  en  ajoutant  au  second  membre  la  nutation  (2. 

Yoici  maintenant  les  prineipales  inegaiites  periodiques  de  la  longitude  p''  de 
la  Terro  : 

Action  de  Venus. 

or"=-/»",9siii(r— /')4-5%()sin(2r-2/')H-o%7  sin  (3/"— 3/') 

-+-  i',i  sin(3r-2/'-Tij')-ho%7  sin(4/''-3/'-Tij')-3%4  sin(3r- 2/'- ro') 

—  2%  I  siii(4r-3/'— Tij'')-o%7sin(5r-3/'— 2©') 

-  i%3sin(i3r-8/')4-  i%4  cos  (i3r— 8/'); 


(')  Annates  de  rObscrvatoirc,  I.  IV. 
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Action  de  Mars, 

d<v'  =  +  2',4sin(2r-2r)  — o%7  sin(2r-r— ct") 

i%5sin(2r-r-cj'')-+-o%5sin(4/''— 3/"— ct"^) 
o%6sin(4r— 2r-2T;j^); 

Action  de  Jupiter. 

3r"=:  H-7%2  sin(/''—  l")  -  2%7  sin  (2^—  2^)  —  i%5  sin  (2/'^—  r—xs") 

—  2%6  sin  (/'^  —  cj"^) -+- o%6  sin  (2/'^— /"  — GT'M  —  o^e  sin  (3/'*  —  2/"— GT"^). 

Z',  /",  r  et /''  sont  les  longitudes  moyennes  de  Venus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter; 
nous  n'avons  releve  que  les  inegalites  dont  le  coefficient  est  superieur  a  o",  5; 
dans  ces  conditions,  les  perturbations  causees  par  Mercure,  Saturne  et  Uranus 
devaient  etrc  laissees  de  cote. 

Le  Verrier  n'a  pas  discute  moins  de  891 1  observations  du  Soleil,  failes  de 
1700  a  1846  dans  les  Observatoires  de  Greenwich,  Konigsberg  et  Paris.  Cctte 
discussion  a  presente  des  difficultes  serieuses,  provenant  surtout  de  Tequation 
personnelle,  variable  d'un  astronome  a  Tautre,  dans  les  observations  des  bords 
du  Soleil.  La  conclusion  de  cette  discussion  a  montre  que  les  observations 
etaient  bien  representees  par  la  tbeorie,  a  la  condition  d'astreindre  les  incon- 
nues  V,  v',  . . .  a  verifier  certaines  relations.  Nous  nous  arreterons  sculoment  a 
Tune  de  ces  relations,  la  plus  importante,  et  qui  resulte  des  determinations  de 
I'obliquite  de  Tecliptique.  Ces  valeurs,  quand  on  en  defalque  la  nutation,  sont 
reproduites  dans  la  troisieme  colonne  du  Tableau  suivant  : 


Anndes.                   N.                           ohservee.                    cjilculde.  Hdsidus. 

1755 I'j        23.'28.  i5,u>.       i5,3()  — 0,08 

1795 'xo                   »  Aj.SjjGi^      57,00  -HO, 66 

1798 19        »  27.53,0")       55,63  — o,58 

1815 i            )  ^.7.47,48      47,85  -0,37 

1825 i  ■*        "(27.43,78      43,27  -+-o,5i 

1841 12        »  27.35,56      35,95  — 0,39 

1846 26        »)  27.33,88      33,66  +0,22 

N  designe  le  nombre  de  solstices  enoployes.  On  pent  relier  les  valeurs  obser- 
vees  par  la  formule 

(2)  0)  —  23o27'3I^83  —  o^457G^ 

oil /designe  le  nombre  d'annees,  apres  i8jo,o.  Les  nombres  de  la  quatrieme 

colonne  du  Tableau  ci-dessus  designent  les  valeurs  de  co,  calculees  par  la  for- 
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mule  (2),  pour  chacune  des  epoques  considerees.  On  voit  que  les  residus  sont 
assez  faibles,  et  quo  leur  allure  ne  presente  rien  de  systematique. 

Mais  alors,  en  remplacant  dans  la  formule  (i)  co  par  sa  valeur  (2),  et  multi- 
pliant  le  resultat  par  100,  il  vient,  en  laissant  de  cote  v*^  et  v^,  qui  peuvent  etre 
supposes  bien  connus, 

(3)  28\()'/-+-o%8v'^4-o%5v-+-  i",8i  =0; 

cette  equation  de  condition  est  importante  a  cause  de  la  grandeur  du  coefficient 
de  v';  il  parait  impossible  que  le  tcrme  tout  connu  soit  en  erreur  de  i". 

231.  ThSorie  de  Mercure  (*).  —  Le  Verrier  a  trouve,  pour  les  inegalites 
seculaires  des  elements  e  et  tzf,  les  formules  suivantes  : 

^   ^e  =:  -ho", 04 19^ -ho", 0282V'/  -HO^jOIoGv^/H-  . . . , 
^^  /  dnT--+-5",27i4/-h2",8o64v'/-ho%836iv''/-h  .... 

Nous  ne  reproduirons  pas  ici  les  inegalites  seculaires  du  noeud  et  de  Tincli- 
naison,  non  plus  que  les  inegalites  periodiqucs  de  la  longitude  heliocentriquc 
de  Mercure. 

Les  observations  anciennes  rapportces  dans  V Almageste  ne  peuvent  pas  etre 
employees  utilement.  Heureusement  on  possede  des  observations  des  passages 
de  Mercure  sur  le  disque  du  Soleil,  et  Tobservation  de  chacun  de  ces  phe- 
nomenes  permet  d'en  deduire,  avec  une  grande  precision,  la  position  de  la 
planete. 

Le  premier  qui  aitete  observe  est  celui  du  7  novembre  i63i.  Les  passages  ont 
lieu,  soit  quand  la  planete  passe  par  son  noeud  ascendant,  au  mois  de  novembre, 
ou  au  mois  dc  mai,pres  du  noeud  descendant.  Apres  discussion  et  rejet  des  ob- 
servations defectueuses ,  Le  Verrier  a  conserve  neuf  passages  de  novembre, 
s'etcndant  de  1G77  a  1848,  et  cinq  passages  de  mai,  de  1753  a  i845.  11  a  joint 
a  ce  materiel  897  observations  meridiennes  faites  a  Paris  de  t8oi  a  1842. 

Donnons  quelqucs  indications  sur  la  maniere  d'utiliser  les  observations  des 
contacts  dans  les  passages.  Au  moment  d'un  contact,  la  distance  angulaire  des 
centres  du  Soleil  ctde  Mercure  estegale  a  la  somme  ou  a  la  difference  des  demi- 
diametres  apparents  des  deux  astres,  le  tout  etant  vu  du  point  oil  se  trouve 
Tobservateur.  Soient  j^  tiV  la  longitude  et  la  latitude  du  centre  de  Mercure, 
0'  et  A'  les  memes  coordonnees  pour  le  centre  du  Soleil,  les  deux  astres  etant 
vus  du  lieu  d'observation ;  soit  entin  D  la  distance  apparente  de  leurs  centres. 
On  aura  la  formule 

cosD  =  sinX'sinA'4-  cosX'cosA'cos(^'  —  B'), 
(»)  J  finales  de  I'Obsen'atoire,  t.  V. 
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d'oii 

4."  — 9' 
sDi=:cos(>/—  A')  —  2  COS// COS  A' sin*  -^^ ; 


COS 


la  latitude  A'  du  Soleil  est  extremement  petite;  X'  est  seulement  petit.  On  peut 
ecrire 

D»  (V— A')'  (t'-^'y 

■■  I  •      •      •      — -     A  I  •     •      •  I  •     •     •     « 

2  2  2 

et  se  borner  a 

Cette  formule  simple  permettra  de  calculer  la  distance  apparente  des  centres 
pendant  toute  la  duree  du  phenomene.  Soit  t^  le  moment  de  Tobservation  (sup- 
posee  exacte)  d'un  contact;  soient  ^,  X,  0  et  A  les  valeurs  des  coordonnees 
tirees  des  Tables  pour  Tepoque  /o?  ct  transportees  du  centre  de  la  Terre  au  lieu 
d'observation. 

Ces  valeurs  ne  sont  pas  exactes,  mais  elles  <.nt  besoin  de  corrections  8^,  SX, 
S0  et  SA;  de  meme,  si  c  designe,  parexemple,  la  difference  des  demi-diametres 
apparents,  la  quantitc  c  aura  besoin  de  la  correction  8c. 

Done,  a  I'instant  t^,  on  doit  avoir 

D*  =  (41—  e  -h  dC—  5e)»  -+-  (>.  —  A  -h  5X  -  dA)«  =  (c  4-  $c)\ 

Soit  maintenant  t^  le  temps  du  contact,  calcule  avec  les  valeurs  tabulaires 
inexactes;  la  valeurde  4^a  Tinstant  tc  sera  egale  a 


On  aura  done 


'^ -^7?f  ('--'•>• 


En  retranchant  cette  equation  de  la  precedente,  et  negllgeant  de  tres  petites 
quantites,  il  vient 

c6c  =  (^— e)(o«l— (5e)-i-(>.- A)(oA  — oA) 
(5) 


-(^.--^o) 


„_»,-^..a-.v.'-^ii-A.] 


Soient  maintenant  r,  ^  et  5  les  coordonnees  heliocentriques  de  Mercure, 
A  sa  distance  au  centre  de  la  Terre,  R  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  On  a 
les  formules 

/  AcosXcos-(^  =  rcos5COSi' -h  R  COS0, 
(6)  '  AcosXsin41=  rcos.vsinr  -+-  R  sinB, 

(Asin>.  =irsin5  H-RsinA. 


5i8 
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Supposons  que  les  quantites  tabulaires  r,  ^,  5,  R  et  0  aient  besoin  des  correc- 
tions Sr,  Sr,  85,  oR  et  S0,  on  pourra  admettre  que  8v  est  la  correction  de  la 
longitude  dans  I'orbile.  En  differentiant  la  derniere  des  equations  (6)  et  negli- 
geant  les  quantites  tres  petites,  on  a  d'abord 


/• 


181  =  rds,  81=  -zds. 


Les  deux  premieres  equations  donnent  ensuite 


—  A  cosX  sin4;;3^-h  cos^5(A  cosX)  = 


AcosXcos  (l^t^-H  sin^d(AcosX)=: 


d'oii,  parTelimination  deo(AcosX), 


rcosssinvdi^ 

cosro(r  C0S5)  —  RsinB3B-+-  cosBJR, 

rcos5cosr5r 

sin('d(rcos5)  -hRcosB3B-h  sinBSR; 


Acos>341=  rcoss  cos({>  —  ^)di> 

sin ( V  —  41)5(^-0085)  -+.  R  cos(e  —  r  )  39  -+-  sin(e  — .(!  )3R. 


Or,  les  differences  4^  —  0  et  ^  —  4^  sont  voisines,  la  premiere  de  zero,  la  secondc 
de  180^;  on  pent  ecrire  simplement 


d'oii 


ldJ^=  —  rdi-^l\6S; 


oX-  39  =  -  4^  or  -f-  ^—r-^  ^^=^  (30  -  3i'). 

A  A  A 


En  portant  dans  Tequation  (5)  les  valeurs  que  Ton  vient  de  trouver  pour  SX 
et  0^—  80,  et  regardant  comme  exacte  la  latitude  A  du  Soleil,  il  viendra 


c3c  =  -  (41-  0)  ~  (oi>  -  30)  H-  (X  -  A)  ^ds  -+-  (tc-  ^«)A, 


oil  Ton  a  pose 
(7) 


A=-(.-0)^^=:A)_a-A)^i^ 


L'avant-derniere  equation  sera  misc  sous  la  forme 


(8) 


-r  -^^ (or  —  00)  —  —  o.< 


A 


A      c 


)  —  ^  —^  OS  -h  3c  -  (/e—  ^0)  7  =  o- 


11  y  aurait  aussi  a  tenir  compte,  dans  84^—  80  et  8X,  de  la  correction  a 
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apporter  a  la  valeur  attribuee  a  la  parallaxe  du  Soleil;  mais  cet  effet  est  moins 
important  et  peut  etre  laisse  de  cote. 

Cela  etant,  nous  allons  reproduire  Tequation  (8)  pour  chacun  des  passages 
observes,  avec  les  valours  numeriques  correspondantes  des  coefficients;  nous 
ne  nous  attacherons  qu'aux  coefficients  de  S^. 


Passages  de  novembre. 


(9) 


(lO) 


0,86 
0,75 
0,01 

o»99 
0,92 
1,81 


o 
o 
o 
o 
o 
o 


Epoques.  Entrde. 

/  1697,  84 

1723,  85 o,458(' 

1736,  86 OjiSSf' 

1743,  84 o,34o(' 

1769,  85 0,44 8i; 

1782,  86 0,178^^ 

1789,  84 o,388(' 

1802,  85 

;  i848,  86 -h 0,468(^  +  2,97  =  0 

Epoques.  Entree. 

I    1753,  34 

I  1786,  34 o,458i' 

I   i799i  34 0,808^^ 

i  i832,  34 0,61  8i> 

\  1845,  35 0,74 8p 


Sortie. 


0,398c  H-  0,45  =  o, 


o,i68i'-i-  o,  i3 
0,4281'  -f-  0,92 


o,o38i' 

0,44  Of 
o,468c 


0,23 

«,97 
1,47 


=  o, 
=  o 


=  0, 
=  0, 
=  0; 


Passages  de  mai. 


Sortie. 


4,84 
5,65 
0,17 
i,o3 


o 
o 
o 
o 


o,778c-+-i2,o5 
o,658c-f-  5,11 
o,698c-f-  3,83 
0,778c —  o,58 


=  0, 
=  0, 
=  0, 
=  o. 


L'inspection  de  ces  equations  est  tres  instructive  : 

«  On  remarquera,  des  Tabord,  que  les  observations  des  passages  par  le  noeud 
ascendant  ne  donnent  lieu  qu^a  de  faibles  erreurs;  tandis  que  les  passages  par 
le  nocud  descendant  donnent  lieu  a  une  erreur  de  i2",o5  en  lySS,  et  qui,  dimi- 
nuant  a  peu  pres  regulierement  a  mesurc  que  le  temps  augmente,  se  reduit  a 
—  i",o3  en  1845.  Ces  treize  secondesde  variation,  en  quatre-vingt-douzeannees, 
demandent  a  etre  prises  en  serieuse  consideration,  en  raison  de  I'exactitude  du 
mode  d'observation  dont  elles  resultent.  Elles  ne  sauraient,  en  effet,  etre  attri- 
buees  aux  incertitudes  des  observations  des  passages,  puisqu'il  faudrai  t  supposer 
que  tons  les  astronomes  auraient  commis  des  inexactitudes  considerables  dans 
la  mesure  des  temps  des  contacts;  ces  inexactitudes  devraient  en  outre  varier 
d'une  maniere  progressive  avec  le  temps,  et  difl*erer  de  plusieurs  minutes  au 
bout  de  la  periode  de  quatre-vingt-douze  ans.  Girconstances  tout  a  fait  inad- 
missibles! 

»  Cela  etant,  on  apergoit  qu'on  ne  parviendra  a  detruire  les  erreurs  signalees 
dans  les  passages  de  mai,  sans  en  introduire  dans  les  passages  de  novembre, 


522  CHAPITRE    XXIX. 


On  ne  peut  pas,  avec  ces  quatre  equations,  determiner  les  six  inconnues  Se, 
o/i,  Be,  Strr,  e'  et  tzf';  entre  les  equations  (17)  eliminons  Se,  puis  on  entre  les 
equations  (18),  et  il  viendra 

oror-H  2,7'.?oer=  10", 2 j, 
m' 4- 2 ,  72  e?' =1   0*^,392. 

Le  Verrier  entreprcnd  ensuite  un  calcul  plus  precis  en  tenant  compte  de  os; 
on  a 

.v  =  lan^9sin(r—  0), 

et,  dans  le  voisinage  des  nceuds,  sin  (i'  —  0)  etant  petit,  on  peut  prendre 

05  =  lb  lang9(or  —  69). 

La  forme  des  equations  de  condition,  qui  etait 

Aor  H-  Bd5  d=  oc  —  A50  -+-  K  =:  o, 

devient 

(Adbo,i22B)di'qio,i22Bo9ihdc  -  Aae-+-K=o. 

Les  passages  observes  (novembre  et  mai)  donncnt  vingt  et  une  equations  de 
condition,  d'oii  Ton  deduitS/i  et  Ss;  quand  on  veut  former  Tequation  finale  dont 
depend  Strr,  on  trouve  que  oe  disparait  presque  entierement  des  equations,  et 
ce  qui  se  trouve  bien  determine,  c'est  la  combinaison  ogj  h-  2,72  oe;  de  meme, 
quand  on  determine  gj',  e'  s'elimine  presque  completement;  on  trouve  ainsi 

(19)  w'4-3,72e'  =  o\383. 

On  voit  que  ces  resultats  confirment  ceux  de  la  premiere  approximation. 

Ces  valeurs  des  inconnues  verifient  les  equations  de  condition  des  passages 
avec  une  precision  remarquable,  ct  Le  Verrier  a  fait  une  decouverte  importante 
en  mettant  en  evidence  la  correction  considerable  cj'-h  2,72^'  qui  atteint  SB*',  7 
en  un  siecle,  sans  laquelle  les  observations  presentent  des  disaccords  inad- 
missibles,  et  grace  a  laquelle  ces  desaccords  disparaissent  comme  par  enchan- 
tement. 

Pour  chercher  a  determiner  e\  il  fallait  s'adresser  aux  observations  meri- 
diennes.  C'est  ce  qu'a  faitLe  Verrier;  mais  le  resultat  d'une  discussion  com- 
pliite  a  montre  qu'il  n'elait  pas  possible  de  determiner  ainsi  e'  avec  precision; 
cependant  e'  devait  etre  negatif.  En  ayant  egard  aux  valeurs  (4)  de  e'  et  xn\ 
savoir 

e'  =  o'',o.i82v'-i-  0^,0 106  v", 
cy'=:2",8o64v'4-o",8i6iv", 

Le  Verrier  trouve  que  Tequation  (19),  multipliee  par  100,  devient 

(A)  2S8''v'-+-87'^/=:3S%3; 
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Rapprochons-en  la  condition  (3),  que  nous  recrirons, 

(B)  28%9v'4-o,5v  +  o,8v'":=-  i^Si. 

Toute  la  discussion  va  rouler  sur  les  deux  equations  (A)  ct  (B). 

En  faisant  a  Tincertitude  de  v"  ia  part  la  plus  forte  possible  dans  Tequa- 
tion  (A)  (supposant,  par  exemple,  v"  =  o,i),  on  voit  que  v'  doit  etre  egal  au 
moins  a  o,i.  Ainsi,  les  observations  des  passages  de  Mercure  indiquent  nette- 
ment  que,  si  Ton  veut  faire  cadrer  le  mouvement  du  perihelie  de  cette  planete, 
d'apres  le  calcul  et  Tobservation,  il  faut  augmenter  la  masse  de  Venus  d'au 
moins  sa  dixieme  partie.  Mais  alors  on  est  conduit  a  des  resultats  inconciliables 
avec  les  determinations  de  I'obliquite  de  Tecliptique.  Reportons-nous,  en  effet, 
a  Tequation  (i),  et  faisons-y  v'  =  h-o,i;  nous  trouverons,  en  exprimant  le 
temps  en  siecles, 

La  diminution  seculaire  dc  Tobliquite  serait  done  certainement  superieure 
a  5o";  voyons  comment  cette  diminution  de  So'"  seulement  s'accorde  avec  les 
valeurs  observees  (voir  p.  5i5). 
Ces  equations  deviennent 

0  t  H  If  M 

^7''^7»7  =  -+-')oxo,'>5  0,0 

'jt7.5j,o=  -+- 3o  X  o,52  — 1,2 

27.47,5=  -h  50x0,35  — 0,2 

27.43,8=  H~5oxo,25  -+-<?' 

27.35,6=  -+- 50x0,09  "^0)9 

27.33,9=  -+-5oxo,o4  -^  •  >7 


On  en  conclut 


0)o  n:  23° 27' So",  2, 


et  cette  valeur,  etant  substituee  dans  les  equations  precedentes,  y  laisse  sub- 
sister  les  residus  mis  en  regard.  Or,  ces  residus  sont  inadmissibles,  tant  pour 
le  signe  que  pour  la  grandeur  absolue. 

Concluons  done  qu'il  est  impossible  de  determiner  une  valeur  de  la  masse 
de  Venus  qui  rende  compte,  en  meme  temps,  et  des  observations  des  passages 
de  Mercure,  et  des  observations  de  Tobliquite  de  I'ecliptique.  Si  Ton  determine 
v'  de  maniere  a  faire  disparaitre  le  desaccord  dans  la  theorie  de  Mercure,  il 
reparait  dans  celle  de  la  Terre,  et  inversement.  D'ailleurs,  la  valeur  v'  =  -f-  0,1 
introduit  des  derangemenls  notables  dans  d'autres  equations  dc  condition  que 
nous  n'avons  pas  indiquees  ici,  et  qui  proviennent  des  theories  dc  Mercure  et 
de  la  Terre.  La  valeur  v'  =  0  satisfait  bien  a  cesdiverses  conditions:  on  est  con- 
duit a  I'admettre,  et  alors,  les  theories  de  Mercure  et  de  la  Terre  sont  d'accord 
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avec  ics  observations,  pourvu  qu'en  un  siecle  le  perihelie  de  Mcrcurc  netourne 
pas  seulement  de  027",  comme  cela  arriverait  en  vertu  des  actions  combinees 
des  autres  planetes,  mais  de  527"  4-  38";  il  y  a  done  dans  le  perihelie  de  Mer- 
cure  un  exces  de  deplacement  qui  s'eleve  a  38"  en  un  siecle,  et  qui  n'est  pas 
explique. 

On  ne  saurait  nier  ce  deplacement  supplementaire  do  38"  sans  admettre  chez 
d'habiles  observateurs  des  erreursdeplusieurs  minutes  dans  Testime  des  temps 
des  contacts  des  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil.  11  faudrait,  en  outre,  que 
cescrreursgrossieres  se  soient  reproduites  a  diversesepoques,  ct  d'une  maniere 
progressive  et  reguliere.  L'importancc  du  sujet  nous  fera  pardonner  d'avoir 
reproduit  en  detail  Targumentation  puissante  de  Le  Verrier.  Reste  a  trouver 
la  cause  de  cette  anomalie  bien  caracterisee  du  mouvement  dn  perihelie  de 
Mercure. 

232.  Hypoth^se  des  planMes  intra-mercurielles.  —  On  pourrait  supposer 
d'abord  qu'il  y  a  quelques  inexactitudes  dans  le  calcul  du  mouvement  seculaire 
de  527".  Or,  Le  Verrier  a  verifie  ce  nombre  de  plusicurs  facons,  notamment  par 
une  methode  d'interpolalion;  on  Ta  recalcule  depuis  par  la  methode  de  Gauss 
(t.  I,  Chap.  XXVII);  il  n'y  a  rien  a  esperer  dans  cette  direction.  Mais  a-t-on 
tenu  compte  de  toutes  les  masses  attirantes  situces  en  dehors  du  Soleil? 

Le  Verrier  se  demande  si  une  planete,  ou  un  groupe  de  petites  planetes,  cir- 
culant  dans  les  parages  de  Torbite  de  Mercure,  serait  capable  de  produire  Teffet 
observe.  Pour  que  cet  effet  ne  se  repercute  pas  aussi  sur  Venus,  il  faut  sup- 
poser  les  planetes  placees  entre  Mercure  et  le  Soleil.  Considerons  Tune  d'entre 
clles. 

On  a  (t.  I,  p.  4ot))  cette  expression  de  la  fonction  perturbatrice  de  Mercure, 
en  considerant  seulement  les  termes  seculaires  les  plus  importants, 

A=:n^a^mo  I  g  B^'^  (e^ -^  e])  —  ^  B^'^e^o  cos(cj  —  cJo)1 , 

mo,  ^0  etcjo  designant  la  masse,  Texcentricite  et  la  longitude  du  perihelie  du 
petit  astre  perturbateur.  On  a  ensuite 

cirs  __  v/i  — e'  M  de  _      v^i  —  e^'  OA 

dt  na^e      de  dt  na}e     dvs 

d'oii 

~=      J  /Ho««rB('>-B("  Jcos(GJ-cj„)l, 

de  I 

37  =—  7  rnQnaB^^^e^sinins  —  cTo). 

at  4 

On  pent  supposer  nuls  les  produits  fo  cos(tEf  —  tzfo)  et  e^  sin(Gy  —  tzf^),  soil 
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parce  que  les  excentricites  des  petites  planetes  perturbatrices  seronl  vraisem- 
blablemcnt  petites,  soit  parce  que,  s'il  y  en  a  un  assez  grand  nombre,  il  s'eta- 
blira  des  con[)pen$ations  dans  les  sommes 

—  ^'oCOsoTo        el        Sf'oSinGTo. 
On  pourra  done  admettre  que 

at  at  4 

Des  loPS,  Tequation  (19)  devient 

7  ///,/mfV»  =  o%383. 
Mais  on  a  (t.  1,  p.  272) 

a. 


:  a 


On  trouvera  done  Tequation 


3 
4 


Or,  en  un  an,  w  =  5  38oooo";  posons  en  outre 


.T 


ffh  = 


I  o  000  000 


4  ,       3j.       3.;)  5. 7. 

A  =  a*  -4-  -  7  a*  H 7  7-^  ««-!-...; 

2  4  2.4  4-6 

il  viendra 

Aj:'=:o,95; 

de  sorte  que,  quand  on  supposera  a^  connu,  done  a,  x  en  resultera,  et,  par 
suite,  m.  Le  Verrier  donne  a  a  les  valeurs  0,8;  0,7;  0,6;  o,5;  o,4;  o,3.  Le 
calcul  de 

Az=a»4-i,875oa*H-2,7344a'-+-3,5889a«H-4,44iii«*° 


presente  des  longueurs  pour  a  =  0,8  et  a  =  0,7.  Mais,  en  employant  la  formule 
(32)  (t.  I,  p.  290),  on  pent  ecrire 


(3«  = 


«» 


I— «« 


A  =  (3'-ho,875oP*-.o,oi56;3«H-o,oi07|3»  — 
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On  peut  former  ainsi  Ic  Tableau  suivant  : 


2. 

«•• 

A. 

.r. 

0,8 

0 ,  :i  I 

1,6 

0,21 

0,7 

0,9.7 

1,8 

0,5:^ 

0,6 

0,2'{ 

0,84 

»,» 

0,5 

o,»9 

o,\i 

2, -2 

«,4 

0,1  5 

0,22 

1,3 

0,3 

0, 12 

0,11 

8,0 

Plus  grande 
m„  m,  Elongation 

m  (m)  au  Soleil. 

a 

o,oG  o,i5  18 

0,16  0,37  16 

0,33  Oj77  1^ 

o ,  f)f>  I ,  :>  II 

1,3  3,0  9 

2,6  6,0  7 


000 


/w  designe  la  masse  de  Mercure  adoptee  d'abord  par  Lc  Verrier,  savoir  g 

et  (m)  la  valeur,  sans  doute  plus  exacte,  de  la  meme  masse, 

\     y  ^  I  '7  000  000 

On  voit  que  la  masse  de  la  planete  supposee  augmente  quand  on  admet  qu*elle 
est  plus  voisine  du  Soleil ;  elle  serait  cgale  a  la  masse  de  Mercure  a  la  distance 
0,21,  et,  dans  ses  grandes  digressions,  elle  s'ecarterait  du  Soleil  d'environ  i3®. 
On  Taurait  certainement  apergue  depuis  longtemps,  meme  a  Toeil  nu,  dans  des 
conditions  favorables.  Plus  loin  du  Soleil,  la  masse  troublante  est  plus  faible; 
mais  ne  Taurait-on  pas  apergue  pendant  les  eclipses  totales  de  Soleil,  ou  meme» 
n'aurait-on  pas  du  la  voir  de  temps  a  autre  passer  sur  le  disque  du  Soleil? 

«  Telles  sont,  dit  Le  Verrier,  les  objections  qu'on  peut  faire  a  Thypothese 
dcTexistence  d'une  planele  unique,  comparable  a  Mercure  pour  ses  dimensions, 
et  circulant  en  dedans  de  Torbite  de  cette  derniere  planete.  Ceux  a  qui  ces 
objections  paraitront  trop  graves  seront  conduits  a  remplacer  cette  planete 
unique  par  une  serie  d'astcroides  dont  les  actions  produiront  en  somme  le  meme 
cffet  total  sur  le  peribelie  de  Mercure.  Outre  que  ces  asteroides  ne  seront  pas 
visiblesdans  les  circonstances  ordinaires,  leur  repartition  autourdu  Soleil  sera 
cause  qu'ils  n'introduiront  dans  le  mouvement  de  Mercure  aucune  inegalite 
periodique  de  quelque  importance. 

»  L'hypothese  a  laquelle  nous  nous  trouvons  ainsi  amenes  n'a  plus  rien  d'ex- 
cessif.  Un  groupe  d'astero'ides  se  trouve  entre  Jupiler  et  Mars,  et  sans  doute  on 
n'a  pu  en  signaler  que  les  principaux  individus.  II  y  a  lieu  de  croire  meme  que 
Tespace  planetaire  contient  de  tres  petits  corps,  en  nombre  illimite,  circulant 
autour  du  Soleil.  Pour  la  region  qui  avoisinc  la  Terre,  cela  est  certain. 

»  La  suite  des  observations  de  Mercure  montrera  s'il  faut  definitivement 
admettre  que  de  tels  groupes  d*asteroides  existent  aussi  plus  pres  du  Soleil. . .  Dans 
tons  les  cas,  comme  il  se  pourrait  qu'au  milieu  de  ces  asteroides  il  en  existat 
quelques-uns  de  plus  gros  que  les  autres  et  qu'on  n*aurait  d'autres  moyens  d'en 
constater  Texistence  que  par  Tobservation  de  leurs  passages  devant  le  disque 
solaire,  la  discussion  presente  devra  confirmer  les  astronomes  dans  le  zelequ'ils 
mettent  a  etudier  chaque  jour  la  surface  du  Soleil.  II  est  fort  important  que  toute 
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tache  reguliere,  si  minime  qu'elle  soit,  ct  qui  viendrait  a  paraitre  sur  le  disque 
du  Soleil,  soit  suivie  pendant  quelques  instants  avec  la  plus  grande  attention, 
afin  de  s'assurer  de  sa  nature  par  la  connaissance  de  son  mouvement.  » 

Or,  un  amateur  d'Astronomie,  le  D"^  Lescarbault,  observa,  Ic  26  mars  iSSg,  a 
Orgeres  (Eure-et-Loir),  le  passage  sur  le  Soleil  d'un  petit  disque  noir,  bien 
circulaire,  dont  le  diametre  apparent  lui  sembla  inferieur  au  quart  du  diametre 
qu'il  avait  trouve  a  Mercure  dans  son  passage  sur  le  Soleil  le  8  mai  i845.  II  fit 
connaitre  les  points  du  disque  solaire  oil  avaient  cu  lieu  Tenlree  et  la  sortie, 
ainsi  que  les  instants  de  ces  phenomenes  :  la  duree  du  passage  avait  ete 
de  i*'i7™. 

Le  Verrier,  en  discutant  Tobservation  du  D"*  Lescarbault,  arriva  a  determiner 
la  position  du  plan  de  I'orbite  de  Vulcain  (e'est  le  nom  qui  fut  donne  au  nouvel 
astre);  il  trouva  que  ce  corps  circulait  autour  du  Soleil  en  19^,7;  en  lui  suppo- 
sant  la  meme  densite  qu'a  Mercure,  et  adoptant  le  diametre  apparent  de  3"  au 

moment  de  Tobservation,  il  en  conclutque  sa  masse  n'etait  que  le  —  de  celle  de 

Mercure;  sa  plus  grande  elongation  au  Soleil  etant  d'environ  8**,  et  la  lumiere 
totale  qu'il  nous  envoie  etant  beaucoup  plus  faibic  que  celle  de  Mercure,  on 
comprendra,  ajoute  Le  Verrier,  qu'on  n'ait  pas  aperi^u  cette  planete  jusqu'ici. 
Ce  corps  serait  du  reste  beaucoup  trop  petit  pour  produire,  a  lui  seul,  Tirregula- 
rite  signalee  dans  le  mouvement  de  Mercure.  En  se  rapportant  au  Tableau  de  la 
page  52G,  on  voit  qu'il  faudrait  au  moins  25  masses  egales  a  celle-la,  et 
situees  dans  la  meme  region,  pour  produire  Teffet  voulu  (il  en  faudrait  meme 
plus  de  60,  en  admettant  la  masse  la  plus  probable  de  Mercure). 

A  diverses  reprises,  des  observateurs  avaient  note  le  passage  sur  le  disque  du 
Soleil  de  petits  corps  obscurs  qui  ne  pouvaient  etre  confondus  avec  des  taches 
solaires,  soit  a  cause  de  leur  mouvement  rapide,  soit  en  raison  de  leur  appa- 
rence  meme.  M.  R.  Wolf,  de  Zurich,  avait  dresse  une  liste  de  20  observations 
de  ce  genre,  dans  son  Handbuch  der  Aslronomie,  Une  observation  analogue,  faite 
parM.  Weber  en  187G  et  signalee  a  Le  Verrier,  le  conduisit  a  discuter  ces  pheno- 
menes. II  en  rejeta  plusieurs  comme  douteux,  et  parmi  ceux  qui  pouvaient  etre 
conserves,  il  en  reconnut  quatrequi  pouvaient  appartenir  au  petit  corps  observe 
par  M.  Lescarbault.  II  calcula  une  orbite,  et  annon^'a  un  nouveau  passage,  dou- 
teux d'ailleurs,  pour  le  22  mars  1877,  et  un  autre,  beaucoup  plus  certain,  pour 
le  1 5  octobre  1882.  Les  astronomes  ont  surveille  a  ces  dates  la  surface  du  Soleil 
etn'ont  rien  vu  d'anormal. 

Lors  de  Teclipse  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878,  les  astronomes  ameri- 
cains  avaient  inscrit  dans  leur  programme  la  recherche  des  planetes  intra-mer- 
curielles,  durant  la  totalite.  M.  Watson  crut  en  avoir  dccouvert  deux;  malheu- 
reusement,  il  leur  assignait  a  fort  peu  pres  les  positions  que  devaient  occuper 
au  meme  instant  deux  etoiles  0  et  ^  de  la  constellation  de  TEcrevisse;  Topinion 
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des  astronomes  competenls  a  ete  que  M.  Watson  avait  observe  ces  deux  etoiles, 
et  non  pas  deux  planetes.  Pour  plus  de  details  sur  les  planetes  intra-mercu- 
rielles,  je  renverrai  le  lecteur  a  une  Notice  que  j'ai  publiee  sur  ce  sujetdans 
VAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1882. 

Les  reclierches  systematiqucs  de  Carrington,  deSporer  et  d'autres  astronomes 
sur  les  taches  solaires,  Ics  photographies  innombrables  du  Soleil  qui  ont  ete 
prises  dans  ces  derniercs  annees,  et  Tinsucces  des  recherches  faites  pendant 
plusieurs  eclipses  totales,  semblent  indiquer  que  Texplication  de  Tanomaiie  du 
perihelie  de  Mercurc,  donnee  par  Le  Verrier,  ne  pent  guere  etre  maintenue ;  dans 
tons  les  cas,  il  faudrait  supposer  qu*il  s'agisse  d'unenuee  de  corpuscules,  dont 
chacun  echappe  aux  observations  par  sa  petitesse,  leur  ensemble  formant 
cependant  une  masse  notable,  comparable  a  celle  de  Mercure.  Nous  aurons  a 
discuter  plus  loin  d'autres  hypotheses  mises  en  avant  pour  expliquerTanomalie 
en  question.  Mais  auparavant  nous  voulons  donner  encore  quelques  indications 
sur  les  resultatsde  la  confrontation,  faite  par  Le  Verrier,  de  la  loi  de  Newton 
avec  les  observations  de  Venus  et  de  Mars. 

233.  Theories  de  V6nus  et  de  Mars  (•)•  —  Le  Verrier  a  etabli  la  theorie  de 
Venus  sur  les  deux  passages  de  la  planete  sur  le  Soleil,  observes  en  1761  et 
1769,  et  sur  les  observations  meridiennes  faites  de  1751  a  1837.  Le  passage  de 
1639  a  ete  observe  par  Horroxius  qui  n'a  pu  noter  aucun  des  contacts,  mais  a 
mesure  a  plusieurs  reprises  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  sur  une 
image  solairc  de  six  pouces  de  diametrc.  On  ne  pent  malheureusement  tirer 
aucun  parti  de  cette  observation  dont  la  precision  laisse  trop  a  desirer. 

Le  resultat  de  la  discussion  a  ete  que  les  observations  de  Venus  sont  bien 
representees  si  Ton  diminue  d'environ  moitie  la  masse  de  Mercurc,  mais  surtout 
si  Ton  augmente  de  0,09  la  masse  de  la  Terre;  mais  Taccord  serait  detruit  si 

Ton  augmentait  do  —  la  masse  de  Venus;  Le  Verrier  trouve  meme  qu'il  faudrait 

la  diminuer  d'environ —•  On  voit  ainsi  confirmee  Timpossibilite  d'expliquer 

Tanomalie  du  perihelie  de  Mercure  en  corrigeant  les  masses  des  planetes  per- 
turbatriccs  :  on  porterait  ainsi  le  trouble  dans  la  theorie  de  la  Terre  et  dans 
celle  de  Venus.  En  discutant  les  observations  du  Soleil  et  determinant  le  coef- 
ficient de  Tequation  lunaire,  Le  Verrier  avait  deja  ete  conduit  a  admettre  que 

la  masse  de  la  Terre  dcvait  etre  augmontee  de  plus  de  —  de  sa  valeur. 

Pour  la  theorie  de  Mars,  Le  Verrier  disposait  d'observations  meridiennes 
nombreuses,  de  1751  a  i858,  et  d'une  conjonction  de  Mars  avec  les  etoiles 
'!<»  ^2  ^^  '^3  ^^  Verseau,  observee  en  1672  en  France,  par  Picard,  et  a  Cayenne, 

(*)  Anunles  de  rOhsen^atoire,  t.  VI. 
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par  Richer,  en  vue  dc  determiner  la  parallaxe  de  Mars,  et  par  suite  celle  du 
Soleil;  mais  les  Tables  ont  ete  fondees  uniquement  sur  les  observations  meri- 
diennes. 

«  Nous  mentionnerons,  dit  Le  Verrier,  le  fait  capital  auquel  conduit  la  dis- 
cussion, savoir  :  Timpossibilite  absolue  de  representer  les  observations  sans  un 
mouvement  du  perihelie  de  Mars  plus  fort  que  celui  qui  resulte  du  calcul  base 
sur  les  valeurs  habitucUement  regues  pour  les  masses  planetaires.  Et  de  plus 
il  est  remarquable  que,  si  Ton  veut  obtenir  cet  accroissementdu  mouvement  du 
perihelie  de  Mars  en  augmentant  les  masses  perturbatrices,  on  n'y  puisse  par- 
venir  qu'en  supposant  pour  la  Terre  une  masse  plus  forte  dV//i  dixieme  (au 
moins)  que  celle  qu'il  est  d'usage  de  lui  attribuer.  C'est  un  resultat  pareil  a 
celui  que  nous  avons  conclu  des  latitudes  de  Venus  et  du  mouvement  du  noeud 
de  cette  planete. 

»  Mais,  s'il  est  ainsi  necessaire  d'accroitre  la  quantite  dc  matiere  admise 
dans  la  partie  inferieure  de  notre  systeme  planetaire,  s'ensuit-il  que  cette  addi- 
tion doive  reellement  porter  sur  la  masse  de  la  Terre?  ou  bien  la  nouvelle 
matiere  occupe-t-elle  une  place  speciale,  telle  que  les  pelites  planetes  situees 
entre  Mars  et  Jupiter,  ou  telle  que  les  asteroides  dont  Tobservation  a  constate 
la  presence  dans  les  environs  de  la  zone  oil  la  Terre  circule  autour  du  Soleil? 
Une  grave  objection  semble  s'opposer  a  ce  que  Ton  ajoute  a  la  masse  de  la  Terre  : 
on  ne  pourrait  Taccroitre  du  dixieme  de  sa  valeur  sans  augmenter  di'un  tren- 
tidme  la  quantite  admise  pour  la  parallaxe  solaire,  et  cette  consequence  est  con- 
traire  a  toutes  les  idees  rcQues  touchant  Texactitude  de  ce  dernier  element  du 
systeme  solaire.  L'action  d'un  anneau  de  corpuscules,  circulant  autour  du 
Soleil,  parait  au  contraire  rendre  compte  des  phenomenes  observes,  sans  soule- 
ver  de  difficultes  nouvclles.  » 

Disons  maintenant  que  la  determination,  par  Tensemble  des  observations,  de 
Texces  de  mouvement  du  perihelie  de  Mars,  represente  tres  bien  toutes  ces 
observations.  C'est  une  chose  bien  remarquable  que  la  crainte  de  Le  Verrier  a 
la  pensee  de  toucher  a  la  masse  de  la  Terre;  nous  indiquerons  dans  un  moment 
quelle  etait  la  raison  de  cette  crainte.  Mais  nous  voulons  faire  observer  imme- 
diatement  que  Tobservation  n'a  pas  indique,  comme  semble  le  croire  Le  Verrier, 
Texistence  d'une  sorte  d'anneau  enveloppant  Torbitc  de  la  Terre;  si  cet  anneau 
existait  reellement,  sa  masse  s'ajouterait  tout  entiere  a  celle  de  la  Terre  dans  le 
calcul  des  perturbations  seculairescausees  par  la  Terre  sur  les  planetes  les  plus 
voisines,  Venus  et  Mars.  Or  Tobservation  nous  revele  seulement  Texistence  des 
etoiles  filantes  et  des  bolides  dont  les  orbites  rcncontrent  certainement  Torbite 
terrestre.  Mais  M.   Schiaparelli  a  demontre  que  la  vitesse  absolue  des  etoiles 

filantes  est  comparable  a  celle  de  la  Terre  multipliee  par  v'2;  ces  corpuscules 
cheminent  done,  non  pas  sur  des  orbites  semblables  a  celles  de  la  Terre,  mais 
T.  -  IV.  (r 
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sur  des  orbites  paraboliques.  Quant  aux  bolides,  leurs  vitesses  sont  parfois  plus 
grandes  encore,  et  quelques-unes  des  trajecfoires  sont  hyperboliques.  L'en- 
semble  de  ces  asteroidcs  ne  pent  done  pas  etre  considere  comme  fornoant  un 
anneau  enveloppant  Torbite  de  la  Terre. 

Voyons  maintenant  comment  avail  ete  determinee  la  masse  de  la  Terre, 
employee  au  debut  des  calculs  de  Lc  Verrier.  Quand  on  compare  la  chute  des 
graves  a  la  surface  de  la  Terre  a  la  chute  de  la  Terre  sur  le  Soleil,  pendant  unc 
seconde,  on  obtient,  par  la  methode  proposee  par  Newton,  la  relation  suivante 
entre  la  parallaxe  du  Soleil  et  la  masse  de  la  Terre  : 

(20)  ;;^"^/i,/i32o(-^y; 

\ I 000 / 

d'oii  Ton  deduit 

7r-6o8%79v/m"^(»). 

Cette  formule  montre  que,  si  la  masse  de  la  Terre  est  donnee,  la  parallaxe 
s'en  deduit,  et  inversement.  Or  Encke  avait  conclu  de  la  discussion  des  obser- 
vations des  passages  de  Venus  de  1761  et  1769  : 

;:  =  8",5776±o'\o37o; 

cette  valeur  a  ete  acceptee  pendant  longtemps  par  les  astronomes  avec  une 
entiere  confiance.  On  en  deduit,  par  la  formule  (20), 

m*'  =  o ,  000002797  ; 

c'est,  a  fort  peu  pres,  la  valeur  adoptee  par  Le  Verrier.  C'est  done  la  confiance 
generale  dans  le  nombre  d'Encke  qui  Tempechait  de  songer  a  corriger  m"\  les 
quatre  decimales  donnees  par  Encke  dans  la  valeur  de  u  en  imposaient  a  tout  le 
monde;  or  on  sait  aujourd'hui  que  la  premiere  decimale  etait  fausse!  Si,  a 
I'epoque  oil  Lc  Verrier  publiait  ses  Tables  de  Mars,  il  avait  adopte  la  correction 

-^  =  —  J  il  en  serai t  resulte  -^-  =  ^,  7:  =  8", 86,  valeur  a  tres  peu  presexacte. 

Le  Verrier  pouvait  done,  a  Toppose  de  ce  qui  s'etait  passe  pourMercure,  faire 
disparaitre  presque  tout  Texces  de  mouvement  du  perihelie  de  Mars  (24''  par 
siecle),  en  corrigeant  la  valeur  fautive  de  m'\  M.  Nevvcomb,  en  employant  une 


(1)  Voir,  pour  la  demonstration  de  cette  formule,  notre  M6moire  Surle  r^sum^  des  tentatives  faites 
iusqu*ici  pour  d^ternwier  la  parallaxe  du  Soleil  {Annales  de  l*Observatoire,  t.  XVI).  En  partant  des 
donnees  les  plus  r^centes,  nous  avons  trouv6 
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parallaxe  beaucoup  plus  exacte,  a  pu,  comme  on  le  verra  plus  loin,  reduire 
beaucoup  Texces  de  mouvement  du  perihelie  de  Mars. 

234.  Les  theories  de  Jupiter  et  de  Saturne  (')  presentent  de  grosses  difR- 
cultes  tenant  principalement  a  la  grandeur  de  Taclion  perturbalrice  exercee 
par  chacune  de  ces  planetes  sur  I'autre.  Pour  nous  en  rendre  compte,  designons 
pour  un  moment  par  m  et  m'  les  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  parr,  r'  et  A 
leurs  distances  au  Soleil  et  leur  distance  mutuelle.  Le  rapport  de  la  force  per- 
turbatrice  du  mouvement  de  Saturne  a  Tattraction  exercee  sur  cette  planete 
par  le  Soleil  est 

m    j_  __i_  (r^- . 

A»  •  P«  ""  io47  \^/  ' 

or,  a  certaines  epoques,  -r  pent  etre  voisin  de  2,  de  sorte  que  la  force  perturba- 

trice  est  le  -^  de  la  force  principale;  c'est  une  fraction  tres  notable.  Une  autre 

cause  de  difficulte  provient  de  la  commensurabilite  tres  approchee  des  moyens 
mouvements  des  deux  planetes,  qui  sont  a  peu  pres  dans  le  rapport  de  5  a  2.  II 
en  resulte  une  inegalite  dont  laperiode  treslongue  est  voisine  deneuf  cents  ans, 
et  qui,  dans  son  maximum,  atteint  1200"  pour  la  longitude  moyenne  de  Jupiter, 
et  environ  3ooo"  pourcelle  de  Saturne. 

Le  Verrier  a  voulu  surmonter  toutes  les  difficultes,  et  il  a  calcule  ses  Tables 
pour  des  epoques  tres  eloignees,  jusqu'a  deux  mille  ans,  a  partir  de  Tepoque 
actuelle.  Le  succes  a  repondu  a  ses  esperances  pour  Jupiter;  les  observations 
meridiennes  de  cette  planete,  faites  de  1730  a  1869,  sont  en  effet  representees 
avec  une  precision  qui  ne  laisse  rien  a  desirer;  les  erreurs  de  la  longitude 
depassent  rarement  i". 

Le  Verrier  a  ete  moins  heureux  pour  Saturne  :  les  residus  atteignent  ±l  5" 
pour  les  observations  comprises  entre  1837  et  1869,  et  meme  —  9"  pour  la 
periode  plus  ancienne  de  1730  a  1826;  en  outre,  la  marche  des  residus  presente 
un  caractere  systematique  prononce.  Nous  avons  dit  (p.  170)  que  M.  Gaillota 
decouvert  dans  les  calculs  de  Le  Verrier  de  petites  inexactitudes;  en  les  corri- 
geant,  il  est  arrive  a  representer  les  observations  de  Saturne,  faites  de  1750  a 
1890,  de  fagon  que  Terreur  de  la  longitude  ne  depasse  jamais  ±  3".  Neanmoins, 
ces  petits  residus  presentent  encore  une  allure  systematique  bien  nette,  qui 
disparait  completement  quand  on  attribue  a  la  valeur  calculee  du  mouvement 
seculaire  du  perihelie  de  Saturne  un  accroissement  de  /Jo'' par  siecle;  mais  il 
resterait  a  trouver  la  cause  de  cet  exces  de  mouvement,  analogue  a  celui  qui 
s'est  presente  pour  Mercure. 


(»)  Afinales  de  I'Observntoire,  t.  X,  XI  et  XU. 
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Les  Tables  de  Saturne,  publiees  tout  recemment  (1895)  par  M.  Hill,  et  dont 
nous  avons  parle  (p.  375),  du  moins  au  point  de  vue  de  la  theorie  qui  leur  sert 
dc  base,represententbion  les  observations  de  lySoa  1888  :  les  residus  8<.i>cos(D 
depassent  rarement  3"  pour  les  observations  de  la  premiere  periode  (i75o  a 
1826),  et  1"  pour  les  observations  posterieures.  Cependant,  la  marche  de  ces 
residus  est  encore  netlcment  systematique.  Les  calculs  theoriques  de  M.  Hill 
sont  sensiblement  plus  simples  que  ceux  de  Le  Verrier;  c'est  un  avantage  de  la 
methode  de  Hansen.  II  semble  toutefois  que  celte  melhode  ne  donne  pas  le 
mouvement  seculaire  du  perihelie  avee  la  meme  precision  que  les  calculs  de 
Le  Verrier. 

235.  M. Newcomb  a entrepris, depuisquclques  annees,  un  travail  considerable : 
la  refection  des  Tables  des  quatre  planetes  les  plus  rapprocbeesduSoleil,  ce  qui 
a  necessitc  la  reduction  de  soixante-deux  mille  observations  meridiennes,  soit 
au  moins  quatre  fois  plus  que  n'en  avait  utilise  F^e  Verrier;  il  a  pu  employer, 
en  outre,  les  donnees  resultant  de  quatre  nouveaux  passages  de  Mercure,  et  des 
passages  de  Venus  de  1874  et  de  1882.  L'augmentation  du  materiel  d'observa- 
tions  est  Tunc  des  raisons  de  Fentreprise  de  M.  Newcomb;  il  y  en  a  une  autre  : 
les  diverses  Tables  planetaires  de  Le  Verrier  ne  sont  pas  calculees  avec  les 
memos  masses  des  planetes;  quand  une  correction  avait  ete  bien  etablie  par 
une  theorie,  on  en  tenait  compte  dans  la  theorie  suivante. 

M.  Newcomb,  partant  des  travaux  deja  si  complets  de  son  predecesseur, 
a  pu  introduire  dans  ses  Tables  un  systeme  de  donnees  homogenes. 

L'ensemble  des  resultats  de  ce  grand  travail  est  expose  dans  un  petit  volume 
fort  interessant,  The  Elements  of  the  four  inner  Planets,  and  the  fundamental 
constants  of  Astronomy  (Washington,  189J).  Nous  allons  en  presenter  une  ana- 
lyse succincte. 

Disons  d'abord  comment  on  a  determine  les  masses.  Celle  de  Mars  resulte  de 
Tobservation  de  ses  satellites.  Pour  la  Terre,  on  a  calcule  sa  masse  en  partant 
de  la  parallaxe  du  Soleil  [vo/ria  formule  (20)];  cette  parallaxe  elle-meme, 

a  ete  conclue  de  sept  valeurs  assez  concordantes;  on  a  attribue  un  poids  assez 
considerable  a  la  determination  qui  resulte  de  la  constante  de  Taberration  et  de 
la  vitesse  de  la  lumiere.  Ayant  obtenu  la  masse  de  la  Terre,  on  y  ajoute  la  masse 
de  la  Lune,  et  c'est  Tensemble  qui  figurera  dans  les  calculs  de  perturbation, 
sous  le  nom  de  masse  de  la  Terre. 

La  masse  de  Jupiter  resulte  de  six  valeurs  obtenues  par  Tensemble  des 
observations  des  satellites,  et  par  les  perturbations  causces  par  Jupiter  dans  les 
mouvements  de  Saturne,  ou  des  cometes  Faye  et  Winneckc,  ou  des  petites 
planetes  Themis  et  Polymnie;  c'est  la  determination  fondee  sur  les  observa- 


COXFRONTATIOX    DE    LA    LOT    DE   NEWTON    AVEC    LES    OBSERVATIONS.  533 

tions  de  Polymnie,  qui  a  veqn  un  poids  considerable,  ct  joue  presque  un  role 
exclusif. 

La  masse  de  Venus  a  ete  deduitc  des  inegalites  periodiques  que  produit  cette 
planetc  dans  la  longitude  dc  la  Terre;  Tensemble  de  ces  inegalites  ne  depasse 
guere  8"  dans  des  conditions  favorables;  mais  Ic  nombre  des  observations  du 
Soleil  que  Ton  peut  utiliser  est  considerable,  et  Ton  ne  voit  pas  d'erreurs  syste- 
matiques  a  redoLitcr.  Cependant,  Ic  Tableau  suivant  donnant  lesvaleurs  de  la 
correction  relative  v'  a  apporter  a  la  masse  de  Le  Verrier,  d'apres  les  moyennes 
de  onze  series  chacune  de  six  annecs  d'observations  faites  a  Paris,  montre  que 
la  determination  est  delicate  : 

1801-07...  v'  =  — o,o25  1837-41...  v'=  — o,o34  1866-70...  v'  =  -r-o,ooo 

1808-15...  H-o,oi5  1845-52...  ^0,009  1871-79...  -4-0,048 

1816-22...  —  o,o5o  1853-59...  -+-o,oi4  1880-89...  -r-0,002 

1823-29...  —  o,o5o  1860-65...  h-o,oo3 

Finalement,  comme  moyenne  generale  des  observations  faites  pendant  un 
siecle,  dans  dix  observatoires,  M.  Newcomb  a  adopte 

v'=:  —  0,01 18  ±0,0034. 

On  n'a  pas  pu  determiner  v'  par  les  observations  de  Mars,  parce  que,  dans  la 
theorie  de  cette  planete,  existe  un  petit  defaut  dont  I'explication  n'a  pas  encore 
ete  trouvee. 

La  masse  de  Mercure  a  etc  conclue  des  inegalites  periodiques  que  produit 
cette  planete  dans  la  longitude  de  Venus.  Si  Ton  adopte  la  masse  choisie  comme 

point  de  depart  par  Le  Verrier,  ^  ,  Tensemble  des  inegalites  en  question 

ne  depasse  guere  i"  dans  des  conditions  favorables.  Si,  en  meme  temps,  Venus 
est  dans  le  voisinage  de  sa  conjonction  inferieure,  Tccart  correspondant  sera 
d*environ  2"  dans  la  longitude  geocentrique.  Get  ecart  n'atteint  sans  doute  que 
1",  parce  que  la  masse  prise  pour  point  de  depart  semble  deux  fois  trop  forte. 
On  voit  done  que  la  determination  de  la  masse  de  Mercure,  par  cette  voie,  n'est 


pas  chose  facile.  M.  Newcomb  trouve  - 


0,35 


y  900  000 

L'influence  de  la  masse  de  Mercure  sur  le  mouvement  de  la  comete  d'Encke 
est  plus  sensible,  parce  que  ces  deux  astres  peuvent  se  rapprocher  beaucoup  a 
certaines  epoques.  II  est  vrai  que  cette  comete  est  soumise  a  Taction  d'un  milieu 
resistant  et  que  cette  action  parait  discontinue.  Cependant,  elle  semble  avoir 
ete  constante  de  1871  a  1891,  et,  dans  cet  intervalle,  Tinfluence  de  Mercure  se 
traduit  par  une  perturbation  de  5"  sur  Tanomalie  moyenne  de  la  comete. 

M.  Backlund  a  trouve  ainsi  {Bulletin  aslronomique,  t.  XI,  p.  473)        '  ^^^  pour 
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la  masse  de  Mercure;  cette  valeur,  qui  merite  une  serieusc  consideration,  est 
comprise  entrc  les  deux  limites  indiquees  par  M.  Newcomb. 

M.  Newcomb  introduit  done  les  masses  de  Mercure  et  de  Venus,  par  les  fac- 
teurs  V  et  v',  dans  les  inegalites  periodiques,  mais  pas  dans  les  inegalites 
seculaires.  II  fait  figurer  comme  inconnues  independanlesy  pour  chaque  planete, 
les  variations  seculaires  des  cinq  elements  e,  cd,  i,  (2  et  £.  Cette  augmentation 
notable  du  nombre  des  inconnues  doit  sans  doute  diminuer,  dans  une  mesure 
appreciable,  la  precision  des  rcsultats  obtenus;  mais  M.  Newcomb  y  trouve  un 
avanlagc  serieux  :  cc  qui  s'est  passe  pour  le  perihelie  de  Mercure  montre  qu'il 
n'y  a  pas  de  valeurs  admissibles  des  masses,  pouvant  faire  cadrer  les  valeurs, 

observee  et  calculee ,  de  -r--  Des  lors,  le  controle  efficace  de  la  loi  do  Newton 

•   .  1  1 »  11  1  •  de       dxs    di      .     .  dQ,     .  de     , , 

consistera  dans  I  accord  des  valeurs  inconnues  -j-y  e-j-y  -j-y  sini-rr  et  -r'  de- 

dl        dt     dt  de         dt 

duites  pour  les  quatre  planetesdes  equations  de  condition,  et  des  memes  valeurs 
calculees  par  les  principes  connus,  avcc  les  masses  admises  pour  Mercure, 
Venus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter,  et  corrigees  en  raison  des  valeurs  trouvees 
en  meme  temps  pour  v  et  v'.  Nous  donnerons  bientot  ce  double  Tableau  des 
valeurs  des  variations  seculaires  deduites  des  observations  et  du  calcul;  mais 
auparavant  il  convicnt  de  donner  quelques  indications  sur  des  points  importants 
du  travail  de  M.  Newcomb. 

Le  savant  astronome  a  cherche  a  determiner  les  corrections  des  elements  de 
Torbite  terrestre,  non  seulement  par  les  observations  directes  du  Soleil,  mais 
encore  par  les  observations  gcocentriques  des  trois  planetes  Mercure,  Venus 
etMars.  II  trouve  que  le  succes  n'a  pas  ete  aussi  grand  qu'il  pouvait  Tesperer 
d'abord;  cependant,  il  y  a  des  avantages  a  proceder  ainsi,  pour  la  longitude 
moyenne  £  de  Tepoque,  a  cause  de  la  grandeur  des  equations  personnelles 
qui  affectent  les  observations  du  Soleil.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  corrections 
trouvees  pour  les  elements  de  I'orbite  terrestre  et  leurs  variations  seculaires 
sont  tres  faibles,  et  montrent  Texcellence  des  Tables  du  Soleil  de  Le  Verrier. 

Pour  les  planetes  Mercure  et  Venus,  une  difficulte  se  presente  :  les  passages 
de  ccs  planetes  sur  le  Soleil  donnent  entre  les  inconnues  des  equations  de  con- 
dition plus  precises  que  les  observations  meridiennes,  parce  que  ces  dernieres 
observations  sonl  impossibles  quand  les  planetes  sont  voisines  de  leur  conjonc- 
tion  inferieure,  et  que,  dans  cette  situation,  Tinfluence  d'une  petite  variation 
de  la  longitude  heliocentrique  de  Venus  est  a  peu  pres  doublee  dans  la  longi- 
tude geocentrique.  D'autre  part,  les  observations  des  passages  ne  donnent  pas 
quelques  elements  directement,  mais  seulement  des  relations  entre  les  correc- 
tions des  inconnues.  On  pent  se  demander  alors  quels  poids  il  faut  donner  a  ccs 
relations,  et  c'est  la  une  question  difficile  a  resoudre,  M.  Newcomb  a  eteamene 
a  donner  deux  solutions ;  dans  la  premiere,  il  a  employe  exclusivement  les 
observations  meridiennes,  et  dans  la  seconde  il  a  combine  les  equations  nor- 
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males  provenant  des  passages  avec  celles  tirees  des  observations  meridiennes. 
II  est  arrive  a  ce  resultat :  si  Ton  n'avait  pas  les  observations  des  passages  de 
Mercure,  les  errcurs  des  elements  et  do  leurs  variations  seculaires,  calculees 
avec  tout  Tensemble  des  observations  meridiennes,  auraient  cause  une  erreur 
de  5"  par  siecle  sur  la  longitude  heliocentrique  de  la  planete,  au  moment  des 
passages  de  mai,  ct  une  erreur  de  3"  au  moment  des  passages  de  novembre. 
C'est  un  fait  important  qui  montre,  comme  Lc  Verrier  Tavait  dit,  que  les  obser- 
vations meridiennes  determinent  mal  les  variations  seculaires  des  elements,  et 
ce  point  merite  pcut-etre  encore  d'atlirer  I'attention  des  astronomes. 

Voici,  d'apres  M.  Ncwcomb,  pour  les  quatre  planetes  considcrees,  les  valeurs 
finales  des  variations  seculaires  deduites  des  observations;  les  valeurs  des 
memes  quantites  deduites  de  la  theorie,  et  enfin  les  differences,  observation 
moins  theorie,  avec  les  erreurs  moyennes  do  ces  differences  : 

Mercure, 
Observation.  Theorie.  DifT^rencos. 

^- -+-     3',36  -+-     C'i'\  —  o',88  :h  o'jSo 

e-^ -^ii8,2/|  -^ro9,76  -4-8,48  :fi  o,43 

-j\"    -^     7»i4  -+■     6,76  —  o,38  ±0,80 

sine -7- ••  —  9<>89  —92,50  -4-0,61  =b  0,62 


dt 


V6nus, 


■£ —  9,46  —  o'fi;  -4-0^21  ±  o"3i 

e —r- --  o»29  —  0,34  —  o,o5  i+i  o,25 

/// 

-r-  3,87  H-  3,49  -4-  0,38  7h  0,33 


•     •      •     •     • 


dt 

siiw'--^- -io5,4o  — 106,00  -1-0,60       rho,i7 


dt 


La  Tcrre. 


(It!                                                         ''  -                                            1                            <§ 

-7- —     8,55                  —  8,57  -T-  0,02  -*-  o,  10 

dt                                        '  >                               )                   > 

e~.- »9ji8                  -;-  19,38  -r-  0,10  rr  o,i3 

Mars. 

-4-   i9'',oo                   -T  i8'',7i  ™  0,29  zb  o'',27 


•    ••••• 


dt 

e-T- -^149,55  -f-148,80  -H  0,75  =b  0,35 

-7- —     2,26  —     2,25  —  0,01  =r  0,20 

sin/ -7- —  72,60  —  7^  1^3  -4-  o,o3  ±0,22 
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On  devra  multiplier  les  erreurs  moyennes  precedentes  par  0,67  pour  en  de- 
duire  les  erreurs  probables. 

On  voit  que  I'accord  complet  entre  la  theorie  et  Tobservation,  dans  les  limites 
des  erreurs  de  cette  derniere,  existe 

pour  les  variations  seculaires  de    i  et  Q  dans  le  cas  de  Mercure, 
»                             ))                 e,  xs  et  i  »  V6nus, 

»  )>  e  Q\  xs  ))  la  Terre, 

»  »  Cy  i  et  Q  ))  Mars. 

II  y  a  un  desaccord  manifeste,  celui  qui  avail  ete  si  bien  mis  en  lumiere  par 
Le  Verrier,  pour  Ic  perihelie  de  Mercure;  I'exces  de  mouvement  en  un  siecle  est 
meme  porte  do  38"  a  4i"- 

II  y  a  d'autres  desaccords,  beaucoup  plus  faibles  : 

Pour  le  mouvement  du  noeud  de  Venus,  le  desaccord  depasse  cinq  fois  Ter- 
reur  probable; 

Pour  le  perihelie  de  Mars,  le  desaccord  est  Irois  fois  Terreur  probable; 

Pour  I'excentricite  de  Mercure,  le  desaccord  depasse  deux  fois  I'erreur  pro- 
bable; mais  cette  erreur  probable  esttres  difficile  a  fixer  et  pout  tres  bien  avoir 
ete  estimee  au-dessous  de  sa  valeur  reelle. 

II  ne  reste  done,  outre  le  perihelie  de  Mercure,  que  le  perihelie  de  Mars  et 
le  noeud  de  Venus. 

236.  M.  Newcomb  examine  les  diverses  hypotheses  que  Ton  pent  faire  pour 
expliquer  ces  disaccords. 

Bypothese  de  la  non-sphericUe  du  Soleil.  —  II  suffirait  do  tres  petits  aplatisse- 
ments  dans  les  surfaces  de  niveau,  pour  expliquer  Tanomalie  du  mouvement  du 
perihelie  de  Mercure.  Si  Tequilibre  existe  a  la  surface  du  Soleil,  on  aura,  pour 
le  potentiel  relatif  a  Tattraction  du  Soleil  sur  Mercure,  I'expression  suivante 
(t.  II,  p.  210) 

V-/M  [i  +  fi  (e.  -  \  9)  (.-Ssin'd)]  =  -^  +dV. 

oil  M  designe  la  masse  du  Soleil,  a,  son  rayon  equatorial,  e,  son  aplatissement 
superficiel,  9  le  rapport  de  la  force  centrifuge  equatoriale  a  Tattraction,  r  la 
distance  de  Mercure  au  centre  du  Soleil  et  S  sa  declinaison  rapportee  a  I'equa- 
teur  solairc.  On  aura,  pour  determiner  le  mouvement  du  perihelie  de  Mercure, 
produit  par  I'aplatissement  du  Soleil,  Tequation 

^i. 

at  na^e       de         6na}e\  2^/^  de 
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d'oii,  en  ne  prenant  que  la  partie  principale, 


dl. 


dm naa\  /  i     \      r 

Or,  si  Ton  ne  cherche  que  les  inegalites  seculaires,  on  pent  prendre 
et  il  en  r^sulte 

Or,  d'apres  la  theorie  de  Clairaut,  on  a 

5 

done 

En  remplaQant  -  9  par  sa  valeur  '  (t.  II,  p.  2o5),  ^  par  ~  et  nt  par  le 
moyen  inouvement  de  Mercure  en  un  siecle,  on  trouve 

c'est  beaucoup  plus  petit  que  38". 

Sans  recourir  a  la  loi  de  Clairaut,  on  pent  chercher  quelle  valeur  il  faudrait 
donner  a  e,,  Taplatissement  superficiel  du  Soleil,  pour  que  la  valeur  (21)  de  Star 
atteigne  4i"  siu  bout  d'un  siecle.  On  trouve  ainsi 

e, 9  = =e,  sensiblement. 

2  ^       1900 

Or  le  diamfetre  du  Soleil  etant  d'environ  1920",  on  voit  qu'entre  le  diam^tre 
polaire  du  Soleil  et  le  diametre  equatorial  du  Soleil,  il  devrait  y  avoir  une 
difference  d'environ  i";  mais,  les  recherches  minutieuses  de  M.  Auwers  sur  les 
mesures  de  ces  deux  diametres  montrent  qu'il  n'existe  entre  eux  aucune  diffe- 
rence appreciable. 

L'hypothese  examinee  n'est  done  pas  admissible;  nous  ne  pensons  pas  qu'il 
puisse  rester  de  doute,  malgre  la  singuli^re  rotation  du  Soleil  et  les  frequentes 
T.  -  IV.  68 
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eruptions  de  protuberances  qui  montrent  que  Tequilibre  n'existe  pas  parfaite- 
ment  dans  Tinterieur. 

Le  lecteur  pourra  consulter,  sur  le  meme  sujet,  un  Memoire  de  M.  Harzer, 
Astron.  Nachr, ,  n*'  3030. 

Hypothese  (Vun  anneau  ou  d'un  groupe  (Vasteroides  intra-mercuriels,  —  Nous 
avonsdeja  examine  cette  hypothese  (p.  624);  nousallons  yreveniravecM.  New- 
comb,  en  tenant  compte  des  perturbations  qu'elle  causerait  dans  les  inclinai- 
sons  et  les  noeuds  de  Mercure  et  de  Venus.  Concevons  une  planete  ayant  une 
orbite  circulaire,  et  dont  les  elements  seront  affectes  de  Tindice  zero.  L'expres- 
sion  de  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  Taction  de  cette  planete  sur  Mer- 
cure sera  (t.  I,  p.  4<^^) 


soit  pose 


il  viendra 


9  sin0  =:/),        9  COS0  =^, 
9oSin^o==/>o>       9ocos0o=^o; 

^  =  -  mo/i«a3B(*>  (e»  — /?*  —q^  —  p\  —  ql^  ipp^  4-  27^0) • 


On  aura  ensuite  (t.  I,  p.  172) 

dp  _     \     d^  dq  __^     I     dSl 

dt        no}  dq  dt  nd^  dp ' 

d'oii 

J?  HZ       -  monaB^^^iqo  —  q), 
dp  =      J  moaB^^^{qf,—  q)nty 


dq  =—  T'WoaB^^H/^o  — />)w/; 


or  on  a  trouve,  page  5^5, 


6ts=z  y  nioaB^^^  nt; 
4 


il  viendra  done,  en  remplagant  Sgj  par  41''  pour  Mercure*, 


op  =  ki'{qo-q),        dq--^i'{po  -p); 
on  aura  des  equations  analogues  pour  Venus,  avec  une  autre  valeur  que  4i">et/?' 
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et  y'  au  lieudc/?et  de  y.On  auraaussi  une  equation  pour  faire  cadrer  la  valeur 
de  Gj'  avec  ccllc  obscrvee  {voir  le  Tableau  de  la  pagc.535);  on  remplaccra  de 
meme  Sp,  Sy,  8/?'  et  tq'  par  lours  valours  deduites  de  ce  Tableau. 

On  aura  done  finalement  cinq  equations  contenant  au  premier  degre  ies  in- 
connues/?o  et  q^;  on  en  conclura/^oCt  y„;  puis  on  aura  0^  et  ^o-  M-  Newcomb  a 
trouve  ainsi 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  I'impossibilite  pliysique  d'une  seule  planfete 
perturbatrice. 

M.  Newcomb  n'admetpas  davantage  rhypothesc  do  I'anneau  qui,  etantdonnee 
la  grandeur  de  sa  masse,  reflechirait  bcaucoup  do  lumiere. 

11  semble  bien  que  cette  bypothese  ne  soit  guere  admissible.  On  pent  se  de- 
mander  alors  a  quoi  se  rapporlent  Ies  observations  telles  que  celles  de  M.  Les- 
carbault.  II  ne  serait  pas  absolument  impossible  que  ce  soient  des  passages  de 
cometes  sur  le  disque  du  Soleil. 

M.  Newcomb  ecarte  aussi  Thypothese  d'une  masse  etendue  de  matiere  diffuse 
analogue  a  celle  de  la  lumiere  zodiacale ;  la  partie  qui  agirait  le  plus  pour  faire 
tourner  le  perihelie  de  Mercure  dans  le  sens  direct  serait  la  partie  voisine  du 
Soleil,  etTon  rentrerait  ainsi  dans  Ies  difficultes  de  Thypothese  precedente. 

II  trouve  encore  que  Ton  pourrait  rendre  compte  des  variations  anormales  des 
elements  de  Mercure  et  de  Venus,  en  supposant  un  anneau  d'astero'ides  situe 
entre  ces  deux  planetes;  Tinclinaison  devrait  etre  de  7^,5.  On  pent  se  deman- 
der  comment  il  se  fait  que  I'anneau  peut  etre  suppose,  soit  en  dedans  de  Mer- 
cure, soit  entre  Mercure  et  Venus;  cela  tient  a  ce  que,  Texcentricite  e'de  Venus 
etant  tres  petite,  le  produit  c'Sgj'  sera  encore  assez  petit,  dans  le  second  cas. 
Mais  un  tel  anneau  n'aurait  pas  pu  echapper  jusqu'ici  aux  investigations  des 
astronomes. 

Hypothesede  M.  A.  Hall.  —  On  sait  par  le  theoreme  de  Newton  (t.  I,  p.  49)> 
que,  si  I'cxposant  de  la  loi  d'attraction,  au  lieu  d'etre  exactement  egal  a  2,  en 
differait  tres  peu,  il  en  resulterait  des  deplacemcnts  tres  sensibles  pour  Ies 
perihelies  des  planetes:  on  peut  voir  (/oc.  cit.)  que,  si  Ton  prenait  2,001  pour 
la  valeur  de  cet  exposant,  le  perihelie  de  chaque  planete  se  deplacerait  de 
io'48",  dans  le  sens  direct,  au  bout  d'une  revolution.  On  se  trouvait  ainsi 
naturellement  conduit  a  voir  quelle  modification  il  faudrait  apporter  a  I'expo- 
sant  pour  obtenir  le  deplacement  de  [\i'\  en  un  siecle,  pour  le  perihelie  de 
Mercure. 

C'est  ce  qu'a  fait  M.  A.  Hall  (AstronomicalJournal,  t.  XIV,  p.  49);  la  formule 
(34)  (t.  I,  p.  49)  donne,  en  designant  par  Nl'exposant,  tres  voisin  de  2, 

its  =z    , I  4-  ^^ —, '  e*  H- . . .     —  /I/. 

v/3  -  N  24  J 
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En  faisant  N  =  2  +  a,  et  remplagant  nt  par  538  000  000*',  le  mouvement  de 
Mercure  en  un  siecle,  e  par  p  et  Sgj  par  4i">  on  trouve  Tequation 


,         538  000  000  /         / 

4'  = — / ('-Vi- 

\/i  —  (J      \ 


On  en  conclut,  avec  une  precision  suflfisante, 


200 


•  •  •  I  • 


(J    14- 


100/       5i 


82 


538  000  000 
c  1=0,000 000  i5i,         N  =  2,000000  i5i 


Les  valeurs  de  Sgj,  pour  Venus,  la  Terre  etMars,  s'obtiendront  en  multipliant 
4i"  par  les  rapports  des  durees  de  revolution  de  Mercure  aux  durees  de  revolu- 
tion des  planetes  considerees.  On  trouvera  ainsi  les  nombres  suivants  : 


ora. 


Mercure 4*' 

V6nus 16* 


e6t3. 


8%  4 


La  Terre 
Mars .  . . . 


80. 

10* 

5" 


eoo. 


o',  2 
o',5 


de  telle  sorte  que  Ton  representerait  bien  ainsi  Tanomalie  du  perihelie  de  Mer- 
cure, sans  toucher  aux  perihelies  de  Venus  et  de  la  Terre  qui  vont  bien;  la 
correction  du  perihelie  deMars  serait  meme  presque  celle  qui  convient,  puisque, 
d'apres  le  Tableau  de  la  page  535,  elxs  est  egal  a  -i-  0^,75  pour  Mars,  en  un 
siecle. 

Pour  la  Lune,  la  meme  loi  donnerait  pour  le  mouvement  seculaire  du  perigee 
-+-  i4o";  la  difference  a  expliquer  est  de  -+-  i56";  Taccord  va  done  tres  bien  en- 
core, mais  il  reste  dans  le  noeud  un  disaccord  de  —  286''  qui  n'est  pas  explique 
par  rhypothese  de  M.  Hall;  enfin,ranomalie  du  ncBud  de  Venus  reste  entiere. 

M.  Newcomb  cherche  a  annuler  les  corrections  des  variations  seculaires  des 
elements  autres  que  les  perihelies,  notamment  celle  du  nceud  de  Venus,  par 
des  corrections  v,  v',  V  et  v*^  convenables;  les  valeurs  ainsi  trouvees  pour  v,  v' 
et  v'*'  sont  assez  d'accord  avec  celles  employees  precedemment;  malheureuse- 
ment,  il  n'en  est  pas  de  meme  de  v".  La  valeur  trouvee  pour  cette  derniere 
quantite  conduit  a  i:  =  8",  759,  valeur  assez  differente  de  celle  a  laquelle  avaient 
conduit  les  meilleures  determinations  de  la  parallaxe  solaire. 

Finalement,  pour  construire  les  Tables,  il  fallait  prendre  un  parti  et  distri- 
buer,  en  quelque  sorte,  egalement  les  erreurs.  M.  Newcomb  ajoute  aux  perihe- 
lies des  diverses  planetes  les  mouvements  seculaires  suivants  : 


Mercure 43",  3; 

V6nus iG^jOb 


La  Terre 10',  45 

Mars 5',  55 
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le  premier  de  ces  nombres  etant  suppose  donne,  les  autres  s'en  deduisent  enle 

T     T      T  T 

multipliant  par  ^>  ^,  ™  et  ™^;  comme  si  la  loi  de  I'attraction  avail  pour  expo- 

sant  2  GOO  GOO  1612  au  lieu  de  2.  Les  masses  deMercure,  Venus  et  Mars  sont 
legerement  modifiees;  celle  de  la  Terre  repond  a  laparallaxe  8^,790;  I'exces  de 

la  valeur  de  sin/-^?  pour  Venus,  est  reduit  a-f-o",25;  mais,  en  supposant 

bien  connue  la  vitesse  de  la  lumifere,  la  constante  de  Taberration  se  trouve 
portee  a  2g",5ii. 

La  supposition  d'unexposantdeia  loi  de  Newton,  egal  a  deux  entiers  plus  seize 
unites  du  huitieme  ordre,  est-elle  vraisemblable?  Les  astronomes  et  les  geo- 
metres  I'admettraient  avec  une  certaine  repugnance.  Au  reste,  M.  Newcomb  ne 
paraitpas  etre  convaincu  de  la  realite  de  cette  augmentation ;  il  semble  I'avoir 
adoptee,  en  Tabsence  de  toute  hypothese  vraisemblable,  comme  un  precede 
d'interpolation,  en  attendant  mieux. 

Les  theories  les  plus  recentes  de  la  Physique  donnent  lieu  de  croire  que  les 
attractions  des  corps  celestes  ne  peuvent  se  transmettre  a  distance  que  par  I'in- 
termediaire  d'un  milieu,  sans  doute  Tether.  Mais  on  ne  connait  rien  encore  sur  ce 
mode  de  transmission.  11  paraitprobablequelememe  milieu  sertdevehiculeades 
actions  electriques  ou  electromagnetiques.  Pour  les  cometes,  Tinfluence  d'une 
action  electrique  du  Soleil  a  ete  admise  par  plusieurs  astronomes,  notamment 
Olbers  et  Bessel.  La  relation  entre  les  phenomenes  magnetiques  a  la  surface  de 
la  Terre  et  les  taches  solaires  tend  a  nous  confirmer  dans  cette  voie.  C'est  ainsi 
qu'on  se  trouve  amene  a  considerer,  au  lieu  de  la  loi  de  Newton,  des  lois  d*6lec- 
trodynamique,  telles  que  celles  de  Weber;  nous  avons  examine  quelques-unes 
de  ces  lois  dans  le  Chapitre  precedent,  et  nous  avons  cherche  a  faire  disparaitre 
I'exces  de  mouvement  du  perihelie  de  Mercure  (38"  ou  4i")»  ^^  determinant 
convenablement  la  constante  qui  figure  dans  les  termes  correctifs  que  ces  for- 
mules  apportent  a  la  loi  de  Newton.  Mais  nous  sommes  loin  de  pretendre  a  Texis- 
tence  de  ces  lois,  d'autant  plus  qu'elles  n'expliqueraient  pas  tons  les  petits 
des^ccords. 

La  loi  de  Newton  represente,  en  somme,  avec  une  tres  grande  precision,  les 
mouvements  dc  translation  de  tons  les  corps  celestes.  Si  Ton  ^se  reporte  k  ce 
que  nous  avons  dit  a  la  fin  du  Tome  111,  on  pent  etre  emerveille  de  voir  que  les 
inegalites,  si  nombreuses,  si  compliquees,  et  quelques-unes  si  considerables, 
du  mouvement  de  la  Lune,  soient  representees  comme  elles  le  sont  par  la 
theorie.  Sans  doute,  il  reste  quelque  chose  :  dans  un  intervalle  de  deux  siecles 
et  demi  environ,  la  Lune  s'ecarte  peu  a  peu  de  la  position  calculee,  jusqu'a  un 
maximum  de  i5'\  de  maniere  que,  durant  ce  long  intervalle,  le  bord  eclaire  de 
la  Lune  passera  un  peu  plus  tot  ou  un  peu  plus  tard  devant  les  fils  d'araign^e 
de  la  lunette  nieridienne,  sans  que  Tavance  ou  le  retard  d^passe  unesecondede 
temps. 
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De  meme,  les  positions  des  planetes,  pendant  un  siecle  et  demi  d'observa- 
tions  precises,  sont  representees  a  moins  de  2"  pres.  II  y  a  une  exception  : 
Mercure  peut  etre  en  avance  ou  en  retard  d'une  quantite  qui,  pour  certaines 
regions  de  Torbite,  s'eleve  a  8"  environ,  soit  une  demi-seconde  de  temps  au 
bout  d'un  siecle.  Les  disaccords  pour  le  noeud  de  Venus  et  le  perihelie  de  Mars 
sont  bien  moins  importants. 

On  eprouve,  en  fin  de  compte,  un  sentiment  d'admiration  profonde  pour  le 
genie  de  Newton  et  de  ses  successeurs,  et  pour  les  immenses  travaux  de  Le  Ver- 
rier,  poursuivant  pendant  plus  de  trente  ans  son  enquetemethodiquedans  toute 
Tetendue  du  systeme  planetaire,  travaux  si  habilement  continues  et  developpes 
par  M.  Newcomb. 
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